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Kapitel 1

Relativitätstheorie

1.1 Klassische Mechanik

1.1.1 Grundlagen, Grundbegri�e:

• Klassische Teilchen:

Punktkörper, keine innere Struktur keine erkennbare Gröÿe, hat
Masse m und Ladung q

• Zustandscharakterisierung

Positionsvektor ~r, Geschwindigkeitsvektor ~v = ~̇r = d~r
dt

genau mess-
und bestimmbar

• Klassische Au�assung:

Raum ist eine Art Behälter, in dem die Dinge eingelagert sind und
in zeitlicher Folge ablaufen. Raum und Zeit können unabhängig von
Masse existieren. An jedem Ort (x,y,z) herrscht die gleiche Zeit.

1.1.2 Newton'sche Axiome

• Trägheitsprinzip (keine Veränderung des Bewegungszustandes ohne Kraftein-
wirkung)

• Aktionsprinzip

Bewegungsgleichung ~F = m(t)︸︷︷︸
(trge)Masse

~a = md~v
dt

= md2~r
dt2

Impuls ~p = m~v

Kinetische Energie Ekin = T = 1
2
m~v2 = ~p2

2m

5



6 KAPITEL 1. RELATIVITÄTSTHEORIE

Drehimpuls ~L = ~r × ~p = m~r × ~̇r

Kraft ~F = d~p
dt

= d
dt

(m~v) = dm
dt
~v +md~v

dt

Konservative Kraft: ~F = −(∂V
∂x
, ∂V
∂y
, ∂V
∂z

)

V = Epot

Wichtige Kraft in Atom-, Kern- und Hochenergiephysik:

Lorentzkraft: ~F = q ~ε︸︷︷︸
el.Felder

+q~v × ~B︸︷︷︸
magn.Felder

• Reaktionsprinzip (Kräfte treten immer Paarweise auf)

Beispiel. a)

• ~ε = konst., ~B = konst.

• m~a = q~ε

• für ~ε ‖ zur x-Richtung konstantes ax = qε
m

• Geschwindigkeit vx = axt = qε
m
t

• Weg x = 1
2
axt

2 = qε
2m
t2

T = 1
2
mv2

x = 1
2
q2

m
ε2t2 = x︸︷︷︸

Weg

qε︸︷︷︸
Kraft︸ ︷︷ ︸

Arbeit

= Epot = q xε︸︷︷︸
Potential

• In Hochenergiephysik werden Energie in eV gemessen

1eV = 1, 602 · 10−19C · 1V

= 1, 602 · 10−19Joule

Beispiel. b)

• ~E = 0, ~B = konst.

• m~a = q~v × ~B

• ~a⊥ auf ~v und ~B
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• konstante Beschleunigung, wenn ~v = konst.

⇒ gleichförmige Kreisbewegung, r=?

Zentripetalkraft = Lorentzkraft

mv2

r
= |q|vB

r = mv
|q|B - Zyklotronradius

Umlau�requenz ν = 1
T

= v
2πr

= |q|B
2πm

Zyklotronfrequenz: ω = 2πν = |q|B
m

1.1.3 Newton'sche Bewegungsgleichung in Lagrange- und
Hamiltonform

Newton'sche Bewegungsgleichung für Systeme aus n Punktteilchen mit Masse
mi(i = 1, ..., n) im kartesischen Koordinatensystem (x,y,z)
(i = 1, .., n)

miẍi = Fxi
miÿi = Fyi
miz̈i = Fzi

ẍi =
d2xi
dt2


neue Form der Bewegungsgleichung

Ziel: Formulierung der Bewegungsgleichung in universeller Form

1. Kinetische Energie

T = 1
2
m1(ẋ2

1 + ẏ2
1 + ż2

1) + ...+ 1
2
mn(ẋ2

1 + ẏ2
n + ż2

n) =

=1
2

∑n
i=1mi(ẋ

2
i + ẏ2

i + ż2
i )

2. Beschränkung auf konservative Kräfte

Epot = V = V (x1, y1, z1, . . . , xn, yn, zn)

⇒ Fxi = − ∂V
∂xi

Fyi = − ∂V
∂yi

Fzi = − ∂V
∂zi

miẍi = 0 =
d

dt

∂T

∂ẋi
+
∂V

∂xi
d

dt

∂T

∂ẏi
+
∂V

∂yi
d

dt

∂T

∂żi
+
∂V

∂zi


(i=1,...,n)
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Wobei ∂T
∂ẋi

= mẍ

1.1.3.1 Einführung einer neuen Funktion, der Lagrange � Funkti-

on

• L = T − V = T (x1, ...; zn)− V (x1, ...; zn)

⇒ d

dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
= 0

d

dt

∂L

∂ẏi
− ∂L

∂yi
= 0

d

dt

∂L

∂żi
− ∂L

∂zi
= 0


• Koordinatentransformation Kartesische Koordinaten → verallgemei-
nert Koordniaten

(x1, y1, z1, ..., xn, yn, zn)︸ ︷︷ ︸
3n

→ q1, ..., q3n

wobei

xi = f(q1, ..., q3n)
yi = f(q1, ..., q3n)
zi = f(q1, ..., q3n)

Bsp: Kartesische Koordinaten → Kugelkoordinaten (x,y,z → r, θ, ϕ)

x = r sin θ cosϕ
y = r sin θ sinϕ
z = r cos θ

1.1.3.2 Bewegungsgleichung in Lagrange � Form

d
dt
∂L
∂q̇j
− ∂L

∂qj
= 0, j = 1, .., 3n

Gleichungssystem ist unabhängig von einer speziellen Wahl der Koordinaten

Fundamentales Postulat der klassischen Mechanik
Impuls des k-ten Teilchens in x-Richtung(kartesische Koordinaten):
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Pxk = mkẋk = ∂T
∂ẋk

Analog de�niert man zur Koordinate α den Impuls pα = ∂T
∂α̇

= ∂L
∂α̇

Der zu den verallgemeinerten Koordinaten qi (i = 1, ...3n) gehöringe (konju-
gierte) verallgemeinerte Impuls

Pk =
∂L

∂q̇k
, k = 1, ..., 3n

um die Bewegungsgleichung in Lagrange Form lautet

Ṗk =
∂L

∂qk
, k = 1, ..., 3n

Aus den beiden Gleichungen folgen 6n Di�erentialgleichungen 1. Ord-
nung, die Äquivalent sind zu den 3n Lagrange-Gleichungen 2.Ordnung

∂L

∂q̇k
= f(q1, ..., q1, q̇1, ..., q̇1)

Aus Pk (siehe oben)

• ⇒ 3n Relationen zwischen Pk, qk und q̇k

• ⇒ die 3n Geschwindigkeiten können elliminert werden und das System
kann über die 3n Koordinaten qk und 3n konjugierte Impulse beschrie-
ben werden.

Hamilton (1834)

H(q1, ..., q3n, p1, ..., p3n =
∑3n

k=1 pkq̇k − L(qk, q̇k))

Bewegungsgleichung in Hamilton Form

∂H

∂pk
= q̇k

∂H

∂qk
= −ṗk

 k=1,...,3n

Kann zeigen: Konservatives System:

1. H = T + V = Gesamtenergie

2. ∂H
∂t

= 0, da Erhaltungsgröÿe
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zu 2.
dH
dt

= d
dt

(
∑3n

k=1 (pkq̇k − L))=
∑3n

k=1(pkq̈k + ṗkq̇k − ∂L
∂qk q̇k

− ∂L
∂q̇k
q̈k)= 0

, da ∂L
∂q̇k

= pk bzw. ∂L
∂qk

= ṗk

Beispiele von genereller Bedeutung

2 Punktteilchen mit Masse m1 und m2 bewegen sich unter Ein�uss einer
anziehenden Kraft, die durch eine potentielle Energie V (r) beschrieben wird,
die nur vom Abstand r der Teilchen abhängt.

⇒ L = m1

2
(ẋ2

1 + ẏ2
1 + ż2

1) + m1

2
(ẋ2

2 + ẏ2
2 + ż2

2)− V (r)
Koordinatentransformation
(x1, y1, z1;x2, y2, z2)→ ( x, y, z︸ ︷︷ ︸

Massenzentrum

, r, θ, ϕ︸ ︷︷ ︸
Relativbewegung

)

• Koordinaten des Massenzentrums:

m1x1 +m2x2 = (m1 +m1)x

m1y1 +m2y2 = (m1 +m1)y

m1z1 +m2z2 = (m1 +m1)z


• Koordinaten für Relativbewegung

x2 − x1 = r sin(θ) cos(ϕ)

y2 − y1 = r sin(θ) sin(ϕ)

z2 − z1 = r cos(θ)


• Elliminierung von x2, y2, z2 in den Gleichungssystemen 1.1.3.2 und 1.1
(siehe oben)

x1 =x− m1

m1 +m2

r sin(θ) cos(ϕ)

y1 =y − m1

m1 +m2

r sin(θ) sin(ϕ)

z1 =z − m1

m1 +m2

r cos(θ)
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• Eliminierung von x1, y1, z1 analog

x2 =x+
m1

m1 +m2

r sin(θ) cos(ϕ)

y2 =y +
m1

m1 +m2

r sin(θ) sin(ϕ)

z2 =z +
m1

m1 +m2

r cos(θ)

• Einsetzen der zeitlichen Ableitung in (1) 1
µ

= 1
m1

+ 1
m1

(µ ist hier die
reduzierte Masse)
L = 1

2
(m1 +m2)(ẋ2 + ẋ2 + ẋ2) + 1

2
µ(ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2(θ)ϕ̇2)− V (r)

• konjugierte Impulse zu x, y, z, r, θ, ϕ

px =
∂L

∂ẋ
= (m1 +m2)ẋ

py =
∂L

∂ẏ
= (m1 +m2)ẏ

pz =
∂L

∂ż
= (m1 +m2)ż

pr = µṙ

pθ = µr2θ̇

pϕ = µr2 sin2(θ)ϕ̇

• ⇒ Hamilton Funktion

H =pxẋ+ pyẏ + pz ż + prṙ + pθθ̇ + pϕϕ̇− L
=(m1 +m2)(ẋ2 + ẏ2 + ż2)µ(ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2(θ)ϕ̇2)− L

=

kintesche Energie des Massenzentrums︷ ︸︸ ︷
1

2
(m1 +m2)(ẋ2 + ẏ2 + ż2) +

kinetische Energie der Relativbewegung︷ ︸︸ ︷
1

2
µ(ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2(θ))ϕ̇2

−
pot.Energie︷︸︸︷
V (r)

Bewegungsgleichung

ṗx =− ∂H

∂x
= 0

ṗy =0

ṗz =0

 Massenzentrum bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit
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ṗr =
1

µ
(
p2
θ

r3
+

p2
ϕ

r3 sin2(θ)

∂V

∂r
)

ṗθ =
1

µ
(
p2
ϕ cos(θ)

r2 sin(θ)3
)

ṗϕ =0


Bewegung eines Teilchens der Masse µ
relativ zu einem �xierten Zentrum

ẋ =
∂H

∂px
=

px
m1 +m2

ẏ =
py

m1 +m2

ż =
pz

m1 +m2

ṙ =
pr
µ

θ̇ =
pθ
µr2

ϕ̇ =
pφ

µr2 sin2(θ)



de�nieren die Impulse

1.1.4 Galilei-Transformation

(S
′
bewegt sich mit vx relativ zu S)

• t = 0: beide Ursprünge O und O
′
liegen zusammen

• In beiden Systemen S und S
′
läuft die Zeit gleich ab, d.h.: t = t

′

• Maÿstäbe in beiden Systemen sind gleich

• Punkt P hat die Koordinaten:

in S
′
: x
′
y
′
, z
′

in S: z = z
′
, y = y

′
, x = x

′
+ vt

Rücktransformation: z
′
= z, y

′
= y, x

′
= x− vt

• Transformation der Geschwindigkeit

u = x
t
und u

′
= x

′

t

u = u′ + v; u′ = u− v
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• Länge L = x2 − x2 = (x
′
2 + vt)− (x

′
1 + vt) = x

′
2 + x

′
1 = L

′

• Beschleunigungen = Geschwindigkeitsänderungen:
∆u = u2 − u1 = u

′
2 + v − (u

′
1 + v) = u

′
2 + u

′
1 = ∆u

′

⇒ ∆u
∆t

= ∆u′

∆t
bzw. du

dt
= du′

dt
⇒ a = a′ ⇒ F = F ′

Galilei'sches Relativitätsprinzip
Gelten die Gesetze der Mechanik in einem System S, dann gelten sie auch
für alle anderen Systeme S

′
, die sich Relativ zu S gleichförmig und geradlinig

bewegen.

Beispiel. Fluss mit Strömungsgeschwindigkeit v=0

Fragestellung: Beobachtete Zeiten für AB und AC, Geschwindigkeit c

1. Fall: Ruhendes Gewässer, d.h. v=0

l = 300m, c = 10m
s

Hinweg AB = l⇒ τ1 = l
c

= 30s

Rückweg BA = l⇒ τ2 = l
c

= 30s

⇒ t1 = τ1 + τ2 = 60s

Hinweg AC = l⇒ τ3 = l
c

= 30s

Rückweg CA = l⇒ τ4 = l
c

= 30s

⇒ t2 = τ3 + τ4 = 60s

∆t = t2 − t1 = 0

2. Fall: Strömendes Gewässer

v = 5m
s
, l = 300m, c = 10m

s

Hinweg AB = l⇒ τ1 = l
c+v

= 300m
15m

s
= 20s

Rückweg BA = l⇒ τ2 = l
c−v = 300m

5m
s

= 60s
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⇒ t1 = τ1 + τ2 = 80s

Hinweg AA′
2

= AC
2

+ A′C
2

(cτ3)2 = l2 + (vτ3)2

Rückweg τ3 = τ4

Gesamtweg t2 = 2τ3 = ... = 2
√

(300m)2

(102−52)(m
s

)2 = 69, 3s

⇒ ∆t = t2 − t1 = 10, 7s

3. Fall: Strömendes Gewässer

c
′
= 10m

s

A,B,C fest miteinander Verbundene Punkte, die mit der Strömung
treiben

Mitbewegter Beobachter �ndet Fall 3 ist Fall 1 gleichwertig

4. Fall Ruhendes Gewässer, Bewegung des Systems der Punkte A,B,C mit
der Geschwindigkeit v = 5m

s
, l = 300m, c = 10m

s
, gleichwertig Fall 2

d.h. ∆t = 10, 7s

Zusammenfassung der 4 Bewegungsaufgaben
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Bewegung parallel zur Strömung

t1 =τ1 + τ2 =
l

c+ v
+

l

c− v
=
lc+ lv + lc− lv

c2 − v2
=

2lc

c

1

1− v2

c2

Abkürzung:β =
v

c

⇒ t1 =
t

1− β2

t =
2l

t
Zeitdauer, wenn keine Strömung

Bewegung ⊥ zur Strömung folgt(
c
t2
2

)2

=

(
v
t2
2

)2

+ l2

⇒ t22 = 4l2
1

c2 − v2

t2 =
2l

c

1√
1− v2

c2

t2 =
t√

1− β2

δt = t2 − t1 = t

[
1

1− β2
− 1√

1− β2

]
6= 0 wenn v 6= O

1.2 Die Lichtgeschwindigkeit

• 1860. Maxwell'sche Gesetze = Zusammenfassung von Elektrizität und
Magnetismus

• Maxwell � Gleichung: ⇒ el. magn. Wellen

Wellenlänge λ

Frequenz ν

Ausbreitungsgeschwindigkeit c=λν

• el.magn. Welle im Vakuum = Transversalwelle (Wellenvektor k = 2π
λ
)

• Wellengleichung:
d2 ~E
dt2

= c2
(
d2 ~E
dx2 + d2 ~E

dy2 + d2 ~E
dz2

)
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c = 1√
ε0µ0
' 3 · 108, m

s

ε0 = 8, 854 · 10−12F

m
Dielektrizitätskonstante

µ0 = 1, 2566 · 10−6m · kg
C2

Permeabilität

 des Vakuums

• im Medium ε = ε0 · εr und µ = µ0 · µr
cm = 1√

ε0·εr·µ0·µr = 1√
ε0·εr·µ = c

n

1.2.1 Messung der Lichtgeschwindigkeit

1849: Methode von Fizeau (Zahnradmethode)
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1.2.2 Der Äther

Analogieschluss: hypothetisches Medium = Äther ist Träger von Lichtteilchen
Aber Äther:

1. müsste masselos sein, andernfalls ⇒ Gravitationswirkung

2. darf Bewegung der Himmelskörper nicht beein�ussen
→ kein Reibungswiderstand

3. müsste fester Körper sein, da

Licht = Transversalwelle (bekannt nur für Wellen in festen Sto�en)

c sehr groÿ ⇒ Sto� muss sehr kompakt sein
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1.2.3 Das Michelson � Morley Experiment

1.3 Die Einstein'schen Postulate

Michelson Versuch:

• Lichtgeschwindigkeit c ist stets gleich groÿ, in welcher Richtung zur
Erdumlaufbahn sie auch gemessen wird
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1. Das Relativitätspostulat:

Die Gesetze der Physik gelten für Beobachter in allen Inertialsyste-
men gleichermaÿen. Kein System ist dem anderen gegenüber bevorzugt

• Alle gleichförmig geradlinig bewegten Bezugssysteme sind gleich-
wertig

• Die Naturgesetze haben in diesen Systemen die gleiche mathema-
tische Form

• Es existiert kein absolut ruhendes System. Es gibt nur relativ zu-
einander ruhende Systeme

• Jede Art von Bewegung ist relativ

2. Das Prinzip von der Konstanz der Vakuumlichtgeschwindigkeit

Im Vakuum breitet sich Licht in allen Richtungen und in allen
inertialen Bezugssystemen mit derselben Geschwindigkeit c aus.

• c ist unabhängig von der Relativgeschwindigkeit v der Bezugssys-
teme

• In der Natur gibt es eine Höchstgeschwindigkeit = c

• Masselose Teilchen (Licht, Neutrinos,...) breiten sich mit c aus,
massebehaftete Teilchen können c nicht erreichen, egal wie sehr
sie auch beschleunigt werden

1.4 Die Lorentz-Transformation und ihre Fol-

gerungen

~F = m~a Galilei � Transformation, Gesetz forminvariant (kovariant)
Maxwell-Gleichung Galilei � Transformation, Gesetz nicht forminvariant (nicht
kovariant)
Widerspruch, da alle Inertialsysteme gleichberechtigt sein sollten.
Maxwellgleichung bzgl. Lorentz-Transformation kovariant.

1.4.1 Bestimmung des Lorentztransformationsfaktors

γ Annahme: x
′
= γ(x− vt) (*) (Galilei � Transformation)

• Randbedingung: c = c′
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• Koordinatenursprünge fallen zur Zeit t = t′ = 0 zusammen

• Lichtsignal wird ausgesendet

• ruhender Beobachter: x = ct

• bewegter Beobachter: x′ = ct′

⇒ mit (*):

x
′
=γ(x− v

c
x) = γx(1− v

c
) = γx(1− β) (1.1)

Rücktransformationx =γ(x
′
+
v

c
x
′
) = γx

′
(1 +

v

c
) = γx

′
(1 + β) (1.2)

aus 1.1 · 1.2 folgt: ⇒ x′x = γ2x′x(1− β)(1 + β) = γ2xx2(1− β2)
⇒ γ2 = 1

1−β2

γ =
1√

1− β2
=

1√
1− v2

c2

t′ =
x′

c
=
γ

c
(x− vt)

=
x
c
− v

c2
x√

1− β2

⇒t=x
c =

t
′
+ v

c2
x√

1− β2

Analog:
t =

t′+ v
c2
x′√

1−β2

Zusammenfassung:

x
′
= x−vt√

1−β2
⇔ relativistische Vertauschung x = x

′
+vt√
1−β2

y
′
= y y = y′

z
′
= z z = z′

t
′
=

t− v
c2
x√

1−β2
t =

t′+ v
c2√

1−β2

S und S
′
können miteinander vertauscht werden, wenn gleichzeitig die Rela-

tivgeschwindigkeit das Vorzeichen ändert.
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1.4.2 Vakuumlichtgeschwindigkeit als Grenzwert

Für v > c wird
√

1− β2 =
√

1− (v
c

2) imaginär
⇒ betre�ende Gröÿe hat keinen physikalischen Sinn

1.4.3 Längenkontraktion

• Galilei � Längemaÿ

x′2 − x′1 = x2 − x1 = l⇒ bleibt konstant

• Längenmessung

Messstab wird an einer zu Messenden Strecke angelegt und die Zahl
der Maÿeinheiten abgelesen, die in einem bestimmten Moment mit den
Enden der Messstrecke zusammenfallen.

• Lorentz

Ruhendes System: l = x2 − x1

Bewegtes System: l′ = x′2 − x′1 = x2−x1−v(t2−t1)√
1−β2

Zeitem t1 und t2 sind so zu bestimmen, dass im System S ′ Anfangs und
Endpunkte des Masstabes im selben Moment gemessen werden, d.h.:

t′2
!

= t′1

t′2 =
t2 − v

c2
x2√

1− β2
, t′1 =

t1 − v
c2
x1√

1− β2

Gleichsetzen⇒ t2 − t1 =
v

c2
(x2 − x1)

⇒ l′ =
x2 − x1 − v v

c2
(x2 − x1)√

12
β

= l

√
1− v2

c2

Bewegter Beobachter sieht kleinere Längen! Das selbe Ergebnis stellt auch
der im anderen System be�ndliche Beobachter für Längen im ersten System
fest:

l = l′
√

1− β2 folgt aus der relativistischen Vertauschung

Kein Widerspruch, verschiedene Ereignispaare im System

S(x1, t1), (x2, tz) und S ′(x′1, t
′
1), (x′2, t

′
2)

x′1 − x′2 = (x1 − x2)

√
1− v2

c2
für t1 = t2

x1 − x2 = (x′1 − x′2)

√
1− v2

c2
für t′1 = t′2
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1.4.4 Zeitdilatation

Eine Uhr gebe am Ort x′1(= x′2) im bewegten System Zeichen im Intervall

∆t′ = t′2 − t′1.

Ruhendes System:

∆t = t2 − t1 ==
t′2 + v

c2
x′2√

1− v2

c2

−
t′1 + v

c2
x′1√

1− v2

c2

∆t =
t′2 − t′1√

1− v2

c2

=
∆t′√
1− v2

c2

Dem ruhenden Beobachter erscheinen die Intervalle gedehnt, bewegte Uhren
gehen langsamer.
Kein System ist ausgezeichnet, d.h. es �ndet auch der Beobachter im S ′

System:

∆t′ =
∆t√
1− v2

c2

Beispiel. Myonen in der Höhenstrahlung
Myonen entstehen durch Höhenstrahlungsprozesse in der Erdatmosphäre in
einer Höhe von ca. 20 km.

• Ruhemasse der Myonen: mM
∼= 207me

• Mittlere Lebensdauer: τM = 2, 2µs

• Energie: E = 5GeV ∼= Ekin ⇒ v < c 1− v
c

= 2 · 10−4

Klassisch zurückgelegte Wegstrecke:

skl = c · τM = 3 · 108m

s
= 2, 2 · 10−6s = 660m

Myonen sind aber auf der Erdober�äche nachweisbar, da:

srel = v · ∆t︸︷︷︸
ruhender Beob.

= v

τM︷︸︸︷
∆t′√
1− v2

c2

=
cτM√

(1 + v
c
)(1− v

c
)

= 33km
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Beispiel. Mesonenzerfall im Labor
Im Laboratorium bestimmt man die mittlere Lebensdauer der Mesonen ent-
weder am ruhenden (τ) oder an bewegten (τ2) Mesonen.
Unterschied τ2 − τ kann mit der relativen Zeitdilatation erklärt werden.

⇒ N(t) = N0e
− t
τ2 da v =

x

t

⇒ N(t) = N0e
− x
vτ2

Π+Mesonen v = 0, 75c und N(8, 5m) =
N0

e
aus 8, 5m = 0, 75c · τ2 ⇒ τ2 = 3, 8 · 10−8s

ruhendes Π+ Meson:

τ = τ2

√
1− β2 = τ2 · 0, 66 = 23µs

1.4.5 Relativität der Gleichzeitigkeit

Im Rahmen der Lorentztransformation verliert die Zeit ihre Unabhängigkeit
und wird ortsabhängig.
⇒ Forderung der Gleichzeitigkeit im System S (d.h. t1 = t2) an dem Ort x1

und x2 (x1 = x2) bedeutet nicht, dass auch im System S ′ das Ereignis zur
selben Zeit statt�ndet.

t′1 =
t1 − v

c2
x1√

1− β2
, t′2 =

t2 − v
c2
x2√

1− β2

Aus t2 = t1 folgt: t′1 6= t′2
Allgemein:

t′2 − t′1 =
t2 − t1 + v

c2

folgt zeitl. Verschiebung︷ ︸︸ ︷
(x1 − x2)√

1− β2

v

c
→ 0 v → 0 oder c→∞

Aufgrund der Relativität der Gleichzeitigkeit wird jedes Ereignis nicht nur
durch Angabe eines Ortes, sondern auch durch den Zeitpunkt in dem es ge-
schieht gekennzeichnet.
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Ereignis im System S →Wertepaar (x1, t1)

gleiches Ereignis im System S ′ →Wertepaar (x′1, t
′
1)

Zweites Ereignis in S →Wertepaar (x2, t2)

Zweites Ereignis in S ′ →Wertepaar (x′2, t
′
2)

Zeitintervalll zwischen den Ereignissen:

t1 − t2 =
t′1 − t′2√

1− v2

c2

für x′1 = x′2

und t′1 − t′2 =
t1 − t2√

1− v2

c2

für x1 = x2

(1.3)

Uhrenparadoxon

Zwillingsparadoxon: Anwendung des Uhrenparadoxon auf eine Weltraum-
reise.
Zwilling A unternimmt mit einer gegen c nicht vernachlässigbaren Geschwin-
digkeit v eine Reise.
ZwillingB bleibt auf der Erde zurück. Nach einer Gesamtreisezeit von t′Jahren
tri�t A wieder mit dem in seinem Inertialsystem verbliebenen Bruder B zu-
sammen. Der Bruder ist inzwischen t Jahre älter geworden.

t =
t′√

1− v2

c2

⇒ Altersunterschied ∆t = t− t′ = t′

 1√
1− v2

c2

− 1



1.4.6 Beispiele

(stehen noch aus)
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1.4.7 Lorentz -Transformation Michelson Moreley-Experiment
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1.4.8 Relativistische Geschwindigkeitstransformation

Galilei: Geschwindigkeiten werden linear addiert

u = u′ + v

u′ = u− v

Zwei Systeme S und S ′ bewegen sich parallel zur x-Achse mit der Relativge-
schwindigkeit v. Im System S ′ bewege sich ein Punkt parallel zur x-Achse.
Beobachter im S ′-System �ndet: u′ = x′

t′

beobachter im S-System �ndetu = x
t

u =
x

t
=

x′ + vt′

�����√
1− β2

�����√
1− β2

t′ + v
c2
x′

=
x′ + vt′

t′ + v
c2
x′

=
t′(x

′

t′
+ v)

t′(1 + v
c2
x′

t′
)

u =
u′ + v

1 + v
c2
u′

Mit relativistischer Vertauschung (v → −v, u′ → u, u→ u′)

u′ =
u− v

1− c
v2u

Da 1 + v
c2
u′ > 1⇒ urelat < u′ + v

und 1− v
c2
< 1⇒ urelat > u− v

Geschwindigkeiten können nicht mehr linear addiert werden!

Beispiel. 1. Ergebnis Michelson Versuch

c+ vErde = c

u =
u′ + v

1 + v
c2
u′

u′ = c
v = vErde︷︸︸︷

=
c+ vErde
1 + vErde·c

c2

=
c2(c+ vErde)

c2 + vErde · c
= c

2. Addition zweier Unterlichtgeschwindigkeiten

u′ = 0, 5c v = 0, 5c

u =
0, 5c+ 0, 5c

1 + 0.5c
c2

0, 5c
=

c

1 + 0, 25
=

c

1, 25
= 0, 8c
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3. Summe zweier Lichtgeschwindigkeiten

u =
c+ c

1 + c2c2
=

2c

2
= c

Bisher: Spezialfall, Geschwindigkeit des Punktes parallel zur x-Achse ge-
richtet

uy = 0, uz = 0

⇒ u′y = 0, u′z = 0

Allgemeiner Fall: Geschwindigkeitsvektor hat drei Komponenten:

~u =

uxuy
uz

 =

x
t
y
t
z
t

 ; ~u′ =

u′xu′y
u′z

 =

x′

t
y′

t
z′

t


y

t
=
y′
√

1− β2

t′ + v
c2
x′

=
y′

t′

√
1− β2

(1 + v
c2
ux)

= u′y

√
1− β2

1 + v
c2
ux′

ux = u′x+v
1+ v

c2
u′x

⇔ relativistische Vertauschung u′x = ux−v
1− v

c2
ux

uy = u′y =

√
1−β2

1+ v
c2
u′x

u′y = uy

√
1−β2

1− c
c2
ux

uz = u′z

√
1−β2

1+ v
c2
u′x

u′z = uz

√
1−β2

1− v
c2
ux

Klassisches Gesetz vom Parallelogram der Geschwindigkeiten gilt nicht mehr!
Galilei:

u = u′ + v

Oder vektoriell:

~u = ~u′ + ~v

~u~u = (~u′ + ~v)(~u′ + ~v) = ~u′
2

+ 2~u′~v + ~v2 = u′2 + v2 + 2u′v cosϕ
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Relativistisch:

~u~u = ~u2 = u2
x + u2

y + u2
z

u2 =

(
u′ + v

1 + v
c2
u′x

)2

+

(
u′y
√

1− β2

1 + v
c2
u′x

)2

+

(
u′z
√

1− β2

1 + v
c2
u′x

)2

=
u
′2
x + 2u′xv + v2 + u

′2
y (1− β2) + u

′2
z (1− β2)

(1 + v
c2
u′x)

2

=
u
′2
x + u

′2
y + u

′2
z + v2 − u′2y v2

c2
− u′2z v2

c2
+ 2u′xv

(1 + v
c2
u′x)

2

⇒ u =

√
u′2 + v2 + 2u′v cosϕ− (vu

′ sinϕ
c

)2

1 + u′v
c2

cosϕ

wobei gilt:− v2

c2
(u
′2
y + u2

z)mit u
′2
y + v2

z = u
′2 − u′2 cos2 ϕ

u
′2(1− cos2 ϕ) = u

′2 sin2 ϕ

1.4.9 Relativistische Beschleunigung

Geschwindigkeitsänderung du in der Zeiteinheit dt

a =
du

dt
Galilei: ~a = ~a′

Zwei Fälle: Beschleunigung in Richtung der Bewegeung ax bzw a′x und senk-
recht zu der Richtung: ay bzw. a′y
Bei Körpern im bewegten System S ′ : t′ = 0 misst man u′x = 0 bzw. ist
t′ = ∆t′ dann misst man ∆u′x
Beobachter im System S (Relativgeschwindigkeit relativ zu S ′ ist v) hingegen
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�ndet ux = v und ux + ∆ux

ux + ∆ux =v + ∆ux =

add.Theorem︷︸︸︷
=

v + ∆u′x
1 + v

c2
∆u′x

∆u′x � v
1

1+x
∼= 1− x︷︸︸︷
' (v∆u′x)

(
1− v

c2
∆u′x

)
v + ∆u′x −

v2

c2
∆u′x +

v

c2
∆u

′2
x︸ ︷︷ ︸

=0

∆ux = ∆u′x

(
1− v2

c2

)
mit ∆t =

∆t′√
1− β2

∆ux
∆t

=
∆u′x
∆t′

√
1− v2

c2

(
1− v2

c2

)

⇒ ax = a′x

√(
1− v2

c2

)3

y-Komponente der Beschleunigung:

y′ = y ⇒ ∆y′ = y

⇒ δy′

∆t′
=

∆y

∆t

1√
1− β2

u′y = uy
1√

1− β2

∆u′y
∆t′

=
∆uy
∆t

1√
1− β2

1√
1− β2

=
∆uy
∆t

1

1− β2

a′y = ay ·
1

1− β2

ay = a′y

(
1− v2

c2

)

Analog folgt für z-Achse:

az = a′z

(
1− v2

c2

)
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1.5 Relativistische Dynamik

• Galilei:

a) Masse ist Erhaltungsgröÿe

b) Erhaltungssatz für Impuls

• Lorentz:

Zu zeigen ist: Der Impulserhaltungssatz behält gewohnte Form,
wenn die Masse eine Funktion der Geschindigkeit wird

m =
m0√
1− β2

, m0 ist Ruhemasse

1.5.1 Impulserhaltungssatz undMassenveränderlichkeit

Voraussetzung: vollkommen unelastischer Stoÿ

Im System S ′ bewegen sich längs der x'-Achse zwei vollkommen plastische
Kugeln mit den Geschwindigkeiten u′ bzw −u′ aufeinander zu.
Sie führen einen idealen unelastischen Stoÿ aus, sodass sie beide nach dem
Zusammenstoÿ im System S ′ in Ruhe sind u′n = 0

Impulserhaltung im System S ′

m′1u
′ +m′2(−u′) = (m′1 +m′2) · 0
(m′1 −m′2)u′ = 0

⇒ Massengleichheit m′1 = m′2 gilt auch, wenn die Massen in �Ruhe� sind
m′1,0 = m′2,0
Impulserhaltung im System S (bewegt sich Parallel zur x'-Achse mit der
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Geschwindigkeit v)

m1u1 +m2u2 = (m1 +m2)u

Additionstheorem: u1 =
u′ + v

1 + v
c2
u′

u2 =
−u+ v

1− v
c2
u′

m1
u′ + v

1 + v
c2
u′

+m2
−u′+
1− v

c2

= (m1 +m2)v

m1

(
u′ + v

1 + v
c2

− v
)

+

(
−u′ + v

1− v
c2

− v
)

= 0

m1

u′ +�v −�v − v2

c2
u′

1 + v
c2
u′

+m2

−u′ +�v −�v + v2

c2
u′

1− v
c2
u′

= 0

⇒ m1

u′(1− v2

c2
)

1 + v
c2
u′

= m2

u′(1− v2

c2
)

1− v
c2
u′

m1

m2

=
1− v

c2
u′

1 + v
c2
u′

• Folgerungen:

a) u′ 6= 0⇒ Kugeln haben in S verschiedene Massen m1 > m2

b) u′ = 0, d.h. u1 = u2 = v ⇒ m1 = m2 Kugeln haben in S gleiche
Massen, wenn sie die gleiche Geschwindigkeit haben. Speziell gilt für
v = 0⇒ Ruhemassen gleich, d.h. m1,0 = m2,0

Wähle Relativgeschwindigkeit v = u′

u1 =
2v

1 + v2

c2

und u2 = 0 d.h. 2.Kugel in Ruhe ⇒ m2 = m2,0

⇒ m2,0

m1

=
1− v2

c2

1 + v2

c2
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Da Ruhemassen gleich

m1,0

m1

=
1− v2

c2

1 + v2

c2(
m1,0

m1

)2

=
1 + (β2)2 − 2β

(1 + β2)2

=
1 + (v

2

c2
)2 + 2v

2

c2
− 4v

2

c2

(1 + v2

c2
)2

= 1− 1

c2

av2(
1 +

v2

c2

)2

︸ ︷︷ ︸
u2(

m1,0

m1

)2

= 1− u2
1

c2

bzw m1 =
m1,0√
1− u2

1

c2

= m0 + ∆m

Wobei ∆m Massenveränderung bei Geschwindigkeitszunahme ∝ kinetischer
Energie ist.

Bewegt sich ein Körper der Ruhemasse m0 gegenüber einem Bezugssystem
mit der Geschwindigkeit u, do misst man die Masse (Impulsmasse)

m(u) =
m0√
1− u2

c2

(Folie �Relativistischer Impuls�)

m− m0√
1− β2

'︸︷︷︸
v�c

m0(1 +
1

2
+ · · · ) = m0 +

1

2
m0v

2︸ ︷︷ ︸
Ekin,kl

1

c2

︸ ︷︷ ︸
∆m

⇒ ∆mc2 = Ekin,kl

• Folgerung:

a) kin. Energie ist einem Massenzuwachs proportional (und umge-
kehrt)

b) Masse und Energie sind äquivalent, wobei Ekin,kl → Ekin,relat
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1.5.2 Masse � Energie Äquivalenz

E = mc2

Ausgangspunkt: F = d
dt

(m · v) m = m0√
1−β2

Arbeit = kinetische Energie,d ie dieKraft verrichtet hat, um das Teilchen auf
die Geschwindigkeit v zu bringen.

dA = F · dsdA
dt

= f
ds

dt
=

d

dt

 m0√
1− β2

v︷︸︸︷
ds

dt

 ds

dt

dA

dt

=

 m0√
1− β2

β
dβ

dt

ds

dt︸︷︷︸
v=cβ

+
m0√
1− β

d2s

dt2︸︷︷︸
c· dβ
dt

 dsdt =
m0√
1− β2

(
βcβ

1− β2

dβ

dt
+ c

dβ

dt

)
cβ

=
m0c

2√
1− β2

1

1− β2

dβ

dt
⇒ dA = m0

∫
βdβ√
1− β2

Substitution:

z =
√

1− β2 ⇒ dz

dβ
= − 2β

2
√

1− β2
= −β

z
⇒ βdβ = −zdz

A =m0c
2(−)

∫
dz

z2
= m0c

2

(
1

z
+ const

)
A =m0c

2 1√
1 + β2

+ const m0c
2

A =0 für v = 0 bzw. β = 0

0 =m0c
2 + const m0c

2 ⇒ const = −1

A =Ekin = m0c
2

(
1√

1− β2
− 1

)
=(m−m0)c2

=∆mc2

Kinetische Energie (Ekin) = Gesamtenergie (mc2)- Ruhemasse m0c
2
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1.5.3 Der relativistische Energie Impuls Satz

• Nach klassischer Physik gilt: p = mv

Ekin = 1
2
mv2 = p2

2m

• In der Relativitätstheorie gilt hingegen: E2︸︷︷︸
Ges.Energie

= E2
0︸︷︷︸

Ruheenergie

+p2c2

Wobei p = m0v√
1−β2

Beweis.

m =
m0√
1− β2(

mc2

c2

)2

=

(
m0c

2

c2
√

1− β2

)2

| · (1− β2)

m2c4

c4
(1− β2) =

m2
0c

4

c4

m2c4

c4
− m2

c4

c4v2

c2
=
m2

0c
4

c4
| · c4

m2c4︸︷︷︸
E2

− (mv)2c2︸ ︷︷ ︸
−p2c2

= (m0c
2)2︸ ︷︷ ︸

E2
01

E2 = E2
0 + p2c2

sinϕ =
pc

E
=

��mv�c

��mc�2
=
v

c
= β

Beispiel. Bestimmung der Geschwindigkeit eines Elektrons mit der Energie
2, 4MeV (Ruheenergie m0c

2 = 0, 511MeV )

p · c =
√
E2 − E2

0

=
√

(2, 4MeV )2 − (0, 511MeV )2 = 2, 34MeV

pc

E
=
v

c
⇒ v

c
=

2, 34MeV

2, 4MeV
= 0, 975

Beispiel. Licht.
Da v = c ist β = 1

E = p · c p =
E

c
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Also:
E2 = m2

0c
4 + p2c2

����Ende des bereits korrekturgelesenen Bereiches������

1.5.4 Invarianz und Transformation von Energie und
Impuls

• Relativistische Energiebilanz

E = Ekin + E0

m(v)c2 = Ekin +m0c
2

• Ruhenenergie E0 = m0c
2 ist in allen Bezugssystemen gleich (Lorentz

Invarianz )

• Relativistische Energie-Impulsbeziehung

E2 = E2
0 + p2c2

Ist ebenfalls unabhängig von speziellen Koordinaten.

• Impuls und Energie (Masse)transformieren von einem System S in ein
anderes System S ′ in analoger Weise wie x und t

p′x =
px − v

c2
E√

1− v2

c2

⇒px =
p′x − v

c2
E ′√

1− v2

c2

p′y = py py = p′y

p′z = pz pz = p′z

E ′

c2
=

E
c2
− v

c2
px√

1− v2

c2

E ′

c2
=

E
c2

+ v
c2
px√

1− v2

c2

• Impulserhaltung ∆p = 0 oder der Energieerhaltung ∆E = 0 für Beob-
achter im S System ⇒ Beobachhter im S ′ System

∆p′ = 0 und ∆E ′ = 0
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1.6 Das euklidische Raum-Zeit-Kontinuum

1.6.1 Ereignis, Kontinuum, Weltlinie

• Raum:

3 dimensionales Kontinuum

Ort eines Punktes (x, y, z)

• Spezielle Relativitätstheorie (SRT):

Zeit ist keine absolute Gröÿe mehr,

Zeit ist mit Ort verknüpft

⇒ (x, y, z, t)⇒ Raum-Zeit -Kontinuum

• Minkowski :

4D-Raum-Zeit-Kontinuum kann in kann in maÿgebenden formalen
Eigenschaften wie das 3D Kontinuum des Euklidischen Raumes darge-
stellt werden.

• Verallgemeinerung: (x, y, z, t)→ (x1, x2, x3, x4) mit x4 =
√
−1ct = ict

(Folie Zeitachse-Raumachse)

• Pythagoras in 4 Dimensionen:

p1p2 =
√

∆x2
1 + ∆x2

2 + ∆x2
3 + ∆x2

4

(seien ∆x2
2 = ∆x2

3 = 0)

Lorentz-Transformation:

dx2
1 + dx2

2 + dx2
3 − c2dt2 = dx

′2
1 + dx

′2
2 + dx

′2
3 − c2dt

′2
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1.6.2 Geometrische Interpretation der Lorentz-Transformation

S → S ′

(x1, x2, x3, x4)→ (x
′2
1 , x

′2
2 , x

′2
3 , x

′2
4 )

Zu zeigen: Übergang von einem rechtwinkligen System S zu einem Schief-
winkligen System S ′, vermittelt durch eine Drehung um einen imaginären
Winkel ϕ
Lorentz-Transformation in neuen Koordinaten:

x4 = ict x′4 = ict′

t = x4

ic
t′ =

x′4
ic

x1 =
x′1−i

v
c
x′4√

1− v2

c2

x′1 =
x1+i v

c
x4√

1− v2

c2

x2 = x′2 x′2 = x2

x3 = x′3 x′3 = x3

x4 =
x′4−i

v
c
x′1√

1− v2

c2

x′4 =
x4−i vc x

′
1√

1− v2

c2

Matrixschreibweise:
x′1
x′2
x′3
x′4

 =


a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44


︸ ︷︷ ︸

aik -Richtungskosinus des Systems S ′

gegen die Achse des Systems S

·


x1

x2

x3

x4

 (allgemeine LT)

Forderung für die Metrik:

x2
1 + x2

2 + x2
3 = c2t2

x
′2
1 + x

′2
2 ∗ x

′2
3 = c2t

′2

Spezielle LT: 10 aik Koe�zienten verschwinden


x′1
x′2
x′3
x′4

 =


1√

1− v2

c2

0 0
i v
c√

1− v2

c2

0 1 0 0
0 0 1 0
−i v

c√
1− v2

c2

0 0 1√
1− v2

c2


︸ ︷︷ ︸

aik

·


x1

x2

x3

x4


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Rücktransformation:


x1

x2

x3

x4

 =


1√

1− v2

c2

0 0
−i v

c√
1− v2

c2

0 1 0 0
0 0 1 0
i v
c√

1− v2

c2

0 0 1√
1− v2

c2

 ·

x′1
x′2
x′3
x′4



Elementare Analytische Geometrie:(
x′1
x′2

)
=

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
·
(
x1

x2

) (
x1

x2

)
=

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
·
(
x′1
x′2

)
Aus Vergleich mit Koe�zientenmatrizen aki und aik

cosϕ =
1√

1− v2

c2

sinϕ =
iv
c√

1− v2

c2

Winkel zwischen Abszissen x und x′

tanϕ =
sinϕ

cosϕ
= i

v

c
= iβ ⇒ ϕ = arctan iβ

LT ist geometrisch als Drehung eines Koordinatensystems um einen ima-
ginären Winkel aufzufassen.
Ansatz: ϕ = iψ, ψ -reell

cosϕ = cos(iψ) = coshψ =
1√

1− β2

sinϕ = sin(iψ) = i sinhψ =
iβ√

1− β2

tanϕ =
sinϕ

cosϕ
=
i sinhψ

coshψ
= i tanhψ

⇒ tanhψ = β

⇒
(
x′1
x′2

)
=

(
cosψ i sinψ
− sinψ cosψ

)
·
(
x1

x2

)
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Übergang zu reellen Gröÿen:

(
x′1
x′2

)
=

 1√
1−β

iβ√
1−β2

−iβ√
1−β2

 · (x1

x2

)

⇒ x′1 =
x1√

1− β2
− r2ct√

1− β2
(1.4)

ct′ =
x1β√
1− β2

+
ct√

1− β2
(1.5)

Verlauf der x′1 -Achse um (x1, ct) Diagramm?

• Bedinung für x′1 Achse ist ct′ = 0

(1.5)⇒ 0 =
−βx1√
1− β2

+
ct√

1− β2

ct = βx Gerade mit Steigung β =
v

c
< 1

Winkel zur x1-Achse ϕ1 = arctan β

• Verlauf der ct′-Achse im (x, ct)-Diagramm?

Bedingung x′1 = 0

(1.4)⇒ 0 =
x1√

1− β2
− βct√

1− β2

ct =
x1

β
Gerade mit Steigung

1

β
=
c

v
> 1

Winkel zur x1-Achse ϕ2 = arctan( 1
β
)
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• Festlegung der Metrik (Maÿeinheiten)

x2
2 − c2t2 = x

′2
1 − c2t

′2 = ±1m2

Für Licht gilt: x1 = ct und x′1 = ct′

⇒ Hyperbeln
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Beispiel. Zeitdillatation
Raumschi� mit Geschwindigkeit v relativ zum System S
Lichtweg in S ist länger als in S ′

⇒ Zeitdauer ∆t > ∆t′

Kürzestes Zeintintervall = Eigenzeit, wird von der Uhr gemessen, die sich am
Ort der beiden Ereignisse be�ndet
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1.7 Der relativistische Dopplere�ekt

• 1843 Christian Doppler :

Untersuchungen zur Schallausbreitung

• Beobachtungen:

Frequenzänderungen werden bei bewegter Schallquelle und/oder
Schallempfänger gemessen

• Klassische Behandlung: 2 Grenzfälle

1. Empfänger/Beobachter bewegt sich mit vB auf den ruhenden Sen-
der zu bzw von ihm weg

ν = ν0(1± vs
cs

)

2. Empfänger ruht, der Sender bewegt sihc mit vφ auf ihn zu bzw
von ihm weg

ν =
ν0

1∓ vφ
cs

3. Wenn der Sender und der Empfänger sich bewegen:

⇒ ν = νc
1± vB

cs

1∓ νφ
cs

Als Bezugssystem dinet in der Akustik das ruhende Medium.

Herleitung der Allgemeinen Beziehung für den Dopplere�ekt

Eben Welle im Vakuum:

~E(~r, t) = ~E0e
i(ωt−~k~r) mit ~k =

2π

λ
· ~n

= ~E0e
iω(t−~r~n

λ
)

= ~E0e
i2πν(t−x cosα+y cos β+z cos γ

c
)ω = 2πν = 2π

c

λ

= ~E0e
iψ(t,x,y,z,α,β,γ)



50 KAPITEL 1. RELATIVITÄTSTHEORIE

ψ′ = 2πν

 t′ + v
c2
x′√

1− v2

c2

− cosα(x′ + vt′)

c
√

1− v2

c2

− cos β

c · y′ − cos γz′

c


=

2πν(1− v
c

cosα)√
1− v2

c2

t′ − x′

c

cosα− v
c

1− c
v

cosα
− y′

c

cos β
√

1− v2

c2

1− v
c

cosα
− z′

c

cos γ
√

1− v2

c2

1− v
c

cosα


= 2πν ′

[
t′ − x′

c
cosα′ − y′

c
cos β′ − z′

c
cos γ′

]
dieselbe Bauart wie Phase für das ruhende System
⇒ Eine ebene Welle bleibt bei LT eine eben Welle

• Änderungen

a) Schwingungszahl

ν = ν0

1− v
c

cosα√
1− v2

c2

b) der Richtungen der WEllennormale (neuer Richtungskosinus)

cosα′ =
cosα− v

c

1− v
c

cosα

cos β′ =
cos β

√
1− v2

c2

1− v
c

cosα

cos γ′ =
cos γ

√
1− v2

c2

1− v
c

cosα

Lichtausbreitung in der x-Achse (α = 0, π), v liegt in der Sichtlinie

ν ′ = ν
1± v

c√
1− v2

c2

= ν
1±

√
1− v2

c2√
(1−

√
1− v2

c2
)(1 +

√
1− v2

c2
)

=

√√√√√1±
√

1− v2

c2

1∓
√

1− v2

c2

�longitudinaler� Dopplere�ekt



1.8. ALLGEMEINE RELATIVITÄTSTHEORIE 51

• Vergröÿert sich der Abstand zwischen Beobachter und Lichtquelle ⇒
Rotverschiebung von Spektrallinien

• Gleichförmige Veringerung des Abstandes ⇒ Violettverschiebung von
Spektrallinien

• Lichtausbreitung ⊥ zur x-Achse (α = π
2
)

⇒ transversaler (quadratischer)Dopplere�ekt.

Vorraussetzung: Statt Winkel α wird der Winkel α′ im Bezugssys-
tem des Beobachters eingesetzt:

ν ′ = ν
1− v

c
cosα√

1− v2

c2

cosα′ =
cosα− v

c

1− v
c

cosα
⇒ cosα =

cosα′ + v
c

1 + v
c

cosα′

ν ′ = ν

√
1− v2

c2

1 + v
c

cosα′

α′=π
2= ν

√
1− v2

c2

v<<c∼= ν(1 +
1

2

v2

c2
)

v′ − ν
ν

=
1

2

v2

c2
quadratischer Dopplere�ekt

1.8 Allgemeine Relativitätstheorie

• SRT:

Sonderfall von zueinander gleichförmig und geradlinig bewegten Be-
zugssystem

• ART:

beliebige Bewegungen zueinander, auch beschleunigt

• Einstein:

verallgemeinerung des Relativitätsprinzip. Es gibt keine absolute
Bewegung, sondern nur relative.
Die Naturgesetze bleiben in allen Systemen erhalten. Alle beliebigen ge-
geneineander bewegten Bezugssysteme sind zur Beschreibungen gleich-
berechtigt.
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1.8.1 Äquivalenzprinzip von Trägheit und Schwere

• klassische Physik:

träge Masse mt und schwere Masse ms

Maÿ für die Fähigkeit eines Körpers einer Beschleunigung zu wi-
derstehen.(Skizze Massenpunkt, Kraft)

Maÿ für die Fähigkeit eines Körpers, ein Gravitationsfeld zu erzeu-
gen und/oder von einem solchen Beein�usst zu werden (Skizze Mas-
senanziehung Erde - Körper)

• Erfahrungstatsachen (Experimente)

mt = ms

Kasten in einem von Gravitationsfeldern freien Weltraum (Skizze Mensch
in Kasten) Seil wird mit konstanter Kraft F gezogen.
Mensch im Kasten nimmt Gravitationsfeld wahr, während ein �ruhender�
Beobachter auÿerhalb des Kastens eine gleichförmig beschleunigte Bewegung
feststellen würde.

⇒ Gleichförmig beschleunigte Bewegung und ein Gravitationsfeld können
(für kleine Raumgebiete) wechselseitig ersetzt werden.
Äquivalenzprinzip von Trägheit und Schwere

1. Krümmung der Lichtstrahlen

(Skizze bewegtes Bezugssystem, Licht senkrecht dazu)

Äquivalenzprinzip⇒ Krümmung muss auch in einem Gravitations-
feld auftreten (Skizze Licht-Sonne)

2. Rotverschiebung im Gravitationsfeld (Skizze �Dopplere�ekt� vom Licht)

Wenn Lichtpuls Beobachter tri�t hat er Momentangeschwindigkeit
v

Dopplere�ekt:

ν = ν0

√
1± v

c

1∓ v
c

' ν0(1± v

c
)

∆ν =
ν − ν0

ν0

' v

c

Äquivalenzforderung: Im System S mit der Gravitation ~g muss sich
ebenfalls eine Frequenzverschiebung einstellen.
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3. Gravitationswirkung können durch passend gewählte Bewegung zum
verschwinden gebracht werden.

Beispiel. Masse im Gravitationspotential

Arbeit = ∆Epot =

∫ r

∞
Fydr =

∫ r

∞
G
Mm

r2
dr = GMm

1

r

∣∣∣∣r
+∞

= gMm
1

r
= Ekin =

1

2
mv2

⇒ v2 = 2
GMm

r

Äquivalenzprinzip: Es ist gleichgültig, ob man annimmt, der Beobachter
ruhe in der Entfernung r von M im Gravitationsfeld, oder ob man
annimmt, das Gravitationsfeld fehle und der Beobachter hab dafür in
der Entfernung r von M eine momentane Geschwindigkeiet v
Erdober�äche:

G = 6, 667 · 10−8 cm
3

gs2

ME = 5, 98 · 1027g

rE = 6, 37 · 108m

 = v = 11, 2
Km

s
= Entweichgeschwindigkeit (Fluchtgeschwindigkeit)

Sonne:
M� = 1, 98 · 1033g

r� = 6, 95 · 1010m

}
v� = 6, 4

km

s

c2 =
GM

rS
rS ↔ Schwarzschildradius

für rS = R (R-Radius vom Objekt) liegen extrem relativistische Objekte

vor (�Schwarze Löcher �) Für die Sonne wäre rS = 1, 5km.

1.8.2 Raum-Zeit-Gravitation

• klassische Physik:

Raum und Zeit existieren unabhängig voneinander

• SRT:

Raum-Zeit, zeitliches aufeinanderfolgen von Ereignissen ist nur in
einem Raum denbkbar und räumliche Beziehungen sind nicht anders
denkbar als zu einer Zeit
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• ART:

Nur die Einheit Raum-Zeit-Gravitation existiert selbstständig und
hat Struktur. Aufgrund von Gravitationswirkung der Massen werden
sich alle Körper auf �krumlinige� (also beschleunigte�) Bahnen bewegen.
Raumkrümmung Steht in zusammenhang mit einer Beschleunigung:
Krümung eine Kurve x = f(x) in der x-y-Ebene

1

R
=
d2x

dy2

1(√
1 + (dx

dy
)2
)3 R -Krümmungsradius

y = i · ct

⇒ 1

R
=

d2x

(ic)2dt
· 1(√

1 + dx
icdt

)3

= −ax
c2
· 1(√

1− v2

c2

)3
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1.8.2.1 Uhren im Gravitationsfeld

SRT:

t′ =
t√

1− v2

c2

· 1√
2GMr

· t√
1− 2GM

c2r
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⇒ Im Gravitationsfeld gehen Uhren langsamer

1

2
mv2 = mgh⇒ v2 = 2gh

t′ =
t√

1− 2gh
c2

≈ t

(
1 +

gh

c2

)

1.8.2.2 Lichtgeschwindigkeit im Gravitationsfeld

• SRT:

c ist eine absolute Gröÿe

• ART:

c hängt von Schwerkraft und der Richtung gegen die Schwerkraft
ab

Experimentieren in einem beschleunigten Kasten -fern von Gravitationsfeldern-
soll Lichtgeschwindigkeit messen.
(Skizze)

A1B2 aus Kosinussatz:

~ct1 = ~l + ~vt1

c2t21 = l2 + v2t21 + 2lvt1 cosϕ

0 = t21
(
c2 − v2

)
− 2lvt1 cosϕ− l2

0 = t21 −
2lv

c2 − v2
t1 cosϕ− l2

c2 − v2

t1/2 =
lv cosϕ

c2 − v2
±

√
l2v2 cos2 ϕ

(c2 − v2)2
+

l2

c2 − v2

,da

√
l2v2 cos2 ϕ

(c2 − v2)2
+

l2

c2 − v2
>
lv cosϕ

c2 − v2
und Zeit t > 0 gilt

t =
lv cosϕ

c2 − v2
+

√
l2v2 cos2 ϕ

(c2 − v2)2
+

l2

c2 − v2

A3B2 ⇒ ~ct2 = ~l − ~vt2
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c2t22 = l2 − v2t22 − 2lvt2 cosϕ

t2 = − lv cosϕ

c2 − v2
±

√
l2v2 cos2 ϕ

(c2 − v2)2
+

l2

c2 − v2

t = t1 + t2

= 2

√
l2v2 cos2 ϕ

(c2 − v2)2
+

l2

c2 − v2

=
2l

c2 − v2

√
v2 cos2 ϕ+ c2 − v2

⇒ cϕ =
2l

t
=

c2 − v2√
c2 − v2 + v2 cos2 ϕ

cϕ =
c�2

�c
·

1− v2

c2√
1− v2

c2
− v2

c2
cos2 ϕ

=

√
(1− v2

c2
)2

1− v2

c2
+ v2

c2
cos2 ϕ

Mit v2 =
2rSc

2

r

⇒ cϕ = c

√
(1− v2

c2
)2

1− 2rS
r

+ 2rS
r

cos2 ϕ
2rS
r
�1

' c(1− 2rS
r

)
[
1 +

rS
r

(1− cos2 ϕ)
]

cϕ ' c

{
1− 2rS

r
+
rS
r

(
1− cos2 ϕ

)
− 2r2

S

r2

(
1− cos2 ϕ

)}
' c

{
1− rS

r
(1− cos2 ϕ)

}
Für r →∞⇒ cϕ = c Vakuumlichtgeschwindigkeit

ϕ = 90◦ Lichtgeschwindigkeit ⊥ Gravitationskraft

cϕ=90◦ = c⊥ = c
(

1− rS
r

)
ϕ = 0◦ Lichtgeschwindigkeit || Gravitation

cϕ=0◦ = c|| = c

(
1− 2rS

r

)



58 KAPITEL 1. RELATIVITÄTSTHEORIE

Michelson: Unterschied ∆c = c⊥ − c|| = c rS
r

= 5 cm
s

Messgenauigkeit heute:
1m
s
!!

1.9 Experimentelle Prüfung der ART

1.9.1 Gravitations-Rotverschiebung

ν(h) = ν0 Vereinigung der Frequenz
Masse m = ~ν

c2

(Skizze Erde Gravitation)
Gegen das Gravitationsfeld muss eine Hubarbeit von

A = mg∆h

verrichtet werden
⇒ Vereinigung der Lichtenergie

∆E = ~ν = A

��~ ·∆ν =
��~ν
c2
·∆h

∆ν

ν
=
g∆h

c2

c sei konstant ∆h = 1m⇒ ∆ν

ν
= 1, 1 · 10−16 (messbarer E�ekt!!)

• Pound und Rebka: Nachweis mit rückstoÿfreier Kernresonanzabsorbti-
on (Möÿbauer E�ekt) Rotverschiebung wenn γ-Strahlung gegen Gravi-
tationsfeld läuft.Violettverschiebung wenn γ-Strahlung in Richtung der
Schwerkraft läuft.
(Skizze Aufbau)

• Gangunterschied von Uhren

∆ν

ν
=

1
t
− 1

t′

1
t

=
�t+∆t+�t
�t(t+∆t)

1

�t

=
∆t

t+ ∆t
=

∆t

t
=
g∆h

c2
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Experimentelle Umsetzung:
Uhr auf Meereshöhe und eine auf dem Mt. Everest (8, 8 · 103m nn)
⇒ Gangunterschied nach t = 1 Jahr von ∆t = 31µs (messbar!!)

1.9.2 Ablenkung von EM-Wellen im Gravitationfeld

(Skizze Sonne-Strahlung von Fixpunktstern)
Wellenfront AA′ geht im Abstand von r = MB an Masse M0 vorbei und
bildet mit der Gravitationsrichtung den Winkel ϕ
Lichtgeschwindigkeit im Pkt B : cϕ
Lichtgeschwindigkeit im Pkt B′ : cϕ + ∆cϕ

AB = cϕdt = dy

Winkel dψ = B′B′′, B′B′′ = ∆cϕdt

Im Grenzfall: ∆cϕ → dcϕ =
∂cϕdx

∂x

dψ =
B′Bı

dx
=
∂cϕ
∂x
· dx · dt

dx

=
∂cϕ
∂x

dt

dt= dy
cϕ

=
∂cϕ
∂x
' 1

c

∂cϕ
∂x

dy

cϕ
r=
√
x2+y2

= c
[
1− rS

r

(
1 + cos2 ϕ

)]

∂cϕ
∂x

=
∂

∂x

{
c

[
1− rS√

x2 + y2

]}

−rSc
r5

(
x3 + 4xy2

)

∂ψ =
rS
r5

(
x3 + 4xy2

)
dy

Ablenkung des Lichtstrahles δ folgt durch Integration über sämmtliche Win-
kel dψ längs der Geraden x = D = r

5
2
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∂ =

∫
∂ψ = rS

∫ ∞
−∞

D3 + 4Dy2

(d2 + y2)
5
2

dy = rSD

∫ ∞
−∞

D2 + 4y2

(D2 + y2)
5
2

dy


∫

dy√
(D2+x2)5

= y

3D2
√

(D2+y2)3
+ 2

3D2

∫
dy√

(D2+y2)3∫
y2dy√

(D2+y2)5
= − y

3
√

(D2+y2)3
+ 1

3

∫
dy√

(D2+y2)3∫
dy√

(D2+y2)3
= y

D2
√
D2+y2



=

{
y√

(D2 + y2)3
+

2y

D2
√
D2 + y2

}∞
−∞

= rSD

[
2

D2
(1− (−1))

]

[
limy→±∞

y
r
→ 1 limy→±∞

y
r3 →∞

]
=

4rSD

D2
=

4rS
D

4GM

c2

M=M0 D=r0= 0, 848 · 10−5=̂1, 745′′(Bogenmaÿ)

1.9.3 Periheldrehung der Planetenbahnen

1.9.4 Gravitationswellen

• ART:

Gravitationswirkungen können sich als Wellenimpulse ausbreiten

Frequenz: Schwingende [rotierende (beschleunigte)] Massen
Quellen: Doppelsternsystem

dE

dt
=

64

5

G

c5
m2r4ω6

[
��mrω2 = Gm�m

4r3 ⇒ r3ω6 =
(
Gm
4r2

)]

⇒ dE

dt
=

1

5
mc2 c

v

(
Gm

rc2

)4

=
1

5
mc2 · 3 · 10−24

M0 = 2 · 10 · 1037g Masse Erde

r0 = 7 · 1010cm Radius Erde

c = 3 · 1010cm Lichtgeschwindigkeit
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Kapitel 2

Die Quantisierung der Ladung

2.1 Das Elektron

2.1.1 Entdeckung und spezi�sche Ladung e
m0

des Elek-
trons
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2.1.2 Die Ladung des Elektrons

Abbildung 2.1: Milikanversuch
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2.1.3 Die Gröÿe des Elektrons
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2.2 Die Ionen und ihre Isotrope

2.2.1 Massenspektroskopie
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d~v

dt
=

q

m

0
ε
0

×
−vzB0

0


vz

=
v � vx, vy

q

m


0
ε
0

×
−vB0

0


dvx
dt

= − q

m
vB

Beschleuningung konst.⇒ x = −1

2

q

m
vBt2 (2.1)

dvy
dt

=
q

m
· ε⇒ y0

1

2

q

m
ε · t2 (2.2)

dvz
dt

= 0⇒ l = rt (2.3)

2.3 in 2.1 und 2.2 eingesetzt:

⇒ x = −1

2

q

m

l2

v
B

⇒ y =
1

2

q

m

l2

v2
ε

(2.4)

y =
2ε

l2B2
· m
q
x2 Parabel

Ionen mit unterschiedlichen Massen und Ladungen liegen auf Parabeln

• Beobachtungen

Es gibt chemisch identische Elemente mit unterschiedlichen Massen
= Isotrope

• Massenzahl:
↗ 20Ne
→ 22Ne
↘ 21Ne

x Häu�gkeit

Atommassen werden häu�g in Atommassen =amu angegeben

• Festlegung:

12amu=̂12×Masse eines 12C Atoms

• amu Masse in Kg:

1 mol 12C=̂12g=̂N − A = 6, 0225 · 1023Atome
mol

1 amu = 12
12
· 10−3

6,022·1023 = 1, 66044 · 10−27kg
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2.2.2 Die natürlichen Nuklide

Abbildung 2.2: (Folie: Liste der Euklide)



Kapitel 3

Phänomenologische

Quantenphysik

1900-1924: Grundlagen der �älteren� Quantenmechanik
Namen: Planck , Einstein, Bohr , Sommerfeld , Compton

3.1 Temperaturstrahlung

(Skizze Kubus)
Emmissionsspektrum eines schwarzen Strahlers?

• Schwarzer Körper:

Absorbtionsvermögen = 1

Unabhängig von Frequenz bzw. Bescha�enheit des Körpers

Emmissionsvermögen ist universelle Funktion, nur abhängig von
Frequenz ν und Temperatur T abhängig

• Experimentelle Realisierung:

Hohlraum mit sehr kleiner Ö�nung

Energiedichte µ = µel + µmag = E·B
µ0·c , Einheiten:

(
J
m3

)
spektraler Energiedichte eines Frequenzintervalls [ν, ν + dν]

µ(ν, T, . . . )dν =
J

m3
=

kg

ms2

Einheit [µ(ν, T, . . . )] = Js
m3 = kg

ms

73
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Abbildung 3.1: (Folie: Liste der Euklide)
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Herleitung der spektralen Energiedichte:
Klassische Betrachtung nach Rayleigh-Jeans (1900)

1. Was ist die Zahl der erlaubten e.m. Moden im Hohlraum mit Volumen
V pro Frequenzintervall?
Frage nach Zustandsdichte: 1

V
· dn
dν2

2. Was ist die mittlere Energie E einer Mode der Frequenz ν im Hohl-
raum?
⇒ µ(ν, t) = 1

V
· dn
dν
· E

Modell Hohlraum mit Volumen V = L3

(Skizze Kubus)

Vereinfachende Annahmen

1. Energiekonversion im Volumen der Wï¾1
2
nde sind vernachlï¾1

2
ssigt.

2. Strahlung etnsteht nur durch Oszillatoren (Atome) auf der Innenwand�ï¾1
2
che

in einer dï¾1
2
nnen Wandschicht

3. Emmitierte Strahlung wird durch die gegenï¾1
2
berliegende Wand re�ek-

tiert

4. ⇒Ausbildung einer stehendenWelle (Skizze Re�ektion an denWï¾1
2
nden)

λ1 = 2L

λ2 = L

λ3 =
2

3
L

L =
λ

2
· nx nx = 1, 2, 3, bzw. kx =

2π

λ
=

2π

2L
nx =

i

L
· nx

Wellenvektor ~k =

kxky
kz


~k = k2

x + k2
y + k2

z

Die erlaubten Zustï¾1
2
nde spannen den sogenannten ~k -Raum (Impulsraum)

auf.
(Skizze Impulsraum)
Zahl der k-zustï¾1

2
nde in einer Kugel mit Radius k

n =
1

8
· 4

3

πk3(
π
L

)3 =
1

6
· L

3

π2
k3
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Zustandsdichte im k-Raum:

dn

dk
=

1

2
· L

3

π2
k2

Zustandsdichte im Frequenzraum:

dn

dν
=
dn

dk

dk

dν
c = νλ

ν
c

λ
=

c

2π
· k

dν

dk
=

c

2π

⇒ dn

dν
=

1

2
· L

3

π2
· k2 · 2π

c
=

1

2
· L

3

π2

(
2πν

c

)2

· 2π

c
=

1

2
· 8π

c3
· ν2 · L3 pro Polarisationsrichtung

⇒ dn

dν
=

8π

c3
ν3L3 fï¾

1

2
r 2 Polarisationsrichtungen

1

L3
· dn
dν

=
8π

c3
ν

(Skizze µ - ν-Abhï¾1
2
ngigkeit)

Mittlere Energie eines klassischen Oszillators

Annahme: N Oszillatoren mit zwei Freiheitsgraden

n1, ε1

n2, ε2

n3, ε3
...

N =
∑

ni, fi =
∑ ni

N
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Mittlere Energie

E =
1

N

∑
niεi =

∑
niεi∑
ni

=

∑
fiεi∑
fi

Boltzmann︷︸︸︷
=

∑
e−

εi
kT εi∑

e−
−εi
kT

=

∫∞
0
εe−

ε
kT dε∫∞

0
e−

ε
kT

=
(k0T )2e−

ε
kT (− ε

kT
−1)|∞

0

e−
ε
kT

∣∣∞
0

=
(kBT )2

kBT
= kBT

Rayleigh-Jeans µ(ν, T ) = 8π
c3
ν3 · kBT

(Skizze Infrarotkatastrophe)

• 1900: Planck'sche Annahme

Abstrahlung der atomaren Oszillatoren erfolgt nicht kontinuirlich
im Frequenzraum, sondern diskret

erlaubte Energien: En = n︸︷︷︸
Quantenzahl

= 0, 1, 2, 3

·h · ν

Im Planck'schen Wirkungsquantum h = 9, 62608 · 10−34Js
Berechnung der mittleren Energie E = nhν

E =

∑∞
i=0 e

−i hν
kT · i · h · ν∑∞

i=0 e
−i hν

kT

⇒ Nenner :
∞∑
i=0

e−i
hν
kT =︸︷︷︸∑∞

i=0 e
−i hν
kT

=
1

1− x
1

1− e− hν
kT

⇒ Zähler hν ·
∞∑
i=0

i · e−i
hν
kT =︸︷︷︸

y= hν
kT

h

(
− d

dy

∞∑
i=0

e−iy

)

hν

(
− d

dy
· 1

e−y

)
= hν

e−y

(1− e−y)2

�����
(1− e−y) · hνe−y

(1− e−y)
�2

hν · e−y

1− e−y
=

hν

e
h
kT − 1
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⇒ µ(ν, T ) =
8π

c3
ν3 · hν

e
hν
kT − 1

Quantenmechanik En =

n+
1

2︸︷︷︸
0-Punktsenergie

hν

E = nhν

n = 1
ehνkT−1

Bose-Einstein-Verteilung (Energieaustausch eines Oszillators ist
gequantelt)
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3.2. DER PHOTOELEKTRISCHE EFFEKT 81

3.2 Der Photoelektrische E�ekt

Abbildung 3.2: (ï¾1
2
uï¾1

2
erer Lichtelektrischer E�ekt)
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3.3. BREMSSTRAHLUNG (INVERSE PHOTOELEKTRISCHER EFFEKT)83

3.3 Bremsstrahlung (inverse photoelektrischer

E�ekt)

Abbildung 3.3: (Folie Röntgenstrahlung)
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3.4 Die Compton-Streuung



3.5. DIE SPEZIFISCHE WÄRME VON FESTKÖRPERN 85

(Amorph ⇔ unregelmäÿig/unsymetrisch)

3.5 Die spezi�sche Wärme von Festkörpern

(Dulong-Petit-Gesetz )
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3.6 Das Atom

3.6.1 Klassische Ergebnisse

• Begri�sbildung

Antike Philosophen (400-500 v.Chr.)

Leuhippos, Demokrit,Platon, Aristoteles

• Erste experimentelle Hinweise auf Atomistik der Materie

chemische Reaktionen und Verhalten von Gas

Pronst (1799), Dalton (1803)

Gesetz der Konstanten und multiplen Proportionen bei chemischen
Reaktionen

1. Dalton'sche Gesetz

Das Massenverhältnis der Elemente oder Bestandteile einer be-
stimmten Verbindung ist unveränderlich und immer gleich

Beispiel:
100g Wasser =̂ 11,19g Wassersto� und 88,8 g Sauersto�
30g Sticksto� =̂14g Sticksto� und 10g Sauersto�

2. Dalton'sche Gesetz

Bilden zwei Elemente mehrere Verbindungen miteinander, so ver-
halten sich die Mengen des einen Elementes,d mit der gleichen Menge
des anderen Sto�es verbunden sind, in den Verbindungen wie kleine
ganze Zahlen.

Elemente Verbidnungsmögichkeiten Verhältnisse der Sauersto�verbinungen

1gMangan

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
0, 2413gg
0, 4369g
0, 5826g
0, 8738g
1, 0195g

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Sauersto� 2 : 3 : 4 : 6 : 7

14gSticksto�
∥∥∥∥16g

32g

∥∥∥∥ Sauersto� 1 : 2

Erklärbar mit Atomhypothese:

Dalton
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1. Alle Stofe bestehen aus kleinsten Teilchen, die man weder physikalisch
noch chemisch teilen kann, den sog. Atomen

2. Die Atome eines Elementes sind einander in Qualität, Göÿe und Masse
gleich,unterscheiden sich jedoch in diesen Eigenschaften von Atomen
anderer Elemente

3. Wenn chemsiche Elemente eine Verbindung eingehen, so vereinigen sich
immer Ganzzahlige Mengen der beteiligten Elemente untereinander

Folgerung und Konsequenzen

• relative Atomgewichte

Mn : 0 = 1 : 0, 2913 = 55 : 16

N : 0 = 14 : 16

• Begri� des Mols:

festgelegte Menge︸ ︷︷ ︸
Atomgewichting

NL = 6, 0225 · 1023 Teilchen

• UNterstÃ1
4
tzung der Dalton'schen Atomhypothese durch

Gay-Lussac (1805) und Avogardo (1811): Volumenverhältnis bei
Gasreaktion

Faraday (1833): Elektronische Gesetze

Massenspektroskopie: Nachweis von Ionen durch Ablenkungen, Ex-
perimente ind e.m. Feldern

3.6.1.0.1 Bestimmung der gröÿe von Atomen

1. Aschätzung der Matriedichte

1mol s1 = 28g
ρS1 = 2, 39 g

cm3

}
Vmol =

28g

2.389g/cm3
= 13, 17cm3

VAtom =
12, 17cm3

6, 022 · 10−23
= a3 = 2 · 10−23 ⇒ a = 2.8 · 10−8cm

Atomradius = r =
a

2
= 1, 4 · 10−8

⇒ Gröÿenordnung: 1 = 10−10m
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2. Atom -Atom-Streuexperiment
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(Folie Atom-Atom-Streuexperiment)
Streuexperiment:
(Sizze)
Streuatom: Querschn Querschnits�äche: πr2

2

Wirkungsquerschnitt Dichten σ = (r1 + r2)2π
Einfallendes Atom: πr2

1

Anzahl am Ort x = 0 sei N0

Wahrscheinlichkeit für das Ausscheiden des einfallenden Atoms aus sei-
ner Anfangsrichtung durch Stoÿ mit Steundem

W =
Zahl der Streuatome
im Volumen ∇x · A = n ·��A

σ

��A

Zahl der Atome, die �die Richtung ändern:

∇N = −WN = −n∇xσN
dN

N
= −nσdx∫ N

N0

1

N
dN = −nσ

∫ L

0

dx

ln
N

N0

= nσL e(... ); ·N0

N = N0 · enσL
Experiment⇒

Zusammenfassung der Befunde
Atome bestehen aus positiven und negativen Ladungen (Elektronen), Elek-
tronen sind Punktladungen, Atommasse � Elektronenmassed, Verteilung
derder positiven Ladungen unklar

Frühes, sehr veraltetesAtommodell nach J.J.Thompson:
Plumpudding-Modell (Skizze) Normierte positive Ladungsverteilung
Probleme: Atomspektren können durch das Modell nicht gedeutet werden

Beispiel. Wassersto�

• Elektron im Zentrum einer Kugel mit Radius R

• Auslenkung aus Ruhelage

⇒ Oszilation um Ruhelage
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⇒ Abstrahlung von e.m Wellen

θ = +e2 r
3

R3

Newton: me
dr2

dt2
= −

e
(

+e r
2

R3

)
4πε0r2

= − e2

4πε0R3me︸ ︷︷ ︸
ω2

·r

• Schwingungsfrequenz:

hν =
1

2π

√
e2

4πε0R3me

→
R ' 1 2, 35 · 1015Hz ⇒ λ =

c

ν
= 1, 2 · 10−7m

E = hν = 10, 4eV

3.6.2 Rutherford-Streuung

Rutherford (1910) experimentierte mit α - Teilchen

mα = 6, 6 · 10−27kg; q = 2e

α- Teilchen haben eine hohe Durchdringungskraft
Idee: Untersuchung des Atomaufbaus durch Streuexperiment Erwartung:
α Teilchen durchdringen den �Pudding�
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(Folie Rutherfrod- Streung)

�It was quite the most incredible event that has ever happened to me in
my life. It was almost as incredible as if you �red a 15 inch shell at a piece
of tissue paper and it came back and hit you�

1. Streuformel erfüllt bis p ' 5 · 10−15m (5MeV )

⇒ RKern < 5 · 10−15m⇒ Atom ist �leer�, Atomradius ≈ 10−10m

2. Es wird kein Rückstoÿ beobachtet, also folgt:

⇒MKern � mα ⇒ Atommasse im Kern

3. Schnelle α-Teilchen (ab etwa GeV ) mit sehr kleinen p werden ver-
schluckt
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(Folie �Die Gröÿe des Kerns�)

Rutherfordsches Atommodell Planetenmodell

(Skizze Planeten-Modell)
klassische Mechanik

• Umlauf des e− um beliebige Entfernung um den Kern möglich

Umlaufbedingungen:

• Zentripedalkraft = Coulombkraft

me
v2

r
=

ze2

4πε0mev2

• Umlau�requenz vz = 2π
T

= 2πrν

⇒ me =
(2πrν)2

r
=

ze2

4πε0r2

⇒ ν =

√
ze2

16π3meε0r2

'
z = 1
r = 1

2, 5 · 1015Hz=̂10, 4???

Lebendsauer eines Atoms?
Energieabstrahlung pro Zeiteinhait einer mit v � c beschleunigten Ladung
q:
Lamer-Gleichung :

dE

dt
=

q2

6πε0c3
· a2

ael =
2

r
=

e2

4πε0r2me

stackrel'z = 1
r = 1

2, 5 · 1022m

s2

⇒ dE

dt
= 4 · 10−9J

s

Ekin =
1

2
mev

2 =
1

2
me4π

2r2ν2 ' 10−18ν

⇒ ∆t =
Ekin
dE
dt

=
10−18J

4 · 10−9J/s
= 2, 5 · 10−10s
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3.6.3 Spektrallinien und Bohrsches Atommodell

3.6.3.1 Spektroskopische Vorbetrachtung
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(Folie 3.6.3.1)
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3.6.3.2 Das optische Spektrum des H-Atoms
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(Folie 3.6.3.2. -)

RH = 109677, 581cm−1Rydbergkonstante

3.6.3.3 Wassersto�-ähnliche Spektren

Die Gesetzmäÿigkeit, die das Spektrum des H-Atoms beschreiben,gelten mit
hoher genauigkeit auch für Systeme, die sich mit einem Kern mit z positiven
Elementraladungen und einem ihm umkreisenden Elektron zusammensetzen.
Ionen:

He+

Li2+

Be3+...

ν = z2RH

(
1
n′2
− 1

n2

)
n′ < nGanzzahlig

RHe = 109722, 4cm−1 & RH

Atome zeigen Linienspektren

1. H-Atom: Wellenzahl der Linien nach Rydberg :

1

λ
= ν = RH

(
1

n′2
− 1

n2

)
n ≥ n′ + 1, n′, n ∈ R

RH = 109677, 581cm−1

Serien Seriengrenze

n′ = 1 n = 2, . . . Lyman νL = RH

n′ = 2 n = 3, . . . Balmer νB = RH
4

n′ = 3 n = 4, . . . Paschen νP = RH
9

n′ = 4 n = 5, . . . Braket νB = RH
16

2. H-Ähliche Atome He+, Li2+, Be3, . . . Atome mit nur iem Elektron,
aber Kernladung +2e

ν = z2 RIon

(
1

n′2
− 1

n2

)
, quadn′ < n n ∈ N

Wobei RIon Rydbergkonstante des Ions ist
z.B.: RHe+ = 109722, 4cm−1 & RH

3. Alkalimetalle, einfach ionisierte Edelmatelle (Mg+, Cu+, . . . ) und zwei-
fach ionisierte Edelmetalle (B2+, A2+, . . . ), qualitativ ähnlich wie H-
Atom, aber:
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(Skizze Sternatom)
Keine Elektronenatome, ein leicht gebundenes Elektron (Valenzelek-
tron), bewegt sich im Feld des Sterns un einer innerne Elektronenhülle.
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3.6.3.4 Optische Spektren der Alkalimetalle
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(Folie)
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3.6.3.5 Röntgenspektrum
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(Folie)
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3.6.3.6 Das Moselay'sche Gesetz
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(Folie)

3.6.3.7 Das Bohr'sche Atommodell

Die Bohr'schen Postulate:

1. In einem Atom bewegen sich die Elektronen nach der klassischen Physik
auf diskreten Kreisbahnen mit der Energie En (Einführung der soge-
nannten stabilen Bahnen =̂ stationäre Zustände)

2. Die Bewegung der Elektronen im stationären Zustand erfolgt strah-
lungslos. Das Elektron emmittiert oder absorbiert Energie nur beim
sprunghaften Übergang von einer stationären Bahn auf die andere. Die
Strahlungsfrequenzist durch die ENergiedi�ernez der entsprechenden
ENergieniveaus

ν =
En − En′

h

bestimmt.

3. Der Drehimpuls eines Elektrons in einem stationären Zustand nimmt
nur die diskreten Werte

L = ~ (n = 1, . . . )

an, wobei

~ =
h

2π
= 1, 054589 · 10−34Js

ist

Das Bohr'sche Modell für Elektronen -Atome:
(Skizze diskrete Kreisbahnen)

• Bestimmung der Bahnradien r:

Postulat 1: mev
2

rn
= ze2

4πε0r2
n

Poatulat 2:

~L = ~r × ~p , ~L⊥Kreisbahnebene
L = r · p = mcvrn = n~

⇒ v2 =
n2~2

m2
er

2
n
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��me

rn
· n

2~2

m62e��r
2
n

=
ze2

4πε0��r
2
n

⇒ Rn =
4πε0~2

e2me︸ ︷︷ ︸
Bohrscher Radius
des H-Atoms
a0 = 0, 529

·n
2

z
= 0, 529

n2

z

• Bestimmung der quantisierten Energiezustände En

Gesammtenergie: E = Ekin + Epot = −Ekin (da für alle Zentral-
kräfte Ekin = −2Epot gilt)

Ekin =
1

2
mev

2 =
ze2

8πε0r

E =

∫ r

∞
− ze2

4πε0r2
dr = − ze2

4πε0r
= −2Ekin

En = −Ekin =
ze2

8πε0rn

⇒ En = − e4

2(4πε0)2
· me

~2︸ ︷︷ ︸
Grundzustand des

H-Atoms
= 13, 59eV

·z
2

h2
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(Folie Wellenzahl)
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(Folie Mitbewegung des Kerns)
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(Folie Interpretation des Mosleyschen Experimentents)
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(Folie Quantisierungsregel)
(Nebenrechnung Folie)

E = hν, c = λν

p =
E

c
=
hν

c
=
h

λ
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(Folie)
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(Folie Horpitale)
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(Folie Das Termschema der Alkalimetalle)
Grenzen der �alten� Quantentheorie:

1. Bohr-Sommerfeld -These unbefriedigend

einerseits klassische Mechanik wird auÿer kraft gesetzt um be-
stimmte Bahnen zuzulassen

andererseits wird klassischePhysik zur bestimmung der Bahnen
herangezogen

2. Nur Aussagen über Frequenz, nicht über die Intensitäten des absorbier-
ten bzw. emmittierten Lichtes möglich

3. Halbzahlige Quantenzahlen (z.B.: Rotationsspektren) nicht erfaÿbar

4. Grundsätzliche Schwierigkeiten bei der Behandlung von Atomen mit
mehr als einem Valenzelektron

5. Behandlung ungebundener (nicht Stationärer) Systeme nicht möglich

⇒ ab1925 �neue� Quantenmechanik = Wellenmechanik

Namen in diesem Zusammenhang:
de Brogli , Heissenberg , Schrödinger , Born, Dirac



Kapitel 4

Materiewellen

Ziel: experimentelle und konzeptionelle Grundlagen der Wellenmechanik

4.1 Freies Teilchen

(Skizze Bahnkurve)

4.1.1 Die Hypothese von Louis de Broglie

• Klassisch:

Licht = e.m. Welle

• Experiment:

Licht besteht aus Teilchen (Photonen) mit Energie E = hν
und Impuls p = E

c
= hν

c
= h

λ
die sich mit c bewegen︸ ︷︷ ︸

korpuskulurarer Charakter

⇒ dualistische Betrachtungsweise

Verallgemeinerung von de Broglie: Die Gleichungen für Lichtquanten gelten
auch für Korpuskeln (Ruhemasse 6= 0)

Teilchen mit Impuls p = m · v
⇒ Wellenlänge

λ =
h

p
=

h

m · v
de Broglie-Wellenlänge

Nobelpreis 1929 für de Broglie

128
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(Folie �Das Elektron als Welle�)
(Skizzen Röntgenbeugung)
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(Folie �Fresnel-Beugung�)
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(Folie �Fresnel-Biprisma�)
(siehe auch:
http : //leifi.physik.uni−muenchen.de/webph12/grundwissen/06interferenz/biprisma/biprisma.htm
)
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(Folie �Atome als Wellen�)
(Folie �Elektron�)

4.1.2 Welle- Teilchen- Dualismus

• Konsequenzen der Experimente:

Korpuskel zeigen Teilchen- und Wellencharakter

• aber:

es handelt sich weder um Teilchen noch Wellen im klassischen Sin-
ne, sondern um eine neue Art Quantenmechanisches Teilchen

• einige Versuche diesem QM-Teilchen einen Namen zu geben:

waveicle, quanticle, quanton, quon

• Fragestellung:

Wie sind Welle und Teilcheneigenschaften miteinander vereinbar?

Wann dominieren Wellen, wann Teilcheneigenschaften?

Gibt es einen übergeordneten Gesichtspunkt der die beiden Eigen-
schaften zusammenführt?
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(Folie �Elektronenbeugung am Spalt�)

Mathematische Beschreibung

• Welleneigenschaften

⇒ Wellenfunktion, die die Bewegung des Elektrons beschreibt sei
ψ(x, y, z, t) für eine Welle, die sich im Raum bewegt.

• Spaltexperiment:

ψ = ψ(y, t) (wobei y die Breite der Spalteingänge ist)

• Hypothese von Born im Rahmen einer statistischen Deuteung (Nobel-
preis 1926)


Wahrscheinlichkeit
für das Elektron im
Intervall y und y + dy
gefunden zu werden

 ∝ Intensität der Wellexdx ∝ |ψ(y, t)|2 dy

Für eine groÿe Anzahl N der einfallenden Elektronen gilt dann:


Zahl der Elektronen

im Intervall
y und y + dy

 ∝ N · |ψ(y, t)|2 dy

Die Wellenfunktion ψ(y, t) gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der das Elek-
tron als Teilchen an einem bestimmten Ort gefunden werden kann.
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(Folie �Doppelspalt-Experiment�)
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(Folie �Heisenberg'sche Unschärferelation�)

Zusammenfassung

1. Elektronen und anderen Körper in der realen Welt verhalten sich nicht
wie klassische Teilchen bzw klassische Wellen. In einigen Experimenten
verhalten sie sich wie Teilchen in anderen wie Wellen (Dualität). Expe-
rimente, die Teilcheneigeschaften messen, können keine Informationen
über Welleneigeschaften liefern (und umgekehrt) (Komplementarität)

2. Karpuskeln können durch eine Wellenfunktion ψ(x, y, z, t) beschrieben
werden, deren Intensität |ψ|2 die Wahrscheinlichkeit angibt, das Teil-
chen zu einem bestimmten Zeitpunkt an einem bestimmten Ort zu
�nden.

3. Die Wellenfunktion unterliegen dem Superpositionsprinzip

4. Die Genauigkeit mit der gleichzeitig Ort und Impuls eines Teilchens
gemessen werden können, unterliegt den Heisenberg'schen Unschärfe-

relationen

∆i ·∆Pi(i = x, y, z) ≥ h

2

4.1.3 Schrödinger-Gleichung

• Ziel:
Bestimmung der Grundgleichung zur Beschreibung der Bewe-

gung von waveicals

Darstellungsmöglichkeiten der Wellenfunktion für ein freies Teilchen in
Analogie zu einer elektromagnetischen Welle:

E = hν = ~ω, ω = 2πν,~ =
h

2π

p =
h

λ
= ~k, k =

2π

λ

• klassisches freies Teilchen: E = p2

2m
⇒ k =

√
2mE
~

• Ebene Welle, die sich in x Richtung ausbreitet:

Reelle Darstellung: sin(ωt− kx), cos(ωt− kx)
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komplexe Darstellung e−i(ωt−kx); ei(ωtkx)

eiα = cosα + i sinα, e−iα = cosα− i sinα

cosα =
eiα + e−iα

2
, sinα =

eiα + e−iα

2i
e−i(ωt−kx) = cos(ωt− kx)− i sin(ωt− kx)

ei(ωt−kx) = cos(ωt− kx) + i sin(ωt− kx)

Komplexe Wellen ist lineare Kombination reeller Wellen mit komplexen Ko-
e�zienten.
Welche Darstellung ist brauchbar?

ψ = ψ1 + ψ2 soll endlich bleiben

Wir betrachten die Überlagerung von zwei reellen, in entgegengesetzte Rich-
tung laufenden, ebenen Wellen:

ψ = sin(ωt− kx) + sin(ωt+ kx)

= 2 sin(ωt) cos(kx) stehende Welle

Kaum befriedigenden Lösung, da für t = nπ
ω
, n = 0, 1, 2 die Welle überall

periodisch verschwindet!

Überlagerung der komplexen Welle:

ψ = e−i(ωt−kx) + e−i(ωt+kx) = ei(ωt)
[
eikt + e−ikt

]︸ ︷︷ ︸
2 cos kx

= 2e−iωt cos kx

Verschwindet niemals für alle x
⇒ komplexe Darstellung akzeptabel

ψ(x, t) = Ae−i(ωt−kx) Bewegung in positiver x-Richtung

ψ(x, t) = Ae−i(ωt+kx) Bewegung in negativer x-Richtung

Test: Zusammenhang zwischen zeitlicher und räumlicher Ableitung der Wel-
lenfunktion

ψ(x, t) = Ae−i(ωt−kx) = Ae
i
(√

2mE~x
−

E
~ t
)

∂ψ
∂t

= −iE~ · ψ ⇒ Eψ = i~∂ψ
∂t

∂2ψ
∂x2 = −2mE

~2 ψ

⇒ Eψ = − ~2

2m
∂2ψ
∂x2

⇒ − ~2

2m

∂2ψ(x, t)

∂x2
= i~

∂ψ(x, t)

∂t

Wellengleichung für freies Teilchen Schrödinger-Gleichung (Nobelpreis 1933)
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• Interpretation der Lösung der Schrödinger Gleichung:
Wahrscheinlichkeit
für das Teilchen im

Intervall x und dx+ x
gefunden zu werden

 = |ψ(x, t)|2 dx

• Mit Intensität |ψ|2 = ψψ∗ = (Reψ)2 + (Imψ)2

• Normierung:
∫ +∞
−∞ |ψ|

2dx = 1 (Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgend-
wo im ganzen Raum zu �nden)

• Freies Teilchen:
∫ +∞
−∞ |A|

2|ei(kx−ωt)|2dx = |A|2
∫ +∞
−∞ 1dx =∞

• Im Raum lokalisiert ⇒ Wellenfunktion normierbar

|A|2
∫ + ∆x

2

−∆x
2

dx = ∆x|A|2 = 1⇒ A =
1√
∆x

Beispiel. • ∆x = 10m Heisenberg ⇒ ∆p ' h
∆x

= 7 · 10−35 kg·m
s

sehr geringe Impulsunschärfe⇒
praktisch keine Begrenzung

der Bestimmung der
Impulse von Elektronen

• Elektron mit Geschwindigkeitsunschärfe ∆ν ' 10−4m
s

= ∆p
m

Freies Teilchen:

ψ(x, t) = Ae−i(ωt−kx) =

E = ~ω
p = ~k

= A · e−i
(
E
~ t−

√
2mE
~ x

)
Bewegung in x Richtung

ψ(x, t) := A · e−i(ωt+kx) = A · e−i
(
Et
~ +

√
2mE
~ x

)

− ~2

2m
· ∂

2ψ(x, t)

∂x2
= ti~

∂

∂t
ψ(x, t)

Schrödinger-Gleichung
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4.1.4 Wellenpakete

Wellenpaket (=̂wavicle) hat groÿe Aufenthaltswahrscheinlichkeit in einem
kleinen Raumbereich.Wahrscheinlichekeit ist nahezu Null im restliche Raum.

• Folie: Konstruktion von Wellenpakteten



146 KAPITEL 4. MATERIEWELLEN



4.1. FREIES TEILCHEN 147

• Folie: Das Zer�iegen von Wellenpaketen
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• Folie:
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Die Heissenberg'sche Unschärferelation

∆tcdot∆E ≥ h

2
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•
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: Konsequenzen der Unschärferelation für gebundene Zustände

4.2 Gebundene Teilchen

4.2.1 Teilchen im unendlich (???) Kastenpotential

(Skizze Kastenpotential, Breite L, höhe ∞)

• Klassische Bewegung:

Teilchen mit Impuls p =
√

2mE bewegt sich zwischen den Wänden
hin und her (Re�exion an den Wänden), keine Energiequantisierung

• Quantenmechanik:

Teiclhen ist Materiewelle, Wellenausbreitung in+ und - x Richtung
möglich.
Ansatz Superpositionsprinzip: Überlagerung der Bewegungen in + und
- x Richtungen.

ψ(x, t) = A · e−i
(
Et
~ −

√
2mE
~ x

)
+B · e−i

(
Et
~ +

√
2mE
~ x

)

Randbedingungen: ∞ höhe der Wände ⇒ Wahrscheinlichkeit auÿer-
halb Kasten muss verschwinden.

x = 0⇒ ψ(0, t) = 0 (4.1)

x = L⇒ ψ(L, t) = 0 (4.2)

Aus 4.1 folgtA · e−i
Et
~ +B · e−i

Et
~ = 0 (4.3)

Aus 4.2 folgtA · e−i(
Et
~ −
√

2mE L
~ ) +B · e−i(

Et
~ +
√

2mE L
~ ) = 0 (4.4)

Aus 4.3 folgt:A = −B
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Einsetzen in 4.4:

A · e−i
Et
~

(
ei
√

2mE L
~ − e−i

√
2mE L

~

)
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

⇒2i sin

(√
2mE

L

~

)
= 0

⇒
√

2mEL

~
= n · π n = 0, 1, 2, 3.

⇒k · L = n · π ⇒ k′ =
nπ

L

E =
p2

2m
=

~2k2

2m
=
π2~2n2

2mL2

4.2.1.0.1 Energieniveauwerte (Skizze Energieniveaus)

Wie sehen die zugehörigen Wellenfunktionen aus?

ψn(x, t) = A ·
(
e−i(

Ent
~ −

nπ
L
x) − e−i(

Ent
~ +nπ

L
x)
)

= A · e−i
Ent

~
(
ei
nπ
L
x − e−i

nπ
L
x
)︸ ︷︷ ︸

=2i sin nπx
L

= 2iA · ·e−i
Ent

~ sin
nπx

L
n ∈ N

4.2.1.0.2 Eigenzustand Graphische Darstellung: (t = 0)
(Skizzen für L = λ

2
, L = λ und L = 3λ

2
)

λn =
2L

n

Intensität oder Wahrscheinlichkeitsdichte

|ψ(x, t)|2 = ψn(x, t) · ψn(x∗, t)

= 2iA · e−i
Et
~ · sin nπx

L
(−2i) · A∗ei

Et
~ sin

nπx

L

= |2iA|2 sin2 nπx

L
nicht von der Zeit abhängig

Wenn |ψn| nicht von der Zeit abhängt, wird der Zustand als stationär
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bezeichnet. Wie sieht die normierte Wellenfunktion aus?

∫ +∞

−∞
|ψn(x, t)|2dx = 1

⇒
∫ L

0

|2iA|2 sin2 nπx

L
dx = 1

⇒|2iA|2 ·
∫ L

0

sin2 nπx

L︸ ︷︷ ︸
L
2

= 1

|2iA|2 · L
2

= 1

|2iA| =
√

2

L

⇒ ψn(x, t) =

√
2

L
· e−

in2π2~
2mL2 t sin

πnx

L

4.2.2 Schwingungsgleichung mit Potential

• Erwiterung:

Bewegung des Teilchens unterliege einem Potential, d.h. es wirken
äuÿere Kräfte.

• Spezialfall

Potential U0 sei konstant.

• Gesammtenergie:

E =
p2

2m
+ U0

⇒ p =
√

2m(E − U0)

⇒ Wellenfuntkion

ψ(x, t) = e
−i
(
Et
~ −
√

2m(E−U0)

~ x

)
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∂ψ

∂t
(x, t) = −iE

~
ψ(x, t)

∂2ψ

∂x
= −2m(E − U0)

~2
ψ(x, t)

⇒ Eψ(x, t) = −h
i
· ∂ψ(x, t)

∂t
= L~

∂ψ(x, t)

∂t

Eψ(x, t) = − ~2

2m
· ∂

2ψ(x, t)

∂x2
+ U0ψ(x, t)

⇒ − ~2

2m
· ∂ψ(x, t)

∂x2
+ U0ψ(x, t) = i~

∂

∂t
ψ(x, t)

Verallgemeinerung: U0 ⇒ U(x)

− ~2

2m
· ∂

2ψ(x, t)

∂x2
+ U(x)ψ(x, t) = i~

∂

∂t
ψ(x, t) Zeitabhängige Schrödingerglei-

chung

Qualitative Betrachtungen:
Potential U(x) soll von anziehender Kraft erzeugt werden!

• Einschränkungen des Teilchens in einem bestimmten Raumbereich.

• Es gibt stationäre Zustände mit quantisierten Energien und stehenden
Wellen als Lösungen.

Beispiel. Kastenpotential mit ∞ hohen Wänden, stehende Wellen mit de-
�ntierten Wellenlängen.
Wellenlänge: λ = h

p
= h√

2m(E−U(x))
, wenn U(x) schwach mit Ort variiert

⇒ Konzept der Wellenlängeverletzt.
(Skizze Harmonische Welleenfunktion/Schrödinger-Gleichung)

Obwohl der räumlichen Verlauf der Wellenfunktion kompliziert sein mag,
die Zeitabhängigkeit für stationäre Zustände ist einfach

ψ(x, t) = e−i
Et
~ ψ(x)

Einsetzen in Schrödinger-Gleichung mit Potential liefert:

− ~
2m

∂2

∂x2
ψ(x) ·���

e−
Et
~ + U(x)ψ(x) ·���

e−i
Et
~ = Eψ(x)���

e−i
Et
~
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~2 2m ∂2

∂x2ψ(x)+U(x)·ψ(x) = Eψ(x) Zeitunabhängige Schrödinger-Gleichung
Wahrscheinlichkeitsdichte:

ψ(x, t)|2 = ψ(x, t) + ψ∗(x, t)

= |ψ(x)|2

Zeitunabhängig für stationäre Zustände

4.2.3 Beispiele für exakte Lösungen der stationären Schrö-
dinger Gleichungen

4.2.3.1 Teilchen im eindlichen Potentialtopf

(Skizze Potentialtopf mit Breite L)
0 ≤ x ≤ L E > U(x)⇒ Lösungen sind in −x und +x Richtung laufende
Wellen.

ψ(x) = A · eikx +B · e−ikx

k =
p

~
=

√
2mE

~
Randbedingung. x = 0, ψ(0) = 0 ⇒ B = −A

ψ(x) = A ·
(
eikx − e−ikx

)
= 2iA · sin(kx)

= 2iA sin

(√
2mE

~
x

)

x > L : =
~

2m

∂2ψ

∂x2
+ U0ψ(x) = Eψ(x)

∂ψ

∂x2
=

2m

~2
(U0 − E)︸ ︷︷ ︸
K2

·ψ(x)

1. Fall E > U0 ⇒ k2 negativ ⇒ k imaginär

⇒ Lösungen sind laufende Wellen

ψ(x) = C ′ · ei|k|x +D′ · e−i|k|x

2. Fall E < U0 ⇒ k2 positiv

ψ(x) = C · e−kx = Lösung



158 KAPITEL 4. MATERIEWELLEN

Randbedingungen am Punkt x = L?
Wellenfunktion und ihre Ableitung aus den Bereichen =≤ x ≤ L und x > L
müssen stetig in einander übergehen:
dψ
dx

stetig und ψ(x) stetig!
Begründung:

1. Falls dψ
dx

Sprung (Unstetigkeit) hat ⇒ d2ψ
dx2 divergent nicht konsistent

mit Schrödinger-Gleichung

2. Falls ψ(x) Sprung hat ⇒ dψ
dx

divergiert ⇒ d2ψ
dx2 divergiert

Einsetzen in Wellenfunktion bei x = L
ψ stetig: 2iA sin(kL) = C · e−kL
dψ
dx

stetig: 2iA cos(kL) = −kCe−kL

dψ
dx

ψ
⇒ k · cos(kL)

sin(kL)
= −‖ = k · cot(kL)

wobei k =
√

2mE
~ und K =

√
2m(U0E)

~
implizierte Gleichung für Lösungen von E.
Quadrieren:

k2 cot2 kL︸ ︷︷ ︸
1

sin2 kL
−1

= K2

k2

sin2 kL
− k2 = K

⇒ sin2 kL =
k2

k2 +K2

=
k2

2m(U0−E)
K2 + 2mE

K2

=
~2k2

2mU0

⇒ sin kL = ±

√
~2

3mU0

· k

x = kL

sinx = ± 1

L

√
~2

2mU0

· x

(Sizze Lösungen)
keine erlaubte Lösungen in Bereichen 0 < kL ≤ π

2
; π < kL3π

2
; 2π < kL <

5π
2
;. . .
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k · cot ikl = kj Gefordert
cot kL = −K

L
für Lösungen.

Quadreieren eliminiert - Zeichen
⇒ Lösungen mit cot kL = +K

k
unphysikalisch

Ergebnisse für Spezialfall mit U0 = gπ~2

2mL2

(Skizze Ergebnisse)

4.2.3.2 Der Tunnele�ekt

Durchdringen einer Barriere aus potentieller Energie
(Skizze Rechteckbarriere)
Grobe Abschätzung für eine �dicke� oder �hohe� Barriere

ψ(in Barriere) ∝ e−κx, e+κx

ψ(x = a) ∝ e−κa

ψ(x = b) ∝ e−κb

Transmission:T =
e−κb

e−κa
= e−κ(ba)

Transmissionswahrscheinlichkeit : P = |T |2 ∼= e−2κ(b−a)

Exaktes Ergebnis:

x ≤ a ψ(x) = eiκx +Reiκx

a ≤ x ≤ b ψ(x) = ce−κx+ ∼= D · e+κx

x ≥ b ψ(x) = T · eiκx

Randbedingunen:
Stetigkeit von ψ(x) und dψ(x)

dx
an jeder Grenz�äche ⇒ 4 Gleichungen

x = aeiκa +R · e−iκa = Cė−κa +D · eκa(ψStetig) (4.5)

iκeiκa −R · iκe−iκa = −C · e−iκa + d · eiκa(dψ
dx

= konst) (4.6)

Ce−κb +D · eκb = T · eiκb(ψ = konst) (4.7)

− Cκe−κb +Dκ · eκb = Tiκeiκb (4.8)

Aus ?? + ?? folgt:

D =
e−κa

2κ

[
(κ+ iκ)eiκa + (κ− iκ)Re−iκa

]
(4.9)
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Aus ?? - ?? folgt:

C =
eκa

2κ

{
(κ− iκ)eiκa + (κ+ iκ)Re−iκa

}
(4.10)

4.9 und 4.10 in 4.7 und 4.8 einsetzen ⇒ 2 Gleichungen für R und T ⇒
Lösung für T

T =
−4ikκeiκ(b−a)e−ik(b−a)

(κ− ik)2 − (κ+ ik)2e−2κ(b−a)

P = |T |2 =
16k2κ2

|(κ− ik)2 − (κ+ ik)2|2
e−2κ(b−a)

Spezialfälle:

1. Dicke Barriere

e−κ(b−a) � 1⇒ 2.Term in Nenner Vernachässigt Fehlt was

2. Dünne Barriere e−2κ(b−a) ' 1

⇒ P ' 16k2κ2

|(κ− ik)2 − (κ+ ik)2|2
e−2κ(b−a) ' e−2κ(b−a)

3. Beliebige Barriere (Skizze)

P = P1P2 . . .

' e−2κ∆x1 · e−2κ∆x2 . . .

' e−2
∑
i κ∆xi = e−2

∫ b
a κ(x)dx

= e
2
~

∫ b

a

√
2m(U(x)− E)dx

4.2.3.3 Der eindimensionale harmonische Oszillator

Klassische Betrachtung

F = −fx = mẍ Schwingungsgleichung
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x = A sin(ωt)

ω =

√
f

m

potentielle Energie : U =

∫
Fdx = f

∫
xdx =

1

2
fx2 =

1

2
mω2x2

(SkizzePotential(
1

2
mω2x2))

Pkl(x)dx =
1

T
=

ω

2π

dx

v

=
�ω

2π

dx

A�ω cos(ωt)

=
dx

2π

1

A

1√
1− sin2(ωt)

=
dx

2πA

1√
1−

(
x
A

)2

Pkl =
1

2πA

1√
1−

(
x
A

)2

Aufstellen der statischen Schrödinger Gleichung mit Potential

− ~2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ U(x)︸ ︷︷ ︸

1
2
mω...

ψ(x) = Eψ(x)

− ~2

2m

d2ψ(x)

dx2
+

1

2
mω2x2psi(x) = Eψ(x)

Umformen und Argunemte von ψ weglassen

d2ψ

dx2
− 2m

~2

(
1

2
mω2x2 − E

)
ψ = 0

Substitution:

y =

√
mω

~
x

ε =
2E

~ω

⇒ mω

~
d2psi

dy2
− m2ω2

~
y2

mω
~
ψ +

m2

~
hω

ε
ψ = 0

∣∣∣∣ ~
mω

d2ψ

dy2
+ (ε− y2)ψ = 0
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Randbedingungen (aus Potentialform)

lim
x→±∞

ψ(x)→ 0

lim
y→±∞

→ 0

Näherungslösung für groÿe y:

⇒ d2ψ0(y)

dy2
− y2ψ0(y) = 0

Lösung: ψ0(y) ' e
y2

2

Ansatz für Lösung der Schrödinger Gleichung für beliebige y

ψ(y) = e−
y2

2 · H(y)

Einsetzen vin ψ(y) in Schrödinger Gleichung ⇒ Di�erentialgleichung für
H(y)

d2H
dy2
− 2y

dH
dy

+ (ε− 1)H = 0

Di�erentiagleichungen wird durch Potenzreihenansatz (Polynomansatz )
gelöst

Lösungen:

• 0. Grades
H0 = a⇒ a(ε− 1) = 0⇒ ε = 0 a 6= 0

• 1. Grades

H1 = ay + b⇒
− 2ya+ (ε− 1)(ay + b) = 0

ay(ε− 3) + b(ε− 1) = 0⇒ ε = 3 b = 0

• 2.ten Grades

H2 = ay2 + by + c

2a− 2y(2ay + b) + (ε− 1)(ay2 + by + c) = 0

− 4(ay2 +
b

2
y − a

2
) + (ε− 1)(ay2by + c) = 0⇒ ε = 5 b = 0; c = −a

2
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εn = (2n+ 1);n ∈ N0

2E

~ω

⇒ En =
~ω
2

(2n+ 1) = ~ω(n+
1

2
)

E0 =
~
2

Nulpunktenergie

(Skizze Energieniveaus)
Wellenfunktion = Hermitesche Polynome

Konvention: Koe�zient der höchsten vorkommenden y−Polynome wird gleich
2n gesetzt

H0 = 20

H1 = 21y

H2 = 22y2 − 2

H3 = 23y3 − 12y

H4 = 24y4 − 48y2 + 12

...

Hn(y) = (−1)ney
2 · d

ne−y
2

dyn
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4.2.4 Die formale Theorie der Quantnemechanik

1. De�nition

Wellenfunktion ψ(x, y, z) = ψ(~r) Allgemeiner Fall einer Bewegung
im Raum

Wahrscheinlichkeitsdichte P = |ψ(~r)|2 = ψ∗(~r) · ψ(~r)

Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im unendlichen Volumen V zu �n-
den

Pv =

∫
V

|ψ(~r)|2dx, dy, dz =

∫
v

|ψ(~r)|2dV

Normierung
∫
ges. Raum

|ψ(~r)|2dV = 1

2. Opertoren und Eigenwerte

Klassisch 1D:
p2

2m
+U(x) = E

kin pot. ges. Energie

Quantenmechanik
(
− ~2

2m

d2

dx2
+ U

)
︸ ︷︷ ︸

Eigenoperator=Hamilton Operator H

· ψ(x)︸︷︷︸
Eigenfuntkion

= E︸︷︷︸
Eigenwert

ψ(x)

Hψ(x) = Eψ(x) Eigenwertgleichung

Konstruktionsvorschrift für Opreatoren:
Jeder physikalischen Gröÿe A(~r, ~p), welche eine Funktion von Ort und
Zeit eines Teilchens ist, entspricht einem Quantenoperator . Diesen er-
hält mann, wenn man ~p durch −i~∇ = −i~

(
∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

)
ersezt, das heit

A(~r,−i~∇)
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Beispiel. Gesamtenergie (Hamltonfunktion)

Hkl =
~p2

2m
+ U(~r)

px ⇒ −i~
∂

∂x

py ⇒ −i~
∂

∂y

pz ⇒ −i~
∂

∂z
bzw.

~p⇒ −i~∇

∇ = ~ux
∂

∂x
+ ~ux

∂

∂y
+ ~uz

∂

∂x

⇒ H =
−~2

2m
∇2 + U(~r)

=
−~
2m

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
︸ ︷︷ ︸
laplace-Operator ∆

Eigenwertgleichung

Hψ(~r) = − ~
2m

(
∂2ψ(~r)

∂x2
,
∂2ψ(~r)

∂y2
,
∂2ψ(~r)

∂z2

)
+ U(~r)ψ(~r) = Eψ(~r)

3D Zeitabhängige Schrödinger Gleichung

Tabelle Quantenoperatoren

Gre Klassdef Quantenoperator
Ort ~r ~r

Impuls ~p −i~∇
Drehimpulsr × p r × impuls

kinEnergi
GesEnergie
Paritt

Eigenfunktion und Eigenwerte verschiedener Operatoren

(a) kin Energie (1D)

− ~2

2m

∂2

∂x2
ψ(x) = Eψ(x)

∂2ψ

∂x2
+ h2ψ = 0

κ2 =
2mE

~
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Lösungen für E < 0: eikx und e−ikx bzgl Ekin entartet
Lösungen sind Orthogonal zueinenander∫ +∞

−∞
dx
(
e−ikx

)x
eikx =

∫ +∞

−∞
dxe2ikx =︸︷︷︸

k 6=0

Beide Lösungen sind auhc eigenfuntionen des Impulsopoerators:

−i~ ∂

∂x
e±ikx = ∓~k︸︷︷︸

Impulswerte

e±ikx

e±ikx sind simultane Eigenfuntionen der kin. Energeie und des
Impulsraumes

3. Eigenschaften der Operatoren in der QM gehörende Operatoren zu ei-
ner Klasse die Hermitesch (Selbastadjungiert) genannt wird∫

Φ∗1(AΦ2)dV =

∫
A∗Φ∗1Φ2dV =

∫
(AΦ1)∗Φ2dV

Die Eigenwerte hermitescher Operatoren sind reell und ihre Eigenfunt-
kion orthogonal

Aψi = aiψ(ai = reell)∫
V

ψ∗1ψjdV = σij =

{
0 i 6= j Orthogonal
1 i = j Normierung

Operatoren sind linear: A(αψ + βΦ) = αAψ + βBΦ

• Summe von Opoeratoren C = A+B
Cψ = (A+B)ψ = Aψ +Bψ

• Produktopoeratoi C = AcdotB
Cψ = (a ·B)ψ = A(Bψ) Achtung im Allg NICHT: ABψ = B ·Aψ
• wichtig:Kommutatot: [A,B] = AB − BA Zwei Opeartoren sind
genau dann vertauschbar, wenn [A,B] = 0 gilt. A und B haben
dannauch einen gemeinsamen Satz vin Eigenfuntkionen

4. Messwerte und Erwartungswert

wenn der Zustand eines System der Funktion Φ(~r) entspricht, ist der
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Mittel- oder Erwartungswer einer Physikalischen Gröÿe A(~r, ~p) gegeben
durch

A =

∫
ges.Raum

Φ∗A(~r,−i~∇)ΦdV

bzw.

A =

∫
Φ+AΦdV∫
Φ∗ΦdV

(a) i. Φ sei Eignefunktion vonA, d.h AΦ = aΦ

⇒ A =

∫
Φ∗aΦdV∫
Φ∗ΦdV

= a

Messwerte sind scharf de�niert!

ii. Φ sei keine eigenfunktion von A
Superpositionsprinzip. Φ = c1ψ1 + c2ψ2 + · · · =

∑
n cnψn (Ei-

genfunktion)

A =

∫ (∑
m

cmψm

)
· A

(∑
n

cnψn

)
dV

=

∫ (∑
m

cmψm

)∗
·

(∑
n

cnanψn

)
dV

=
∑
m,n

anc
∗
mcn

∫
ψ∗mψndV︸ ︷︷ ︸

δm,n

⇒ A =
∑
n

an|cn|2

(Skizze |cn|2)
im Allgemeinen kein scharf de�nierter Messwert, da Vertei-
lung um A existiert, d.h. es gibt unschärfe

Zwei Gröÿen, die den Operatoren A und �B� entsprechen, sind nur
dann glecihzeitig genau messbar, wenn der Kommutator derOperatoren
verschwindet. Wenn nicht ⇒ Unschärferelation
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Beispiel. Orts und Impulsoperator

~r; ~p = −i~∇

[x, Px]⇒ [x, Px]ψ = x

(
−i~ ∂

∂x

)
ψ −

(
−i~ ∂

∂x

)
= −i~x∂ψ

∂x
+ i~

∂

∂x(xψ)︸ ︷︷ ︸
ψ+x ∂ψ

∂x

[x, Px] = i~ = [y, Py] = [z, Pz]

[x, Py] = [x, Pz] = [y, Px] = 0

Ipulsoperator und Operator der kinetischen Energie

[
px2

2m
,Px

]
ψ = − ~2

2m

∂

∂x2

(
−~

∂

∂x
ψ

)
−
(
−i~∂

∂
∂x

)(
~2

2m

∂2

∂x2
ψ

)
=
i~3

2m

∂3

∂x3
− i ~3

2m

∂3ψ

∂x3
= 0

4.3 Das Wassersto�atom

4.3.1 Die Schrödinger-Gleichung in Kugelkoordniaten

• H-Atom: Einelektroonenproblem, Zentralkraftprblem mit Coulomb-Potential

Hkl =
~p2

2m
U(~r)︸︷︷︸
− ze2

4πε0r

Transformation P ⇒ −i~∇

H = − ~2

2m
∇2 + U(r)

= − ~2

2m

(
∂2ψ(~r)

∂x2
,
∂2ψ(~r)

∂y2
,
∂2ψ(~r)

∂z2

)
+ U(r)

= − ~2

2m
∆ + U(r)
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Kugelkoordinaten (Skizze)
Geometrie

x = r cos(ϕ) sinϑ

y = r sin(ϕ) sin(ϑ)

z = r cos(ϑ)

0 ≥≥ ∞
0 ≥ ϑ ≥ π

0 ≥ ϕ ≥ 2π

sei x = f(u, v, w)

y = g(u, v, w)

z = h(u, v, w)

⇒ ∆uvw =
1

quqvqw

{
∂

∂u

(
qvqw
qu

∂

∂u

)
+

∂

∂v

(
quqw
qv

∂

∂v

)
+

∂

∂w

(
qvqu
qw

∂

∂w

)}
q2
u =

(
∂x

∂u

)2

+

(
∂y

∂u

)2

+

(
∂z

∂u

)2

q2
v =

(
∂x

∂v

)2

+

(
∂y

∂v

)2

+

(
∂z

∂v

)2

q2
w =

(
∂x

∂w

)2

+

(
∂y

∂w

)2

+

(
∂z

∂w

)2

∆r,ϑ,ϕ =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

1

r2

){
1

sinϑ

∂

∂θ

(
sin

∂

∂ϑ

)
1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2

}
︸ ︷︷ ︸

zu Zeigen − ~L
2

~2 = −
L2

x+L2
y+L2

z

~
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Drehimpuls in Kugelkoordinaten:

~Lkl = ~r × ~p
~L = −i~~r ×∇

Lz = −i~
(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
= −i~ ∂

∂ϕ

Beweis

∂

∂ϕ
=
∂x

∂ϕ

∂

∂x
+
∂y

∂ϕ
+
∂z

∂ϕ

∂

∂z
∂x

∂ϕ
∂x

∂ϕ
=

∂

∂ϕ
(r sinϑ cosϕ) = r sinϑ(− sinϕ) = −y

∂y

∂ϕ
=

∂

∂ϕ
(r sinϑ sinϕ) = r sinϑ cosϕ = x

∂z

∂ϕ
= 0

Analog:

Lx = −i~
(
y
∂

∂z
− z ∂

∂y

)
= i~

(
sinϕ

∂

∂ϑ
+ cotϑ cosϕ

∂

∂ϕ

)
Ly = −i~

(
z
∂

∂x
− x ∂

∂z

)
= i~

(
− cosϕ

∂

∂ϑ
+ cotϑ sinϕ

∂

∂ϕ

)
ohne Beweis:

L2
x + L2

y + L2
z = −~2

[
1

sin2 ϑ

∂

∂ϑ

(
sinϑ

∂

∂ϑ

)
+

1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ

]
H = − ~2

2me

∆r,ϑ,ϕ + d(r) =

=
~2

2me

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
︸ ︷︷ ︸

Operator der Ekin für Radialbewegung

+
~L2

2mer2
+ U(~r)︸ ︷︷ ︸

Operator der Ekin für azimutate (transversale) Bewegung[
H, ~L2

]
= 0⇒ Drehimpulserhaltung (Betrag)[

H, ~Lz
]

= 0⇒ Drehimpulserhaltung (z-Komponente)

Es gibt einen Satz von Eigenfunktionen von H, ~L, Lz

Hψ = Eψ
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Prinzipieller Lösungsweg:

Lösungsansatz: ψ(r, ϑ, ϕ) = R(r) ·Θ(ϑ) · Φ(ϕ)
Einsetzen in Hamiltonoperator und Multiplizieren mit 1

RΘΦ

⇒ 1

r2R

d

dr

(
r2dR

dr

)
+

1

r2 sin2 ϑ
· 1

Φ

d2Φ

∂ϕ2

+
1

r2 sinϑ

1

Θ

d

dϑ

(
sinϑ

dΘ

dϑ

)
+

2me

~2
[E − U(~r)] = 0

(4.11)

Au�ösung der Gleichung

1

Φ

d2Φ

dϕ2
= f(r, ϑ)

Aus Ansatz: Φ ist alleinige Funktion von f

1

Φ
· d

2Φ

dϕ2
= konst = m2 Azimultaes Problem (4.12)

Mit 4.12 und Gleichung 4.11 · r2

⇒ 1

R

d

dr

(
r2dR

dr

)
+

2mer
2

~2
[E − U(~r)]− ξF (r) = β

− m2

sin2 ϑ
+

1

sinϑ
· 1

Θ

d

dϑ

(
sinϑ

dΘ

dϑ

)
= ξ(ϑ) = −β

⇒ 1

sinϑ

d

dϑ

(
sinϑ

dΦ

dϑ

)
− m2

m2ϑ
Φ + βΘ = 0 ϑ Problem

⇒ 1

r2

d

dr

(
r2dR

dr
− β

r2
R +

2me

~
[E − U(r)]

)
R = 0 radiales Produkt

4.3.2 Lösen des Winkelproblems

4.3.2.1 Die Lösungen des azimultanen Problems: Raumfester, star-

rer Rotator

1

Φ
· d

2Φ

dϕ2
= −m2

⇒ d2Φ(ϕ)

dϕ2
+m2Φ(ϕ) = 0

Lösungen: e±imϕ
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Eigenwertgleichung beschreibt die kräftefreie Bewegung eines Teilchens auf
einer Kugelober�äche
Für den raumfesten starren Rotatorist nur das Auftreten des Teilchens auf
dem Schnittkreis der Äquatorebene mit der Kugel zuge???
Begründung: Gleichung 4.11 +Randbedingung für starrer Rotator

Kräftefreies Teilchen: U(r) = 0

r = a = const

ϑ =
π

2
= const

⇒ sinϑ = 1

∂

∂r
,
∂

∂ϑ
verschwinden

H Operator
1

a2

1

Φ

∂Φ

∂ϕ2
+

2me

~2
E = 0

⇒d2Φ

dϕ2
+

2mea
2

~2
E︸ ︷︷ ︸

m Quantenzahl

·Φ = 0

• Lösungen:

Φm = α · e±imϕ Rotation im/gegen Uhrzeigersinn

• Randbedingungen

Φm muss nach einer vollen Umdrehung wieder den Ausgangspunkt
erreichen

eimϕ = eim(ϕ+2π)

⇒ eim2π = 1⇒ m = 0,±1,±2, ·

• Normierung:

∫ ∞
0

Φ∗mΦndϕ = δm,n ⇒ α2 =
1

2π

Energie-EW:

Em =
~2

2mea2
m2 =

L2
z

2mea2
m = 0,±1,±2, . . .

⇒ Lz = m · ~
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Beweis 1.

− ~2

2mea2
· ∂

2Φ

∂ϕ2
= EΦ

L̂z = −i~ d

dϕ

L̂2
z = −~2 ∂

2

∂ϕ2

⇒ L̂2
zΦ

2mea2
= EΦ

4.3.2.2 Die Länge des ϑ Problems: R Raumfreie starrer Rotator

Für den allgemeinen Fall des raumfreien starren Rotators ist die Bewegung
der Teilchen auf der Ober�äche einer Kugel mit Radius a zugelassen.
r = a = const U(~r) = 0, da kräftefrei, ∂

∂r
→ 0 H Operator 4.11

⇒ − ~2

2mea2

[
1

sinϑ

d

dϑ

(
sinϑ

d

dϑ

)
+

1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2

]
︸ ︷︷ ︸

− ~L2

~2

Y (ϑ, ϕ) = E · Y (ϑ, ϕ)

~L2

2mea2
Y = EY EW-Gleichung für Drehimpuls

Seperationsansatz:Y (ϑ, ϕ) = Θ(ϑ) · Φ(ϕ)

Φ
1

sinϑ

d

dϑ

(
sinϑ

dΘ

dϑ

)
+

Θ

sin2 ϑ

∂2Φ

∂Φ2
+ 2

mea
2

~2
EΘΦ = 0

∣∣∣∣· 1Φ
1

sinϑ

d

dϑ

(
sinϑ

dΘ

dϑ

)
+

Θ

sin2 ϑ

1

Φ

∂2Φ

∂ϕ2︸ ︷︷ ︸
−m2

+
2mea

2

~2
E︸ ︷︷ ︸

β=
~L2

~2

Θ = 0

1

sinϑ

d

dϑ

(
sinϑ

dΘ

dϑ

)
− m2

sin2 ϑ
Θ + βΘ = 0

Legendre-DGL: Lösungen sind Potenzreihen in cos(ϑ) oder sin(ϑ)

Fallunterscheidungen:

1. Θ = const

0− m2

sin2 ϑ
Θ +

L2

~2
Θ = 0

Für beliebig ϑ nur erfüllt, falsm = 0⇒ L2 = 0 Lösung für Bahndrehimpuls=
0
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2. Θ = f(sinn ϑ)

(a) Θ = sinϑ

1

sinϑ

d

dϑ
(sinϑ cosϑ)− m2

sin2 ϑ
sinϑ+

L2

~
sinϑ = 0 |sinϑ

d

dϑ
(sinϑ cosϑ)−m2 +

L2

~2
sin2 ϑ = 0

cos2 ϑ− sin2 ϑ︸ ︷︷ ︸−m2 +
L2

~2
sin2 ϑ = 0

1− 2 sin2 ϑ−m2 +
L2

~2
sin2 ϑ = 0

Ein beliebiges ϑ erfüllt, falls m2 = 1⇒ m = ±1 und L2

~2 = 2

(b) Θ = sin2 ϑ

(
−6 +

L2

~2

)
cos2 ϑ+ 2 +m2 − L2

~2
= 0

⇒ m2 = 4⇒ m = ±2 und L2

~2 = 6

(c) Θ = sin3 ϑ⇒ L2

~2 = 12, m = ±3

(d) Θ = sin4 ϑ⇒ L2

~2 = 20, m = ±4

3. Θ = f(cos4 ϑ)

(a) Θ = cosϑ⇒ m = 0, L2

~2 = 2

(b) Θ = cos3 ϑ⇒ keine Lösung

4. Θ = f(sin4 ϑ · cos4 ϑ)

(a) Θ = sinϑ · cosϑ ⇒ n = ±1, L2

~2 = 6
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f(t) m L2

~2 l
const 0 0 0
sinϑ ±1 2 1
sin2 ϑ ±2 6 2
sin3 ϑ ±3 12 3
sin4 ϑ ±4 20 4
...

...
...

...
cosϑ 0 2 1

3 cosϑ− 1 0 6 2
5 cos3 ϑ− 3 cosϑ 0 12 3

sinϑ · cosϑ ±1 6 2
sin 2ϑ · cosϑ ±2 12 3
sinϑ · cos2 ϑ ±1 12 3

Zusammenfassung:

L2 = l(l + 1) · ~2, l ∈ N0

Lz = m · ~, m = 0,±1,±2, . . . ,±l

LBohr = n · ~ n ∈ N
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(Folie: Quantisierung des Drehimpulses)
(Skizze)

Hamilton Operator (Operator der Gesamtenergie)

Hkl = Ekin + Epot =
~p2

2me

− e2

4πε0r

QM-Operator bilden durch Ersetzen

~p→ −i~∇

⇒ H = − ~2

2me

∆x,y,z −
e2

4πε0r

Transformation auf Kugelkoordinaten r, θ, ϕ:

⇒ H = − ~2

2me

∆r,ϑ,ϕ −
e2

4πε0r

∆r,θ,ϕ =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1

r2

[
1

sin2 ϑ

∂

∂ϑ

(
sinϑ

∂

∂ϑ

)
1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2

]
︸ ︷︷ ︸

− ~L2

~

Suche stationäre Lösungen

Hψ = Eψ

Produnktansatz für Wellenfunktion:

ψ(r, ϑ, ϕ) = R(r) ·Θ(ϑ) · Φ(ϕ)

⇒ 3 Gleichungen zu Lösen:

1. azimutales Problem (raumfester, starrer Rotator)

d2Φ(ϕ)

dϕ2
+m2Φ(ϕ) = 0, Lösungen Φ(ϕ) ∝ e±imϕ mit m ∈ N0

2. ϑ Problem (raumfreier starrer Körper)

−
~L2

~2
Ψ(ϑ, ϕ) = βΨ(ϑ, ϕ)

Lösungen: Potenzreihen in cos(ϑ) und sin(ϕ)
Lösungen nur stetig und eindeutig

β =
~L2

~2
= `(`+ 1), ` ∈ N0 wobei me = 0,±1,±2, . . .︸ ︷︷ ︸

(2`+1)fache Entartung
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Wellenfunktion:

Ψ(ϑ, ϕ)︸ ︷︷ ︸
Kugel�ächenfuntion

= Θ`,m(ϑ)︸ ︷︷ ︸
Kugelfunktion

·Phim,`(ϕ)

Eigenfunktion des Drehimpulsoperators
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(Folie Drehimpuls, Eigenfunktion)
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(Folie chemische Bindung von Winkelfunktionen)

3. Lösung des Radialproblems

1

r2

d

dr

[
r2dR

dr

]
− β

r2
R +

2me

~2

(
E +

e2

4πε0r

)
R = 0

β =
~L2

~2
= `(`+ 1)

⇒


− ~2

2me

1

r2

d

dr

(
r2 d

dr

)
︸ ︷︷ ︸
EKin der Radialbewegung

+
`(`+ 1)~2

2mer2︸ ︷︷ ︸
Zentrifugal

− e2

4πε0r︸ ︷︷ ︸
Coulomb-Pot.︸ ︷︷ ︸

e�. potential Ueff

+|E|


R(r) = 0

(Skizze)
Subst: R(r) = U(r)

r

Abstände r = na0ρ (mit a0-Bohrscher Radius und ρ dimensionslose
Gröÿe)
Energien Vielfaches von EBohr ∝ 1

n{
d2

dρ2
− `(`+ 1)

ρ2
+

2n

ρ
− 1

}
u(ρ) = 0

Grenzfall (ρ→∞): ( d2

dρ2 − 1)u(ρ) = 0

Lösungen e−ρ

Allgemeine Lösung (Potenzreihe in ρ)

u(ρ) =
[
Bρ+ Cρ2 +Dρ3 + . . .

]︸ ︷︷ ︸
Polynom ohne konst Glied

e−ρ

R(r) = u(r)
r

soll endlich bleiben

aber: r → 0⇒ 1

r
→∞

⇒ lim
r→0

u→ 0
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Lösungen sind Laquerre-Polynome

Rn,`(r) = Nn,`e
−Hnrr`L2`+1

n+` (2Hnr)︸ ︷︷ ︸
assoziierite
Laquerre
Polynome

Hn =
Z

n
· 1

aµ

aµ =
4πε0~2

µe2
= ai

me

µ∫ ∞
0

|Rn,`|2 dr ⇒ Nn,` = −

√
(2Hn)3+2` · (n− `− 1)!

2n [(n+ 1)!]3

Lösungen für Energie:

Enr` = − Ze2µ

2(4πε0)2~
· 1

(nr + `+ 1)2︸ ︷︷ ︸
n Hauptquantenzahl

, nr ∈ N0

= − Ze2µ

2(4πεo)2~2

1

n2
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(Folie Die Eigenfunktion des H2 Atoms)

Feinstruktur: Aufhebung der Entartung bzgl ` und me!

4.3.3 Aufhebung der ` Entartung

` Entartung ergibt sich nur, wenn das Coulomb-Potential einer Punktladung
relevant ist, Abweichung von ∝ 1

r
⇒ Aufhebung

Beispiel: Alkalimetalle (Skizze)
Näherung Veff (r) = − −e2

4πε0r
− c1

e2

r2 − c2
e2

r3 + . . .
Sei oBdA hier nur c1 6= 0

⇒

− ~2

2µ

1

r2

d

dr
r2 d

dr
+ |E|+ `(`+ 1)~2

2µr2
− c1

e2

r3︸ ︷︷ ︸
Zusammenfassung zu

`′(`+1)
2µr

− e2

4πε0r

R(r) = 0

Formal identische Gleichung wie beim H-Atom. jedoch `′ < ` keine genauen
Zahlen mehr

Enr`′ = − µe4

2(4πε0)2~2
· 1

(nr + `′ + 1)2
, n ∈ N0

neff=nr+`′+1<n
= −Rhc 1

n2
eff

= −Rhc 1

[n−∆(n, `)]2︸ ︷︷ ︸
Quantendefekt

Dublett Strukur der Alkalimetalle, Feinstruktur des H-Atoms

Erweiterungen:

1. Zum Bahndrehimpuls ~L des Elektrons gehört ein magnetisches Moment
~ML

2. Das Elektron ein Eigendrehimpuls ~S und ein magnetisches Moment ~MS

3. Die beiden magnetsichen Momente treten in Wechselwirkung mitein-
ander
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4.3.4 Aufhebung der m-Entartung

4.3.4.1 Das magn Moment der Bahnbewegung

(Skizze)
magn. Dipolmoment einer Leiterschleife

~M = I ~A

Strom = I
dQ

dt
=
Ladung

Zeit

=
−e
T

=
−ev
2πr

=
.eω�r

2π�r
= −e ω

2π

M = −−eω
2�π

�πr
2

= −1

2
eωr2

=
e

2me

L, da L = mvr = mω2r2

~M = − e

2me

~L

⇒M` = − e~
2me︸︷︷︸

µB=9,274078·10−24Am2

·
√
`(`+ 1)

~M` = −g`MB

~L

~
= γ`~L

g`=̂ Landéscher g Faktor

g` = 1 Bahndrehimpuls
γ` Gyromagnetisches Verhältnis

Wegen der Richtungsquantellung des Drehimpulses gilt dies auch für das
magn. Moment

Mz =
−e
2me

Lz =
−e~
2me

m`

= −µBm` = −g`µBm`

Jeder klassische magn. Dipol erfährt in einem statischem Magnetfeld ~B eine
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Energieänderung:

∆Eme = − ~M`
~B

=
e

2me

~L~B =
e

2me

LzB

= µBBme da ~B =

 0
0
B


Gesamtenergie eines Zustandes n, `

En,m` = En + ∆Em` = En + µBBm`, m` ∈ Z

Drehmoment:

~τ = ~M` × ~B =
d~L

dt
= − e

2me

~L× ~B

τ⊥ auf −~L und ~B
(Skizze)

~τ bewirkt Änderung ∆~L‖ in x-y-Ebene, damit verbunden ist Winkeländerung
∆ϕ =

∆L‖
L‖

⇒ Winkelgeschwindigkeit

ωL =
∆ϕ

∆t
=

∆L‖
L‖

1

∆t
=
|~τ |
L‖

=
e

2me

����
L sinϑB

����
L sinϑ

=
e

2me

B

~ωL =
e

2me

~B =
µB
~
~B Laner-Frequenz

4.3.4.2 Magnetische Moment und Spin

• S zustände ⇒ ` = 0⇒ kein magnetisches Bahnmoment

• ⇒ Einelektronenatome diamagnetisch

• Experiment ⇒ Atome sind paramagnetisch

• Grund: Existens eines Eigendrehimpulses = Spin
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• Spin= fundamentales Charakteristikum von Elementarteilchen

• klassische Abschätzung für Eigendrehimpuls

(Skizze)

Re =2, 8 · 10−15m

me = 9, 1 · 10−31kg

v ≤ c

Spinkl ≤ m0Rlc = 10−36Js ' 10−2~



190 KAPITEL 4. MATERIEWELLEN



4.3. DAS WASSERSTOFFATOM 191

(Folie Experimentelle Bestimmung des Spins)
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(Folie Addition von Drehimpuls)

4.3.4.3 Spin-Bahn-Kopplung und Feinstruktur

Plausbilitätsbetrachtung

• Bewegung des Elektrons im Laborsystem (Skizze)

~L = me~r × ~v = mc~r × ~ω × ~r

• Elektron erzeugt ein Magnetfeld

⇒ Wechselwirkung mit magnetischen Momenten

⇒ Energieänderung

• Ruhesystem des Elektrons (Skizze)

Im Bezugssystem des Elektrons gitl ~L = 0

⇒ es gilt nur magnetische Moment von ~S

⇒ Energieänderung ∝ ~MS
~B; ~MS‖~S und ~B‖~L

⇒ ∆ESL = a~S~L Spin-Bahn Wechselwirkung

Magnetfeld einer Leiterschleife
Biot-Savart :

~B =
µ0

4π

∮
I
d~̀× ~r
r3

⇒ B =
µ0I

4π

∮
dl�r

r�32
=

µ0I

4πr2

∮
dl︸︷︷︸

2πr

=
µ0I

2r

mit µ0 = 1, 257 · 10−6 V s

Am
und Kreis d~l⊥~r

I = +Zev = +Ze
ω

2π
L=meωr2

=
ZeL

2πmer2
was unter =

⇒ ~B =
µ0

4π

Ze

me

1

r3
~L
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Rücktransformation ins Laborsystem des Elektrons:
Ergebnis: ~B = 1

2
Zeµ0

4πme

~L
r3 mit Thomasfaktor = 1

2

∆ESL = −MS
~B = −(−)gS

e

2me

~S · 1

2

Zeµ0

4πme

~L

r3

gS=2
' Ze2µ0

8πm2
e︸ ︷︷ ︸

q

~S~L

Gröÿenordnung: Z = 1, r = 1Å⇒ ∆ESL
B'π' 10−4eV � En

Gesamtenergie E = En + 〈∆ESL〉
= En + Ze2µ0

8πm2
e

~S~L︸︷︷︸
~2

2

〈
1
r3

〉
↔
∫

Ψ∗ 1
3
ψdv

J = ~L+ S ′

⇔ ~S~L = ~2

2
[j(j + 1)− `(`+ 1)− S(S + 1)]

∆ESL = |En| (Zα)2

2n`(`+ 1
2)(`+1)

{
l für j = `+ 1

2

−(`+ 1) für j = `− 1
2

α =
1

137
Feinstrukturkonstante

H-Atom

= E = En + 〈∆ESL〉+ 〈∆Ekin〉︸ ︷︷ ︸
rel. Korrektur zu Ekin

+ 〈∆Epot〉︸ ︷︷ ︸
rel. Korrektur zu Epot

Ekin = − p4

8m3
ec

2
⇒ |En|

α2

n2

[
3

4
− n

`+ 1
2

]
Epot = |En|

α2

n
; ` = 0

Enj = En

[
1 +

α2

n2

(
n

j + 1
2

− 3

4

)]
k → j +

1

2
zu Sommerfeld

... so, das wars jetzt irgendwie
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