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Kapitel 1

Relativitatstheorie

1.1 Klassische Mechanik

1.1.1 Grundlagen, Grundbegriffe:

e Klassische Teilchen:
Punktkdrper, keine innere Struktur keine erkennbare Grofe, hat
Masse m und Ladung q
e Zustandscharakterisierung
Positionsvektor 7, Geschwindigkeitsvektor ¢ = P = ‘;—’; genau mess-
und bestimmbar
e Klassische Auffassung:

Raum ist eine Art Behélter, in dem die Dinge eingelagert sind und
in zeitlicher Folge ablaufen. Raum und Zeit kénnen unabhingig von
Masse existieren. An jedem Ort (x,y,z) herrscht die gleiche Zeit.

1.1.2 Newton’sche Axiome

e Trigheitsprinzip (keine Verdnderung des Bewegungszustandes ohne Kraftein-
wirkung)

e Aktionsprinzip

: ol - i d27
Bewegungsgleichung F'=  my d=my =myz
(trge)Masse
Impuls g = mv
Kinetische Energie Ejy, = T = imi? = Z
inetische Energie Fy;, =T = ;muv* =

3
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— — —

Drehimpuls L=7x p=mrXxTr
Kraft F = % — 4 () = dmg 4 0
; AR vV oV oV
Konservative Kraft: F' = —(%, o E)
V — Epot

Wichtige Kraft in Atom-, Kern- und Hochenergiephysik:

Lorentzkraft: F =q _ &  +q¥ x B
~— ~—
el.Felder magn.Felder

e Reaktionsprinzip (Kréfte treten immer Paarweise auf)

Beispiel. a)
e ¢ = konst., B — konst.

—

ma = g€

fiir €| zur x-Richtung konstantes a, = £

Geschwindigkeit v, = a,t = £t

o Weg v = fa,t* = L5¢?

m
2
T=1im?=1L22 = » € = = Te
2 r 2m ~—~ \q,./ pot = 4 ~—~
Weg Kraft Potential
———
Arbeit

In Hochenergiephysik werden Energie in eV gemessen

leV =1,602-107YC -1V
=1,602- 10" Joule

Beispiel. b)

e Gl auf ¥und B
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e konstante Beschleunigung, wenn v = konst.
= gleichférmige Kreisbewegung, r="
Zentripetalkraft = Lorentzkraft

2
v
m¥ = |qlvB
r= % - Zyklotronradius
_ 1 _ v _ ld
Umlauffrequenz v = 7 = 57— = 5~
q|B

Zyklotronfrequenz: w = 27wv = |m

1.1.3 Newton’sche Bewegungsgleichung in Lagrange- und
Hamiltonform

Newton’sche Bewegungsgleichung fiir Systeme aus n Punktteilchen mit Masse
m;(i = 1,...,n) im kartesischen Koordinatensystem (x,y,z)

(it=1,.,n)
m;y; = Fy,
m;3; = F.. ¢ neue Form der Bewegungsgleichung
.. P
Tr; =
dt? )

Ziel: Formulierung der Bewegungsgleichung in universeller Form
1. Kinetische Energie

T =imi(@3 + 9f 4+ 23) + .+ smy (@7 + 92 + 22) =

=5 2imy mild] + g7 + 27)
2. Beschriankung auf konservative Krifte

Epot =V =V (21,91, 21, - - s Ty Yny Zn)

= Fp, = —22

Fyi = —g@‘;

F,=-9%

g doT V)

doT oV
— =1,...
dt ay, + ayl (1 ’ ,Il)
dar oV
dt 821 82@ b,
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Wobei 2L = mj

1.1.3.1 Einfiihrung einer neuen Funktion, der Lagrange — Funkti-
on

o L=T—-V =T(x1,...;2,) — V(x1,...; 2)

L 4oL 9L _ )

doL oL
dt oy, Oy
d oL OL

%82’1 - 8zi - O)

e Koordinatentransformation Kartesische Koordinaten — verallgemei-
nert Koordniaten

(Ihyla 1y eeey Ty Yny ZTL) — q1,---,43n

(. i
~~

3n

wobei

x; = f((_h7 "'7q3n)
Y; = f(Q17 "'7(]371)
Zp = f(Q17 "'7Q3TL)

Bsp: Kartesische Koordinaten — Kugelkoordinaten (x,y,z — 7,6, )

x =rsinfcosy
y =rsinfsinp
z=rcosf

1.1.3.2 Bewegungsgleichung in Lagrange — Form

dOL _ OL _ ( ; _
#0q, ) =0,7=1,..,3n

Gleichungssystem ist unabhéngig von einer speziellen Wahl der Koordinaten

Fundamentales Postulat der klassischen Mechanik
Impuls des k-ten Teilchens in x-Richtung(kartesische Koordinaten):
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. oT

Analog definiert man zur Koordinate o den Impuls p, = g—z.; = g—é

Der zu den verallgemeinerten Koordinaten ¢; (i = 1,...3n) gehoringe (konju-
gierte) verallgemeinerte Impuls

oL
Pk: —.,k’: 1,...7377,
gy,

um die Bewegungsgleichung in Lagrange Form lautet

Aus den beiden Gleichungen folgen 6n Differentialgleichungen 1. Ord-
nung, die Aquivalent sind zu den 3n Lagrange-Gleichungen 2.0rdnung

oL
Adp,
Aus Py (siehe oben)

= f<QI7 ~~7QI7Q.17 "'7q1)

e = 3n Relationen zwischen Py, g, und g

e = die 3n Geschwindigkeiten kénnen elliminert werden und das System
kann iiber die 3n Koordinaten ¢ und 3n konjugierte Impulse beschrie-
ben werden.

Hamilton (1834)

H(qlv ey qQ3n, P1y -, P30 = Zi11 pqu - L(qk7 qk))

Bewegungsgleichung in Hamilton Form

oOH .

5 — 4k

Opr, -

OH k=1,....3n
dqy, B

Kann zeigen: Konservatives System:
1. H =T+ V = Gesamtenergie

2. %—If = 0, da Erhaltungsgrofe
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zu 2.
3 . 3 . .. 7, ..
% - %(Zk; (Pede — L))= 22321 (rde + Prde — 3(?,?% - %qk)z 0
s da g—qu = Pk bzw. gTLk :pk

Beispiele von genereller Bedeutung

2 Punktteilchen mit Masse m; und ms bewegen sich unter Einfluss einer
anziehenden Kraft, die durch eine potentielle Energie V' (r) beschrieben wird,
die nur vom Abstand r der Teilchen abhéngt.

= L= (#7497 + 2) + 5 (E5 +95 + 2) = V(r)

Koordinatentransformation

($17y1721;$27y2722)—> ( xr,Y,z ) T797()0 )
S~—— S~——

Massenzentrum Relativbewegung

e Koordinaten des Massenzentrums:

mixy + mexe = (Mmy +my)x
miyy + maye = (M1 +my)y

mi1zy + maze = (Mg +my )z

e Koordinaten fiir Relativbewegung

x9 — w1 = rsin(f) cos(p)

Yo — 11 = rsin(0) sin(p)
29 — 21 = rcos(f)

e Elliminierung von xs, yo, 22 in den Gleichungssystemen 1.1.3.2 und 1.1
(siche oben)
my

T =x — —————7rsin(f) cos
== e rsin(6) cos(i)
ma . .
e B — 9
= o~ +m2rsm( ) sin(yp)
2 =z — Mmoo, cos(0)

m1+m2
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e Eliminierung von xy, ¥, z; analog

To =T + LS sin(f) cos(yp)

mi + mo
my . .
=y + ——rsin(f) s
b=yt M rin(B)sin()
2o =2 + L — cos(f)
my + my

e Einsetzen der zeitlichen Ableitung in (1) i = m% + m% (u ist hier die
reduzierte Masse)

L= Y(my +ma) (@2 + 32 + 32) + Lp(r? + r202 + 12 sin?(0)p?) — V(r)

e konjugierte Impulse zu x,y, 2,7,0, ¢

oL (my + ma)i
= —— = (m Mo )T
b i 1 2

oL (M1 + ma)i
Y ay 1 2

oL (my + my)?
, = —=——=(m me)Z2
b 92 1 2
pr:l”"
peZMT29

Py = 1 sin(6)¢
e = Hamilton Funktion

H =pyi + pyg) + ps% + pei + pob +ppgp — L
=(my 4+ ma) (@ + 9 + ) + 20 + r?sin®(0)p?) — L

kintesche Energie des Massenzentrums  kinetische Energie der Relativbewegung
7\ 7\

1 1 - N
— §(m1 +my) (2 + g+ 2) + 5/1(7'"2 + 72607 4 1 sin?(0))
pot.Energie
~ =
- Vi)
Bewegungsgleichung
OH
b Ox

by =0 Massenzentrum bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit
y =
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.1 ( s i av)*
br 3 r3sin?(0) Or . .
9 Bewegung eines Teilchens der Masse p
.1 p;cos(0) ) ) :
Py =— (——rst relativ zu einem fixierten Zentrum
por2sin(6)?
pgo =0 y,
. _oH Px )
xr = =
Op: My +ma
my + Mo
: P-
Zz =
;nl +ms definieren die Impulse
;=
I
y _ Po
0 =—
pur?
_ Py
7 pr? sin?(6) )

1.1.4 Galilei-Transformation

(S bewegt sich mit v, relativ zu S)

e t = 0: beide Urspriinge O und O’ liegen zusammen

In beiden Systemen S und S’ lduft die Zeit gleich ab, d.h.: ¢t = ¢

Mafstébe in beiden Systemen sind gleich

Punkt P hat die Koordinaten:

. / 1 /
inS:zy,z

. ’ ’ /
inS:z=z,y=y,x=x +ut

Riicktransformation: 2’ = 2,y =y, =z — vt

Transformation der Geschwindigkeit

!
u:fundu:%

u=1u+v; W =u—v
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o Linge L = 29 — 9 = (25, +0t) — (2] +vt) = a5 + 2, = L’

e Beschleunigungen = Geschwindigkeitsdnderungen:
Au=uy —uy = uy + v — (U] +v) = uy +u) = Au
= QU =S by, W= =g = F=F
Galilei’sches Relativitatsprinzip
Gelten die Gesetze der Mechanik in einem System S, dann gelten sie auch
fiir alle anderen Systeme S, die sich Relativ zu S gleichformig und geradlinig

bewegen.

Beispiel. Fluss mit Stromungsgeschwindigkeit v—=0

Fragestellung: Beobachtete Zeiten fiir AB und AC, Geschwindigkeit ¢

1. Fall: Ruhendes Gewiésser, d.h. v=0
[ =300m,c=10%
Hinweg AB=1= 7 =1 =30s
Riickweg BA=1= 1 = é = 30s

=1 =7 + 7 =60s

Hinweg AC =1 = 75 =1 =30s
Rﬁckwegm:l:>74:é:303
=ty =73+ 14 = 60s

Atztg—tle

2. Fall: Stromendes Gewéisser

v=>5",1=300m,c= 10"

: A0 — _ 1 _ 300m _
HlnwegAB—l:>Tl—C+—v—@—2OS
Riickweg BA=1= 1, = ﬁ = 3?9;” = 60s
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=t =7+ 71 =80s

2

Hinweg AA” = AC" + A'C
(CTg)Q = l2 + (UT3)2
Riickweg 73 = 74

Gesamtweg to = 273 = ... = 2 % =69, 3s

= At =ty —t, =10,7s

3. Fall: Stromendes Gewasser

!

c :10%

A B,C fest miteinander Verbundene Punkte, die mit der Strémung
treiben

Mitbewegter Beobachter findet Fall 3 ist Fall 1 gleichwertig

4. Fall Ruhendes Gewésser, Bewegung des Systems der Punkte A,B,C mit
der Geschwindigkeit v = 52,1 = 300m,c = 10", gleichwertig Fall 2
d.h. At =10,7s

Zusammenfassung der 4 Bewegungsaufgaben
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Bewegung parallel zur Stromung

[ l le+lv+le—1lv 2 1
t1 =71 +72 = + = 5 5 = —
c+v c— cc—v

'U2
c1-2%

Abkiirzung: 5 = Y
c

t
=t =
21 : . .
t =7 Zeitdauer, wenn keine Stromung
Bewegung | zur Strémung folgt

1
2 _ 472
=t =4l
21 1
tQI_
c v2
=
t
ty = ———

Vi-

1 1
5t:t2—t1:t[1_62— 1—ﬁ2] %0 wenn v # O

1.2 Die Lichtgeschwindigkeit

e 1860. Maxwell’sche Gesetze — Zusammenfassung von Elektrizitit und
Magnetismus

o Maxwell — Gleichung: = el. magn. Wellen
Wellenldange A

Frequenz v

Ausbreitungsgeschwindigkeit c=Av

e el.magn. Welle im Vakuum = Transversalwelle (Wellenvektor k& = 2T)
e Wellengleichung:

d’E _ 2 (d?E | d&?E | d’E
az — € (de + a7 T a2
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F
€ = 8,854 - 107 12— Dielektrizititskonstante
m

m- kg

C’2

des Vakuums

o = 1,2566 - 107° Permeabilitiit

e im Medium € = ¢y - €, und p = po - iy

C ) 1 = 1 = <
m /€0 €r 10 flr- Ve €rfi n

1.2.1 Messung der Lichtgeschwindigkeit
1849: Methode von Fizeau (Zahnradmethode)

A2 Aoy olos zaa@(%o,tmolg/w
AFY) Alitlocdt v Lineos

&\ (eildurchlssiga (:7,0_((: = 2 O{C /'—
Beobachter Glasscheibe — A i
w=21 - A<
T At

fop -l o, A0

o &
: - £
Locdfae. ohauni 0 74 r At
L a“ !; {/KL t
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1.2.2 Der Ather

Analogieschluss: hypothetisches Medium = Ather ist Tréiger von Lichtteilchen
Aber Ather:

1. miisste masselos sein, andernfalls = Gravitationswirkung

2. darf Bewegung der Himmelskorper nicht beeinflussen
— kein Reibungswiderstand

3. miisste fester Korper sein, da

Licht = Transversalwelle (bekannt nur fiir Wellen in festen Stoffen)

c sehr groft = Stoff muss sehr kompakt sein
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1.2.3 Das Michelson — Morley Experiment
AoNS w‘m /4%-/“4 5 /‘Jlf?,u»tw*
(qu.? 73,u0,a.a/ Bové Pw - /«-«57»,

Michelson - Interferometer

)
=T Spieg

. teildurchlgssiger Spiege!
s T o
>. Lichtquelle i 4 l _Bc‘ic L% /i o 9
o o el nuitf
~ 36 %
Zeit  fiir AB und zuriick v ’3)& ~r £ce
4 =4 4 ""4’"_':7 A Y 0e
s '-4-@9 D

Ableseferarohr

oder Schirm
Interferenzstreifen

s R o, Gakidel
Srw foasts by
g f1 ‘2 = 22 v— y'—(—/’;z
c2
= (
o 2
8
= 24/ 4422 — 4’%&)
Towe
ece
~ & ?_f_z
Pz
C
=) W_e;ﬂ:«érﬂ”/é.ld A !’ =At-Cc=

153t l—sp Ah« Wz ofzua?—;; 7ol oGreb s,

‘(o’Dﬁfw-ae Nl
2,44@:.1 Z:o(lw«/wy %5

Ue J el X
Y Wecbrd A fall ﬁd] zz /

p.,cC,..._} P ,?x?wu o&f
12_
N c2

1.3 Die Einstein’schen Postulate

Michelson Versuch:

e Lichtgeschwindigkeit c¢ ist stets gleich grofs, in welcher Richtung zur
Erdumlaufbahn sie auch gemessen wird
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1. Das Relativitatspostulat:

Die Gesetze der Physik gelten fiir Beobachter in allen Inertialsyste-
men gleichermafen. Kein System ist dem anderen gegeniiber bevorzugt

e Alle gleichférmig geradlinig bewegten Bezugssysteme sind gleich-
wertig

e Die Naturgesetze haben in diesen Systemen die gleiche mathema-
tische Form

e Es existiert kein absolut ruhendes System. Es gibt nur relativ zu-
einander ruhende Systeme

e Jede Art von Bewegung ist relativ

2. Das Prinzip von der Konstanz der Vakuumlichtgeschwindigkeit

Im Vakuum breitet sich Licht in allen Richtungen und in allen
inertialen Bezugssystemen mit derselben Geschwindigkeit ¢ aus.

e cist unabhéngig von der Relativgeschwindigkeit v der Bezugssys-
teme

e In der Natur gibt es eine Héchstgeschwindigkeit = ¢

e Masselose Teilchen (Licht, Neutrinos,...) breiten sich mit ¢ aus,
massebehaftete Teilchen konnen ¢ nicht erreichen, egal wie sehr
sie auch beschleunigt werden

1.4 Die Lorentz-Transformation und ihre Fol-
gerungen

F = md Galilei — Transformation, Gesetz forminvariant (kovariant)
Maxwell-Gleichung Galilei — Transformation, Gesetz nicht forminvariant (nicht
kovariant)

Widerspruch, da alle Inertialsysteme gleichberechtigt sein sollten.
Maxwellgleichung bzgl. Lorentz-Transformation kovariant.

1.4.1 Bestimmung des Lorentztransformationsfaktors

v Annahme: 2’ = v(z — vt) (*) (Galilei — Transformation)

e Randbedingung: ¢ = ¢
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Koordinatenurspriinge fallen zur Zeit ¢t = ¢ = 0 zusammen

Lichtsignal wird ausgesendet

ruhender Beobachter: x = ct

bewegter Beobachter: 2’ = ct’
= mit (*):

v =z —=2) =qa(l— =) =qe(1=F) (L)

Riicktransformationz =v(z + Bx/) =~z (1+ E) =~z (1+6) (1.2)
c c

aus 1.1 - 1.2 folgt: = zx = y2wz(1 — B)(1 + 8) = y2xz?(1 — (?)

=>Te=——Cc
V1= 32
Analog:
PO i
\/1-p2
Zusammenfassung:
r = \;% & relativistische Vertauschung x = x/_ltvgz
v =y y=y
z =z z=2
t/ _ t*C%ZE t = t/+c%

1-32 \/1-p2

S und S” kénnen miteinander vertauscht werden, wenn gleichzeitig die Rela-
tivgeschwindigkeit das Vorzeichen dndert.
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1.4.2 Vakuumlichtgeschwindigkeit als Grenzwert

Fiir v > ¢ wird /1 — 2 = /1 — (%) imaginir
= betreffende Grofie hat keinen physikalischen Sinn

1.4.3 Langenkontraktion

e Galilei — Langemals

xh — xy = xy — x1 = | = bleibt konstant

e Lingenmessung

Messstab wird an einer zu Messenden Strecke angelegt und die Zahl
der Mafkeinheiten abgelesen, die in einem bestimmten Moment mit den
Enden der Messstrecke zusammenfallen.

e Lorentz
Ruhendes System: [ = x5 — 23
Bewegtes System: I! = 2}, — 2/ = —xg—nggg—tl)
Zeitem t; und ty sind so zu bestimmen, dass im System S’ Anfangs und
Endpunkte des Masstabes im selben Moment gemessen werden, d.h.:
!
ty =1t

v v
tQ—C—ZZEQ /_t1—0—2$1

=" = -
2 /T— 32 1 /T— 32
Gleichsetzen

v
= tg—tl :C—2<I2—$1)

:}ll—xQ_xl_vc%(xQ_xl)—l 1_1;2
12 c*

Bewegter Beobachter sieht kleinere Liangen! Das selbe Ergebnis stellt auch
der im anderen System befindliche Beobachter fiir Lingen im ersten System
fest:

[ =1/1—- 32 folgt aus der relativistischen Vertauschung
Kein Widerspruch, verschiedene Ereignispaare im System

S(Ifl,tl),(l'g,tz) und S,(l'llatll)a(l‘/%t;)

2
v
/ / o
] —xy = (1 — x2) 1—0—2 fiir t1 = to
/ / U2 / /
Ty —xg = (7 —xy4 /1 — — firt] =1,
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1.4.4 Zeitdilatation

Eine Uhr gebe am Ort 2/ (= ) im bewegten System Zeichen im Intervall

At =ty —t].
Ruhendes System:

Af— b o ty+ Say 4+ o)
=ty — 1t == —
ty — )

At
At = =
v2 v2
g s

Dem ruhenden Beobachter erscheinen die Intervalle gedehnt, bewegte Uhren
gehen langsamer.

Kein System ist ausgezeichnet, d.h. es findet auch der Beobachter im S’
System:

At

Beispiel. Myonen in der Hohenstrahlung
Myonen entstehen durch Héhenstrahlungsprozesse in der Erdatmosphére in
einer Hohe von ca. 20 km.

e Ruhemasse der Myonen: mj; = 207m,

e Mittlere Lebensdauer: 7p; = 2, 2us

e Energie: £ =5GeV = Ey;, = v < c 1—%22-10’4
Klassisch zuriickgelegte Wegstrecke:

s=c- Ty =3-102 =2.2.10"% = 660m
S

Myonen sind aber auf der Erdoberfliche nachweisbar, da:

T™

Spel = U - \AL = = — - = 33km
ruhender Beob. \/1 _ \/(1 + E>(1 - E)
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Beispiel. Mesonenzerfall im Labor

Im Laboratorium bestimmt man die mittlere Lebensdauer der Mesonen ent-
weder am ruhenden (7) oder an bewegten (75) Mesonen.

Unterschied 7 — 7 kann mit der relativen Zeitdilatation erklart werden.

= N(t) = Noe_% dav = %
= N(t) = Noe 7=
+ No
II"Mesonen v = 0, 75¢ und N(8,5m) = —
e

aus 8,5m =0,75¢c- 1 = 7 = 3,810 %s
ruhendes ITT™ Meson:

7':7'2\/1—52:7'2'0,66:23,&8

1.4.5 Relativitat der Gleichzeitigkeit

Im Rahmen der Lorentztransformation verliert die Zeit ihre Unabhéngigkeit
und wird ortsabhéingig.
= Forderung der Gleichzeitigkeit im System S (d.h. t; = t3) an dem Ort x;
und 5 (x; = z2) bedeutet nicht, dass auch im System S’ das Ereignis zur
selben Zeit stattfindet.

%
p_h-an
P Ll

Jiop T iiw

Aus ty =t folgt: ) # 1,
Allgemein:

v
lo — T2

folgt zeitl. Verschiebung
—
v
t2_t1+c_2 (1'1—1'2)

th —th =
2 1 m
v
- —0 v — 0 oder ¢ — o0

Aufgrund der Relativitit der Gleichzeitigkeit wird jedes Ereignis nicht nur
durch Angabe eines Ortes, sondern auch durch den Zeitpunkt in dem es ge-
schieht gekennzeichnet.
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Ereignis im System S — Wertepaar (x1,1;)

gleiches Ereignis im System S’ — Wertepaar (z7,t))

Zweites Ereignis in S — Wertepaar (22, ts)

Zweites Ereignis in 5" — Wertepaar (x5, t5)

Zeitintervalll zwischen den Ereignissen:

tl /
t—ty = — 22 fir 2} = )
v
-z
L (1.3)
/ / th lo ..
und t; —t5, = - fiir x1 =
-5

Uhrenparadoxon

Zwillingsparadozon: Anwendung des Uhrenparadoxon auf eine Weltraum-

reise.

Zwilling A unternimmt mit einer gegen c nicht vernachlassigbaren Geschwin-
digkeit v eine Reise.

Zwilling B bleibt auf der Erde zuriick. Nach einer Gesamtreisezeit von ¢'Jahren
trifft A wieder mit dem in seinem Inertialsystem verbliebenen Bruder B zu-
sammen. Der Bruder ist inzwischen ¢ Jahre dlter geworden.

t,
t =
'U2
-2
1
= Altersunterschied At =t —t =t | —— — 1
’U2
el

1.4.6 Beispiele

(stehen noch aus)
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1.4.7 Lorentz -Transformation Michelson Moreley-Experiment

A4 Loty - Tn irictiloes A Aol oy

Michelson - Interferometer

—— Spicgel 2
= piege:

oA
+ |7

teildurchidssiger Spiegel
i

& = e
= A . |

AB-AT < Spiegel 1

+

p Y
ol

Zeit & fiir AB und zuriick
o . 1

r1 C=v Gy

21, .1
-

Ableseferarohr
oder Schirm

Interferenzstreifen

s debadhik A A B wacind A=l It
“_ ol [T _2de A = tn (AP

o Af:o

e (S Caddlef oF At 2K s foen A Geolhf

— X = {_ = -?/0 /f -___/F_(_ 52& _/{_—
b 'é?, W — V:ﬂ‘ﬁ )['4_/?5? e _4.-%,2
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o fomyOli peatliz b (L9, K ol
ARV LIS 7 PP oo
(¥q /)(L, ] e W"' M

i ier Sorne
P Srlpiant  Vallpacddy ) xR

x,(Zeifachse) r xy (Zeitachse)

Pd_'P; = A@'[M Ax, < 7

8x;;8%,=0
Blitzil 7~
%

Xq(Raumachse)

2,
Ay
ax <

x;(Raumachse)
_ ; 2 ? _
Plapbheagoros € D) = DT, = D%+ D AKX 8K,
Al fbvol PP, ol m Laiolier Sigo Grocosan f@ozw
S =4 ¢ = [Be?rax® = 8671 bx° —awoeacf
¥ 5 5,9 gt .2r€
- bS = X — '(' - )( ? , ’)
Varell 9 r dls 2_ oly,’ +olrs ?*”/f's?*'a/"'q?' ﬂ’s/f'?’_‘dh’ +a/xa?f0%
" Gmadeat obs Wrhliscsiiolpnls X Jormiand
. 2edy, ? polty3=c 2ol = ol ks P+ olKe !
4

Barag b M@’Wﬁi’gir Q:éa(/ ’;wﬁv.
ol ;&é:‘jl”%* .C}i—, /&[
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1.4.8 Relativistische Geschwindigkeitstransformation

Galilei: Geschwindigkeiten werden linear addiert
u=1u+v

/
U =u—v

Zwei Systeme S und S’ bewegen sich parallel zur x-Achse mit der Relativge-
schwindigkeit v. Im System S’ bewege sich ein Punkt parallel zur x-Achse.
Beobachter im S’-System findet: v’ = f—,/

beobachter im S-System findetu =

r o+t =0 2 4ot (% +v)
U= — = == = 7
t A=+ 50 U+ 52 1+ 35Y)

u 4+ v
U= —p—
1+C—2U

Mit relativistischer Vertauschung (v — —v,u’ — u,u — u')

Da 1+ Zu' > 1= tpear < ' +0
und 1 — 5 < 1= Upejar > u—v

Geschwindigkeiten kénnen nicht mehr linear addiert werden!

Beispiel. 1. Ergebnis Michelson Versuch

€+ Vgrde = C

u =c
, U = VErde 2
U — uw +v =~ C+ VErde _C(C+UErde)_
L4 S 1+ "Brge® 2 4 Uppge - C

2. Addition zweier Unterlichtgeschwindigkeiten

u' =0,5c v=20,5c

0,5¢+0,5¢ c c
u = 0Ee = = =0,8¢c
1+ 75¢0,5¢  1+0,25 1,25
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3. Summe zweier Lichtgeschwindigkeiten

c+c 2c
= — = C

U= ——-"
1+ c2c? 2

Bisher: Spezialfall, Geschwindigkeit des Punktes parallel zur x-Achse ge-
richtet

uy = 0, u, =0
! !
= u, =0, u, =0

Allgemeiner Fall: Geschwindigkeitsvektor hat drei Komponenten:

~

x / z’

Uy n . Uy, i,

= — Y /I — / — Y
U= U | = ol w=\u, | =1\%
z / z'

Uz t Uz T

vy WP Y TE TP

t 4%y (14 Su) Y1+ Suy

/
Ug lii = & relativistische Vertauschung — w), = ;%52
2 Yz 2T
w, = = Y u =, Y
YTy T 145 Yy V1l-SFus
w, = u Y ul = u, Y
z z1+c%ué z T Zl—c%ux

Klassisches Gesetz vom Parallelogram der Geschwindigkeiten gilt nicht mehr!
Galilei:

u=u+v

Oder vektoriell:

i

£y
I

_|_
<y

—
—

il = (u' + ) (u' + ¥ =0 4 20T+ P = u? + 0+ 2u'vcos g
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Relativistisch:
= —u +u —l—u
/ 2
VIi- 3R
u2:( u 4+ > N 6
1+ Zu), 1—1—62 " 1+62u
u 24 2ufv + 02 +u (1 — 2(1 - 6%
B (1+02u$)
uf—i—u;—i—uf—i—f —u;f”Q —ul2” + 2ul v

(14 Zul)?
\/u’2 + 02 4 2u'v cos @ — (LSRR

c

= Uu = 7o
I+ %7 cosp

2
v ’ ’ ’ ’
T 2 2\, /22 /2 2 . .2
wobei gilt: — =z (u, +uz)mit u, +v; =u" —u~cos” ¢

w?(1 — cos® ) = u'?sin?

1.4.9 Relativistische Beschleunigung

Geschwindigkeitsdnderung du in der Zeiteinheit dt

Zwei Félle: Beschleunigung in Richtung der Bewegeung a, bzw a/, und senk-

recht zu der Richtung: a, bzw. a;

Bei Koérpern im bewegten System S’ : ¢ = 0 misst man u!, = 0 bzw. ist
= At’ dann misst man Au/,

Beobachter im System S (Relativgeschwindigkeit relativ zu S’ ist v) hingegen
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findet u, = v und wu, + Au,
Uy + Aty =0 + Au, =

Aul, € v
add.Theorem A / HLJU =l-u
~~ vhou ~ (vAu) (1 — EAUé)
1+ SAu, c?
2
v+ Aul, — U—2Au; - %Auf
c c
=0
2
Au, = Au, (1 — U—Q)
c
At
mit At = ——
V1-p52
Au,  Aul, v? . v?
At At c? c?

y-Komponente der Beschleunigung:

yY=y=>Ay=y

Loy _ Ay 1
At AL /1T 32
, 1
uy:uy—_l_ﬁ2
Au;_Auy 1 1 Au, 1
At At \/1_52\/1_62_ At 1— 32
, 1
ay:ay'l_ﬁz

02
ay = a, (1 - E)
Analog folgt fiir z-Achse:

/ 1 U2
a, =a - —
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1.5 Relativistische Dynamik

o Galilei:
a) Masse ist Erhaltungsgrofe

b) Erhaltungssatz fiir Impuls

e Lorentz:

Zu zeigen ist: Der Impulserhaltungssatz behilt gewohnte Form,
wenn die Masse eine Funktion der Geschindigkeit wird

Mo .
m=——— myg ist Ruhemasse

Vi

1.5.1 Impulserhaltungssatz und Massenveranderlichkeit

Voraussetzung: vollkommen unelastischer Stofs

Im System S’ bewegen sich ldngs der x’-Achse zwei vollkommen plastische
Kugeln mit den Geschwindigkeiten v’ bzw —u’ aufeinander zu.

Sie fiihren einen idealen unelastischen Stofs aus, sodass sie beide nach dem
Zusammenstof im System S’ in Ruhe sind u), =0

Impulserhaltung im System S’

miu’ +my(—u') = (my +mj) - 0

(my —my)u’ =0

= Massengleichheit m| = m/, gilt auch, wenn die Massen in ,Ruhe* sind
m/1,0 = m/2,o
Impulserhaltung im System S (bewegt sich Parallel zur x’-Achse mit der
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Geschwindigkeit v)

miuy + maus = (mq + mo)u

u + v
Additionstheorem: u; = +v
1 -+ C—Qu’
—Uu -+ v
u =
2T 1 c%u’
u + v —u/+ (my + ms)
m m = (mq + mo)v
1 oy 27 Y 1 2
u 4+ v —u' + v
my > — v+ T U =
1+ 2 -z
/ v2 7 / v2
U—|—ﬂ/—ﬂ/—c—gu —u+ﬂ/—ﬂ/+c—2u
mq mo =0
1+ C%u’ 1— C%u’
Lo wi-%) w-%)
m =
Y1 L 1 sw

/
mq 1—C%U

Mo I+ Zu

e Folgerungen:
a) u' # 0 = Kugeln haben in S verschiedene Massen m; > my

b) v =0, d.h. u; = us = v = my; = my Kugeln haben in S gleiche
Massen, wenn sie die gleiche Geschwindigkeit haben. Speziell gilt fiir
v = 0 = Ruhemassen gleich, d.h. m; o =magp

Wihle Relativgeschwindigkeit v = /

2v
1+%

C

U = und up =0 d.h. 2.Kugel in Ruhe = my = ma

2

v
m2’0_1—6—2

- 2
my I+ %
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Da Ruhemassen gleich

2
v
mio 1_0_2

mp 1—1—2—;
(m1,0)2 _ 1+ (5%)? —2p
my (1+ﬁ2)2
()42 -4y
(1+ %)
- 1 av?
“lta e
(Hc—z)
2
mio\ |
my c?
bzw m1:& =mgy+ Am
uy
T2

Wobei Am Massenverdanderung bei Geschwindigkeitszunahme o kinetischer
Energie ist.

Bewegt sich ein Korper der Ruhemasse mg gegeniiber einem Bezugssystem
mit der Geschwindigkeit u, do misst man die Masse (Impulsmasse)

m(u) = —==
’LL2
T2
(Folie ,Relativistischer Impuls®)
myo 1 2 1
-~ mo(l+ =+ ) =mo+ =mpv” —
V1-p320 ol 2 ) 0" 9 oY c?
vc N —
Ekin,ki
Am

= Amc2 = Ekin,kl

e Folgerung:

a) kin. Energie ist einem Massenzuwachs proportional (und umge-

kehrt)

b) Masse und Energie sind dquivalent, wobei Eyip ki — Ekinrelat
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1.5.2 Masse — Energie Aquivalenz

E =md®

mo
Arbeit = kinetische Energie,d ie dieKraft verrichtet hat, um das Teilchen auf
die Geschwindigkeit v zu bringen.

Ausgangspunkt: F = 4 (m - v) m =

v

dA  ds d “ds | dsdA
dA=F .- ds"> = 20 = L

dt — Cdt  dt | J1—p2 dt | dtdt

B mo dg ds my d’s | ds . mg BeB dp dg
B RN N 5_\/1‘—52(1—525 CE)Cﬁ
—cB ds

v Bl el
Srr

2
moc 1 dp Bdp
= — =dA = e
1_ﬁ21—62dt:> o /1= 3
Substitution:
d 2
z= 1_ﬁ2:>_z:_—ﬁ —éjﬁdﬁ:—zdz

B~ 21— =2

A =myc?(—) & _ moc? (l + Const)

22 z

A =myc? + const moc?

1
it

A=0fiirv=0bzw. =0

0 =mgc? + const moc® = const = —1
9 1
A =Epin =moc” | —— -1
V1 — 32
=(m — myg)c?
=Amc?

Kinetische Energie (Ey;,) = Gesamtenergie (mc?)- Ruhemasse mqc?
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1.5.3 Der relativistische Energie Impuls Satz

e Nach klassischer Physik gilt: p=muv

1.2 P
Ekm—im’U = om

+p“c
~~

Ruheenergie

e In der Relativititstheorie gilt hingegen: E?> =  E} 2c?
~—

Ges.Energie
Wobei p = —m0v_

V/1-52

Beweis.
mo
m=——
J1- P
mc? moc? ’
(—2 ) |5 1-0-9
c 2 /1—
m2ct L gy mact
A ( _ﬂ ) - !
m2ct  m?ct? mict A
_mrev e
ct ct ct
m?ct — (mv)*c = (moc?)?
B2 —p2c? E21
By = E2 + pc?
pc  wmug v
sinp=—=—-=-=

O

Beispiel. Bestimmung der Geschwindigkeit eines Elektrons mit der Energie
2,4MeV (Ruheenergie moc® = 0,511MeV)

p-c=1/E?*—E?

=/(2,4MeV)2 — (0,511MeV)? = 2, 34MeV

pc
= =

v 2,34MeV

PR WEVAERLE

(%
C

Beispiel. Licht.
Dav=cist =1
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Also:
E? = mict + p*c®

—Ende des bereits korrekturgelesenen Bereiches

1.5.4 Invarianz und Transformation von Energie und
Impuls

Relativistische Energiebilanz

E = Eyin + Ey

m(v)c? = Epin + moc?

Ruhenenergie Ey = mgc? ist in allen Bezugssystemen gleich (Lorentz
Invarianz)

Relativistische Energie-Impulsbeziehung
E? = E; + p*c?
Ist ebenfalls unabhingig von speziellen Koordinaten.

Impuls und Energie (Masse)transformieren von einem System S in ein
anderes System S’ in analoger Weise wie z und ¢

v / v o

V2 v?2

T2 T2

;- W

Dy = Dy Dy =Py

/ /

pz:pz pZ :pz
i E v / E v

E' 5 — &b E' S+ &b

c? v2 c? v2

T2 T2

e Impulserhaltung Ap = 0 oder der Energieerhaltung AFE = 0 fiir Beob-
achter im S System = Beobachhter im S’ System

Ap'=0und AE' =0
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1.6 Das euklidische Raum-Zeit-Kontinuum

1.6.1 Ereignis, Kontinuum, Weltlinie
e Raum:
3 dimensionales Kontinuum

Ort eines Punktes (x,y, 2)

Spezielle Relativitdtstheorie (SRT):
Zeit ist keine absolute Grofe mehr,

Zeit ist mit Ort verkniipft

= (z,y, z,t) = Raum-Zeit -Kontinuum

Minkowski:

4D-Raum-Zeit-Kontinuum kann in kann in mafsgebenden formalen
Eigenschaften wie das 3D Kontinuum des Euklidischen Raumes darge-
stellt werden.

Verallgemeinerung: (x,y, z,t) — (x1, e, x3, x4) mit x4 = \/—1lct = ict

(Folie Zeitachse-Raumachse)

Pythagoras in 4 Dimensionen:

Pip2 = \/Ax% + Azd + Ax + Az
(seien Az3 = AzZ =0)

Lorentz-Transformation:

da? + da? + da? — Adt? = do? + do? + do? — dt'?
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LT ¢ Trawfrocales Moeaﬂ.fw;«l,& e, (X, ct)
i A

cxlpect!/

%

Wondal ¥ ¥ ' = Aakeg
== Cf~c-(-/~/fo@u1:
Aatal © K 2-e2? £7=x'%-c 2g ¢ 2 |
Y Baecche 24< ce o ocfaiolr | = olunrece 2av
S ( Kn Ko Ko, o) relalat 2 €9G G0/
o/’ﬁ«oa;,&m, ek et ‘
yX?“““?"«M : )(127")(2 tKr " <cE
QMM PoXa24 X Ry’ ) >0
Z"C/ab/'é-‘}ej )(427L)(—2?¥ %12:(*?24?
?;LMM: Ka 2F K, Sy S S ?

‘l‘(a
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1.6.2 Geometrische Interpretation der Lorentz-Transformation

S -9
9 19 19

($1,3?2,$3>£E4) - (33/127372 y L3 s Ty )

7Zu zeigen: Ubergang von einem rechtwinkligen System S zu einem Schief-
winkligen System S’; vermittelt durch eine Drehung um einen imaginéren
Winkel ¢
Lorentz-Transformation in neuen Koordinaten:

xy =ict x)y = ict’
t=o =4
’c ’c
zh—ila r1+1¥xy
- 1 c”4 /I __ c
2 2
[ /I __
T3 = T4 Th = T3
! U ) !
Ty—1,.T] /) T4—U T
Ty J = Ty = T—5
11— 1—vs
(‘2 [:2
Matrixschreibweise:
/
Xy aix aiz2 aiz Qaiq X1
/
X a21 Qg2 A23 Q24 X2 .
21 = : (allgemeine LT)
Ty a31 Q32 azz aA34 €3
/
Ty Q41 Q42 Q43 Q44 Xy
TV

a; -Richtungskosinus des Systems S’
gegen die Achse des Systems S

Forderung fiir die Metrik:
r]+ 15 + 25 = At
x/f + :L’/22 * x? = A2
Spezielle LT: 10 a;, Koeffizienten verschwinden

i

o e

1
— 0 0

) V1-3 Vi3 T

xh Qv 01 0 T3

4 =~ 0 0 L 4

&
T
n‘d
| 1o
g
T
’B‘C
|
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Riicktransformation:
1 —it
0 0 <
2 2 /
T V1% V-2 T}
/
Ty | _ 0 10 0 Ty
T3 0 1 0 xh
2 1 /
Ty c 0 Ly

Elementare Analytische Geometrie:
x _ [ cosp sing\ [z T\ _ (cosp —sinp) x)
xh —sinp cosy o) \ T2 sing  cosp xh

Aus Vergleich mit Koeffizientenmatrizen ay; und a;

1
cos p =

02
c2

: ig

sinp = <
U2
c2

Winkel zwischen Abszissen z und z’

v
i— =10 = @ = arctan i3
c

-+
o
=
€
Il
|

LT ist geometrisch als Drehung eines Koordinatensystems um einen ima-

gindren Winkel aufzufassen.
Ansatz: ¢ = 1), Y -reell

1
cos p = cos(it)) = cosh) = ——
V1= 32
: o - i
sin ¢ = sin(iv)) =isinhy = ——
V1= 2
: - sinh
tangp:smgp _ isin w:itanhg/z
Ccos cosh ¥

xy\ [ costy ising x
= (mé) B <— sin ¢ Cosw) . (xl)
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Ubergang zu reellen Gréfen:

1 i
] —i8 x
2 \/m 2
2
; T o ct
ot 13 ct

= Vi + Ny (1.5)

ct e
7
,
,
ct=x"
,
,
7
,
,

ot Ct,,}(
1
/

’
’
’
’
SO NS
’
.
.
W /

.

S” vie=Y% S vic=VYi

Verlauf der 2/ -Achse um (xy, c¢t) Diagramm?

e Bedinung fiir ) Achse ist c¢t’ =0

— By ct
1.5) = 0= +
(15) et
Gerade mit Steigung 3 = Y <1
c

Winkel zur x;-Achse ¢, = arctan 8

e Verlauf der ct’-Achse im (z, ct)-Diagramm?

Bedingung x| = 0

1 Bt
14) = 0= —
(1.4 N
1
P Gerade mit Steigung — = £
p 6w

Winkel zur x;-Achse ¢y = arctan(

)

=
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e Festlegung der Metrik (Mafkeinheiten)

’ !
i — Pt =12 — t? = £1m?

Fiir Licht gilt: 1 = ¢t und 2} = ¢t/

= Hyperbeln

43
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Lopon eneliel il

:; x (m)
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ot ol bl ol

’w‘.ﬂ-ej/étmc&, QWML,HZA -&C

2,»-&;«1

fn= %,my,_z Hoi fa=xy” wam«/@/
tp =€ =

B= 7&%1'-(0;—, YA K;;-/o« + X3

= Kflrtffeer a-«f‘)(
ffic?_,g a&!ﬂcﬂ.{;&.\mf% mj ‘4’5“0
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Beispiel. Zeitdillatation
Raumschiff mit Geschwindigkeit v relativ zum System S
Lichtweg in S ist langer als in S’

= Zeitdauer At > At/

Kiirzestes Zeintintervall = Eigenzeit, wird von der Uhr gemessen, die sich am
Ort der beiden Ereignisse befindet
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ot ol bl ol

’w‘.ﬂ-ej/étmc&, QWML,HZA -&C

2,»-&;«1

fn= %,my,_z Hoi fa=xy” wam«/@/
tp =€ =

B= 7&%1'-(0;—, YA K;;-/o« + X3

= Kflrtffeer a-«f‘)(
ffic?_,g a&!ﬂcﬂ.{;&.\mf% mj ‘4’5“0
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1.7. DER RELATIVISTISCHE DOPPLEREFFEKT
1.7 Der relativistische Dopplereffekt

e 1843 Christian Doppler:
Untersuchungen zur Schallausbreitung

e Beobachtungen:
Frequenzénderungen werden bei bewegter Schallquelle und/oder

Schallempfanger gemessen

e Klassische Behandlung: 2 Grenzfille
1. Empfénger/Beobachter bewegt sich mit vg auf den ruhenden Sen-

der zu bzw von ihm weg

V:VO(lzl:%)

2. Empfanger ruht, der Sender bewegt sihc mit v, auf ihn zu bzw

von ihm weg
V= T

14t
yC l/S
1§22

3. Wenn der Sender und der Empfanger sich bewegen:

==

Als Bezugssystem dinet in der Akustik das ruhende Medium.

Herleitung der Allgemeinen Beziehung fiir den Dopplereffekt

—

Eben Welle im Vakuum:
- 2
mit k = Tﬂ -7

E(7,1) = Eye'“*0
_ E’Oeiw(tf%)
_ Eoei2ﬂu(t

— E_:Oelw(t7x7y7z7a7ﬁ77)

x cos a+y cos B+z cos ¥
B c @ — oy = 27TX
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& = 2m '+ g2 cosa(@ +ut) cos 3
cos yz/

2 2 Y-
_ v c - % ey c

v2 v2
2mv(1 — 2 cos @) " ' cosa—2 oy cosfy[1 =7 ycosy\/1-5
v2 cl— Scosa ¢ 1—2%cosa ¢c 1—2cosa

_c_2 v C C

/ / /
T Yy 2
=21/ [t' — —cosa’ — > cos 3 — = cos 7'}
c c c

dieselbe Bauart wie Phase fiir das ruhende System
= Eine ebene Welle bleibt bei LT eine eben Welle

e Anderungen

a) Schwingungszahl

b) der Richtungen der WEllennormale (neuer Richtungskosinus)

, cosa—%
cosq = ————
1—2%cosa
C
2
%
COSﬂ/—COSﬁ =
1— %cosa
2
v
cos/ — cosyy/1—
1— lécosa

Lichtausbreitung in der x-Achse (o = 0, 7), v liegt in der Sichtlinie
1+£2

_ 2
62

1+4/1-%
\/(1—,/1—3—5)(1+ 1-9)

yongitudinaler Dopplereffekt

/
Vv =V

=V
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e Vergrofert sich der Abstand zwischen Beobachter und Lichtquelle =
Rotverschiebung von Spektrallinien

e Gleichformige Veringerung des Abstandes = Violettverschiebung von
Spektrallinien
e Lichtausbreitung L zur x-Achse (o = )
= transversaler (quadratischer)Dopplereffekt.

Vorraussetzung: Statt Winkel o wird der Winkel o im Bezugssys-
tem des Beobachters eingesetzt:

cosq) = ——¢ = cosa =

1.8 Allgemeine Relativitatstheorie

e SRT:

Sonderfall von zueinander gleichférmig und geradlinig bewegten Be-
zugssystem

o ART:

beliebige Bewegungen zueinander, auch beschleunigt

e Einstein:

verallgemeinerung des Relativitdtsprinzip. Es gibt keine absolute
Bewegung, sondern nur relative.
Die Naturgesetze bleiben in allen Systemen erhalten. Alle beliebigen ge-
geneineander bewegten Bezugssysteme sind zur Beschreibungen gleich-
berechtigt.
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1.8.1 Aquivalenzprinzip von Trigheit und Schwere
e klassische Physik:

trage Masse m; und schwere Masse mg

Mafk fiir die Fahigkeit eines Korpers einer Beschleunigung zu wi-
derstehen.(Skizze Massenpunkt, Kraft)

Maf fiir die Fahigkeit eines Korpers, ein Gravitationsfeld zu erzeu-
gen und/oder von einem solchen Beeinflusst zu werden (Skizze Mas-
senanziehung Erde - Korper)

e Erfahrungstatsachen (Experimente)

Kasten in einem von Gravitationsfeldern freien Weltraum (Skizze Mensch
in Kasten) Seil wird mit konstanter Kraft F gezogen.
Mensch im Kasten nimmt Gravitationsfeld wahr, wihrend ein ,ruhender®
Beobachter auferhalb des Kastens eine gleichférmig beschleunigte Bewegung
feststellen wiirde.

= Gleichférmig beschleunigte Bewegung und ein Gravitationsfeld konnen
(fiir kleine Raumgebiete) wechselseitig ersetzt werden.
Aquivalenzprinzip von Trégheit und Schwere

1. Kriimmung der Lichtstrahlen
(Skizze bewegtes Bezugssystem, Licht senkrecht dazu)
Aquivalenzprinzip = Kriimmung muss auch in einem Gravitations-
feld auftreten (Skizze Licht-Sonne)
2. Rotverschiebung im Gravitationsfeld (Skizze ,Dopplereffekt” vom Licht)
Wenn Lichtpuls Beobachter trifft hat er Momentangeschwindigkeit

v
Dopplereffekt:
1+
v =1y EZVO(I:I:E)
1F P C
Ay — VvV —1) ~ E
y C

Aquivalenzforderung: Im System S mit der Gravitation § muss sich
ebenfalls eine Frequenzverschiebung einstellen.
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3. Gravitationswirkung kénnen durch passend gewihlte Bewegung zum
verschwinden gebracht werden.

Beispiel. Masse im Gravitationspotential

T r M 1 r
Arbeit = AE,,, = / F,dr = / Gy = GMm-

o r2 oo
1 1
= gMm= = By = —mu?
r 2
GM
=12 =2 mn
r

Aquivalenzprinzip: Es ist gleichgiiltig, ob man annimmt, der Beobachter
ruhe in der Entfernung r von M im Gravitationsfeld, oder ob man
annimmt, das Gravitationsfeld fehle und der Beobachter hab dafiir in

der Entfernung r von M eine momentane Geschwindigkeiet v
Erdoberflache:

som’
52 K
S G

G =6,667-10"

L Entweichgeschwindigkeit (Fluchtgeschwindigkeit)
s

Mg =5,98-10%¢g
re =6,37-10°m
Sonne: ‘
Mg =1,98-10%g km
_ ) 10 Vo = 6, 4—

re =6,95-10"m 5

rs

Cc

rs < Schwarzschildradius

fiir rs = R (R-Radius vom Objekt) liegen extrem relativistische Objekte
vor (,,Schwarze Lichert) Fiir die Sonne wére rg = 1, 5km.

1.8.2 Raum-Zeit-Gravitation
e klassische Physik:

Raum und Zeit existieren unabhéngig voneinander

e SRT:

Raum-Zeit, zeitliches aufeinanderfolgen von Ereignissen ist nur in
einem Raum denbkbar und rédumliche Beziehungen sind nicht anders
denkbar als zu einer Zeit
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o ART:

Nur die Einheit Raum-Zeit-Gravitation existiert selbststdndig und
hat Struktur. Aufgrund von Gravitationswirkung der Massen werden
sich alle Korper auf jkrumlinige* (also beschleunigte”) Bahnen bewegen.
Raumkrimmung Steht in zusammenhang mit einer Beschleunigung:
Kriimung eine Kurve x = f(x) in der x-y-Ebene

}% = iliiyi L ; 3 R -Kriimmungsradius
(W@
y=1-ct
N 1 _ d*x . 1
R (ic)2dt ( \/@)3
. 1

— 3
c 2
T2
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?//%M%M}& e /?Otu“q./['ﬂ—("/wimj )

,peach ”@W o M“ 0L flacks,
:VOG/Q looly Loinnda (%;”w/a’zt@(’/

1.8.2.1 Uhren im Gravitationsfeld

SRT:
t 1 t

t,:\/l_z_j'\/QGMr'\/l_Q%_J\;f
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= Im Gravitationsfeld gehen Uhren langsamer

1
§mv2 = mgh = v® = 2gh

1.8.2.2 Lichtgeschwindigkeit im Gravitationsfeld
e SRT:

¢ ist eine absolute Grofe

o ART:

¢ hiangt von Schwerkraft und der Richtung gegen die Schwerkraft
ab

Experimentieren in einem beschleunigten Kasten -fern von Gravitationsfeldern-
soll Lichtgeschwindigkeit messen.
(Skizze)

A By aus Kosinussatz:

Etl = l_"i‘ 17751
At =12 + 02 + 2lvt; cos
0=t (02 — 112) — 2lvt, cos o — I?

2lv 12

0=t — Cz_vztlcosgp—

c2 — 12

_ lvcosyp n \/l2v2 cos? p 12

(CQ _ U2>2 2 — 2

(02 _ 122)2 c2 — 2 2 — 92

l 1202 cos2 12
. vcoscp+\/ V= COS*

l2 2 2 l2 l
da \/ vees e > EBPind Zeit ¢ > 0 gilt

c2 — 2 (02 _ U2>2 2 — 2

A3B2 = Etg = f— ?7t2
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3 =12 — v?t32 — 2lvt, cos @

b lvcosgoi 1202 cos? ¢ 2
27T T2 2 (=022 2 —?
t =11+t
_5 l2v2coszgo+ [?
- (02_1}2)2 2 — 2
21
= 2\/U2COSQQ0+02—U2
2 —v
N 21 ? —v?
C = — =
Tt vt teosty
e 1—2—3
Cop=—"
% \/1—2—2—2—5008290
_ (1- %)
1—’;—§+2—;cos?go
2rgc?

Mit v? =

(1—4)2
:>CSO:C 2r QCj
1 — =5 4 =S cos?

2r

Skl 2
~ (11— ﬁ) [1 + 7ﬁ—S(l — cos? 90)]
r r
2rg T 2r?
cwzc{l—TSjL?S(l—coszgo)—r—QS

~ ¢ {1 — T—S(l — cos® go)}
r
Fiir r — oo = ¢, = ¢ Vakuumlichtgeschwindigkeit

¢ = 90° Lichtgeschwindigkeit | Gravitationskraft

s
Co=goe = CL =cC (1 ——
.

¢ = 0° Lichtgeschwindigkeit || Gravitation

27“5
C¢:OOZC||:C ]_—T

(1 o)}

a7
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Michelson: Unterschied Ac = ¢; — ¢ = ¢*2 = 5%* Messgenauigkeit heute:
1=
S

1.9 Experimentelle Priifung der ART

1.9.1 Gravitations-Rotverschiebung

v(h) = vy Vereinigung der Frequenz
Masse m = %
(Skizze Erde Gravitation)

Gegen das Gravitationsfeld muss eine Hubarbeit von

A =mgAh
verrichtet werden
= Vereinigung der Lichtenergie
AE = =A
AN %—;j Ah
c
Av  gAh
v c?

A
¢ sei konstant Ah = lm = — = 1,1-107'° (messbarer Effekt!!)
v

e Pound und Rebka: Nachweis mit riickstohfreier Kernresonanzabsorbti-
on (Méfbauer Effekt) Rotverschiebung wenn y-Strahlung gegen Gravi-
tationsfeld lauft. Violettverschiebung wenn v-Strahlung in Richtung der
Schwerkraft lduft.

(Skizze Autbau)

e Gangunterschied von Uhren
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Experimentelle Umsetzung:

29

Uhr auf Meereshohe und eine auf dem Mt. Everest (8,8 - 10°m nn)
= Gangunterschied nach ¢ = 1 Jahr von At = 31us (messbar!!)

1.9.2 Ablenkung von EM-Wellen im Gravitationfeld

(Skizze Sonne-Strahlung von Fixpunktstern)

Wellenfront AA’ geht im Abstand von 7 = M B an Masse M, vorbei und

bildet mit der Gravitationsrichtung den Winkel ¢
Lichtgeschwindigkeit im Pkt B : ¢,
Lichtgeschwindigkeit im Pkt B’ : ¢, + Ac,

AB = cpdt = dy
Winkel dip = B'B", B'B" = Ac,dt
Im Grenzfall: Ac, — dc, = 80561:17
T
B'B1 Oc
dip = =—2.d
v dz ox
dc,
= —~dt
ox

dtzzf—';f dc, 10c, y
or ¢ Oz
r=+/ 2412
x +y c |:1 . T_S (
,

Cyp 1 + cos? 4,0)}

}

dep _ 0 ] |y__Ts
or  Ox Va2 + 2

_%( 34 day?)

O = =2 (a* + day?) dy

dt

"

Ablenkung des Lichtstrahles ¢ folgt durch Integration iiber sémmtliche Win-
5

kel di langs der Geraden z = D =r2
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* D?+ 4Dy D+ 4y’
:/&ﬂ:?"s —ysdy:TSD/ yédy
—oo (d? +y?)2 —oo (D% +y?)2

f \/ D2442)5 = 3D2\/(D2+y 3D2 f (D2+y )3
f 2dy - Yy + f
Nz D 3 o

— Y

| ot = wyer

o0

y 2y
= +
{ /(D? +42)3 D2 /D2+y2}oo

rsD | 55 (1= (-1)]

[limy_,ioo -1 limy 4o %5 — oo]

. 4TSD . 47”5 4GM M=M07 D=rg

= 2 0,848 - 107°=1, 745" (BogenmaR)
C

1.9.3 Periheldrehung der Planetenbahnen

1.9.4 Gravitationswellen

e ART:
Gravitationswirkungen konnen sich als Wellenimpulse ausbreiten

Frequenz: Schwingende [rotierende (beschleunigte)| Massen
Quellen: Doppelsternsystem

dE  64G , ,
a 5o Y

rrw? = S = P30S = (S2)]

dt 5 v\ rc?
My=2-10-10%"g Masse Erde
ro="T7-10%em Radius Erde
c=3-10"%m Lichtgeschwindigkeit

E 1 |
d = —mc22 (G_m) = ngQ .3-107%
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KAPITEL 2. DIE QUANTISIERUNG DER LADUNG

Kapitel 2

Die Quantisierung der Ladung

2.1 Das Elektron

2.1.1 Entdeckung und spezifische Ladung mio des Elek-

trons

O

Kathoden-
Strahlen

Kathode Fluoreszenz -

Fluoreszenz-  Anode
+

Abb. 2.21. Gasentlad Shre zur Er g von Kathoden- und
Kanalstruhlen. Zwischen Anode und Kathode liegt eine Spannung
von einigen 1000 Volt. Die im Rohr auftretenden Leuchterscheinun-
gen und die Ausbildung von Kathoden- und Kanalstrahl hiingen
stark vom Druck ab. Im feldfreien Raum zwischen Kathode und
Fluoreszenzschirm sicht man den Kanalstrahl, der aus positiven
Tonen besteht. In dieser Weise erzeugte Kanal- und Kathodenstrih-
len waren in der Friihzeit der Atomphysik von besonderer Bedeu-
tung fiir die Untersuchung von Ladung, Masse und Streuquerschnitt
von Elcktronen und lonen

Schirm = Schirm
zur
s Pgmpe - 7
Je o (€0~ TP )
|_-Film M Abb. 6.3. V 1

Eg : o Z

~—~ A

LJ
Filmstreifen
Aufsicht

Tabelle 6.1. Spezifische Masse des Elektrons bei verschiedenen
Beschleunigungs-Spannungen

Beschleunigungs- 0 500 1000 1500
spannung U [kV]

Gemessene spezifische 1.76 0.88 0.56 0.44

Masse e¢/m [10"" C/kg]

dnung zur M g der spezifischen Masse

mje des Elektrons. Die von der Kathode K crzeugten und durch die
Spannung V beschleunigten Elektronen werden von cinem senkrecht
zur Zeichenebene gerichteten Magnetfeld aul Kreisbahnen abge-
lenkt und auf cinem Film registriert. Durch Umpolen des Magnetfel-
des wird dic Ablenkungsrichtung umgekehrt

K /l/”(¢y-?= CV j‘

T’
[

e 2V

=
—

Mee 'TZRZ

2
o = 7,7007 - 707 Ly,

2.11 Mo&o@w«(f i /a,mn.%@‘(l Eooék/ @/WT
,Z,mw;( ;o—w“w//zoé,\/
! / gﬂ/ﬁ;ﬁ{;ﬂ

1
— 1368800

X

Ceg,
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2.1.2 Die Ladung des Elektrons

2 42 Dt L?qab-fo@mv?

—7943)

R T e e e

* Hoch-

0 ®
! Iy

i
|

1

1]

|

|

|

|

|

|

[}

I

ly

'
3

mg spannung —_——-—_- = = - — e 25 ]

B s e R T ST e R TR /Flﬁssigknls»

____________ e s Wl i AT = munlell zur
oy Sl i iy o aia] Lmme — Temperatur-

P R e e — stabilisierung

Abb. 6.1. Prinzip des Millikanschen Ol-
troplchen-Versuches zur Messung der Ladung
des Elektrons. Das negativ geladene Ol-
wroplchen erfihrt im Feld die Kraft # ¢ K.
wenn n dic Anzahl der aul thm sitzenden
Elementariadungen ist. Auflerdem wirkt dic
Schwerkraft mg.

VT S e P

von
Ottroptchen

£

Einteittsottnung

Abb. 6.2. Versuchsanordnung von Millikun B 3

nach: Phys. Rev. 2. 109 (1913). Dic durch - ﬁi} §
den Zerstiiuber erzeugten Oltroplchen kon-
nen durch Bestrzhlung mit Réntgenlicht
aufgeladen oder umgeladen werden

%wu«fvéaés»f C = ’/(50?""/((9

Abbildung 2.1: Milikanversuch
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2.1.3 Die Grofsie des Elektrons

0.43 Dt ?r%.p by UShyow, — Llonserthis /ﬂoeﬁ:bu.t/-

x ¢ Sl ool 4%%07/4 W/O"M
//(M wj??cxo&:;eP, 2:%«0@—3('“6 and

Menat e
(/Zuﬂu«u;/z{ We C
[l

2

f““"“f&("é“}‘/m}/’TfP 9= —€ I )
Pl 0w sy Oefles  Veph 2 22

g N Y15 R3
feeoling o Raol, Lo Aol

@&J»-f : 6{$;—3€%§a/'r

Holbg ol of. Bl e V. g,
[,é/‘tho-o,é_/'z:af.( &tb?\_i E - 36,?1,‘/0({

JTrane 2
- 3 _v.:f_._ = Mo C
T T %R
= £ .’_4.,_ Che
77 7? S !/}?;0 Wec‘
To = GM'AQGLN m-
-
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2.2 Die Ionen und ihre Isotrope

2.2.1 Massenspektroskopie

22d A MOMXO/Z‘_/Q,Mvﬁ’E:!
/OoZthrp(r 44&04 7\4%% KPWQQI/—

eno 2/?

k)

Abb. 3.2. Parabelmethode, schematische Darstellung.

¥ Der durch dic Blende B kollimicrte fonenstrahl wird
Yi d durch den Magneten M und den Kondensator K in
B X- und y-Richtung abgelenkt. Gl (3.5) gibt dic

Teilchenspur aufl einem Auffinger-Schirm unmittel-
M bar am Ende des Kondensators und des Mag
Bei groBerer Entfernung zum Schirm werden die

U A K = Parabeln durch die Projektion entsprechend verzerrt.
% s : > W a— Beide Aste der Parabel gelten. wenn £- und B-Feld
q’ | umgepolt werden
B
M

/]

X

y
Abb. 11
Photographicn
Tuomsonscher Parabeln



70 KAPITEL 2. DIE QUANTISIERUNG DER LADUNG
a = — € X 0
N0 0
_ —uvB
Uy US> Uy, Uy 4 €] x 0
L\ 0
dv, q Beschleuningung konst. 1gq 9
- - 1B = r=———uvBt (2.1)
dt m 2m
dvy q lgqg 2
v 2 Zle.t 2.2
dt m <= y02 me (22)
dv
S =0= l=rt 2.3
yr r (2.3)
2.3 in 2.1 und 2.2 eingesetzt:
1ql?
=>r=——-——B
X 2m v (2.4)
1q 2
Y=
2¢ m ,
Yy = 2k Ex Parabel

[onen mit unterschiedlichen Massen und Ladungen liegen auf Parabeln

e Beobachtung

en

Es gibt chemisch identische Elemente mit unterschiedlichen Massen

= Isotrope

e Massenzahl:

/' PNe
—  22Ne| Haufigkeit
\ 21 Ne

Atommassen werden hiufig in Atommassen =amu angegeben

e Festlegung:

12amu=12 x Masse eines ?C' Atoms

e amu Masse i

n Kg:

1 mol 2C=12g=N — A = 6,0225 - 10 Aterme

1 amu =

1 s = 1,66044 - 107*"kg

12 ' 6022108
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KAPITEL 2. DIE QUANTISIERUNG DER LADUNG

2.2.2 Die natiurlichen Nuklide

222 B wmelilelon, Nahliole

;’; “ ”&“‘,}"w,&m%

2—*0”"’(:‘5,7?&,? %
y=A-2= Mzﬁﬁ
padhiols 2 Spualoot
JorTopl : 2 fot, Vawiolel
Yoot @ N ot & vorioy

{, 2 pudl
lotoore © A= bl

92 mi@éaﬂe /&%0

Tabelle 6
Atomgewichte der Elemente in der 12C-Skala und Ubersicht fiber die natiirlich vorkommenden
Nuklide

Z Symbel | Atomgewicht Massenzahlen

1 H 1,00797 1, 2

2 He 4,0026 4,3

3 Li 6,939 7, 6

4 Be 9,0122 9

3 B 10,811 11, 10

6 c 12,01115 12, 13

i N 14,0067 14, 15

8 0 15,9994 16, 18, 17

9 F 18,9984 19

10 Ne 20,183 20, 22, 21

i1 Na 22,9808

12 Mg 24,312 24, 26, 25

13 Al 26,9815 27

14 Si 28,086 28, 29, 30

15 P 30,9738 31

16 5 32,064 32, 34, 33, 36

17 cl 35,453 35, 37

18 Ar 39,948 40, 36, 38

19 K 39,102 39, 41, 40*

20 Cn 40,08 40, 44, 42, 48, 43, 46

29 Se 44,956 45

2 Ti 47,90 48, 46, 47, 49, 50

] v 50,942 51, 50

24 Cr 51,996 52, 53, 50, 54

25 Mn 54,9380 55

26 Fe 55,847 56, 54, 57, 58

27 Co 58,9332 59

28 Ni 58,71 58, 60, 62, G1, 64

29 Cu 63,54 63, 65

30 Zn 65,37 64, 66, 68, G7, 70

31 Ga 69,72 69, 71

32 Ge 72,59 74, 72, 70, 76, 73

33 As 74,9216 75

34 Se 78,96 80, 78, B2, 76, 77, T4

3 Br 79,909 79, 81

36 Kr 83,80 84, 86, 82, 83, 80, 78
37 Rb 85,47 85, 87+

38 Sr 87,62 88, 86, 87, 84

39 Y 88,905

40 7 91,22 90, 94, 92, 91, 96

41 Nb 92,906 a3

42 Mo 95,94 98, 96, 92, 95, 100, 97, 94

44 Ru 101,07 102, 104, 104, 100, 99, 96, 98

45 Rh 102,905 103

46 Pd 106,4 106, 108, 105, 110, 104, 102
AT Ag 107,870 107, 109

48 Cd 112.40 114, 112, 114, 110, 113, 116, 106, 108
49 In 114,82 115+, 113

50 Sn 118,69 120, 118, 116, 119, 117, 124, 122, 112, 114, 115
51 Sb 124,75 121, 123

52 Te 127,60 130, 128, 126, 125, 124, 122, 123, 120
33 J 126,9044 127

54 Xe 131,30 132, 129, 131, 134, 136, 130, 128, 124, 126
55 Cs 132,905 133

56 Ba 137,34 138, 137, 136, 135, 134, 130, 132
57 La 138,91 139, 138+

58 Ce 140,12 140, 142, 138, 136

59 Pr 140,907 141

60 Nd 144,24 142, 144%, 146, 143, 145, 148, 150
62 Sm 150,35 152, 154, 147+, 149, 148, 150, 144
63 Eu 151,96 153, 151

64 Gd 157,25 158, 160, 156, 157, 155, 154, 152
65 Th 158,924 159

66 Dy 162,50 164, 162, 163, 161, 160, 158, 156
67 Ho 164,930 165

68 Er 167,26 166, 168, 167, 170, 164, 162

69 Tm 168,934 169

70 Yb 173,04 174, 172, 173, 174, 176, 170, 168
5! Lu 174,97 175, 176+

72 HI 178,49 180, 178, 177, 179, 176, 174, 175
73 Ta 180,948 181

74 w 183,85 184, 186, 182, 183, 180

5 Re 186,2 187, 185

76 Os 190,2 192, 190, 189, 188, 187, 186, 184
77 Ir 192,2 193, 191

78 P 195,09 195, 194, 19G, 198, 192, 190*

79 Au 196,967 197

80 . Hg 200,59 202, 200, 199, 201, 198, 204, 196
81 Tl 204,37 205, 203, (207¢, 208¢, 210*)

82 Pb 207,19 208, 206, 207, 204, (210, 211*, 212%, 114*)
83 Bi 208,980 209+, (210%, 211, 212¢%)

8 Po - (210%, 201%, 242+, 244+, 25, 216+, 218%)
85 At - (215%, 216*, 218*)

6 Rn = (222, 220%, 219%)

87 Fr - {223%)

88 Ra i 236+, (223%, 224+, 228%)

89 Ac - {227+, 228%)

90 Th 232,038 232+, (227+, 228, 230, 231*, 234%)
91 Pa - 231+, (234*)

92 u 238,00 238+, 235°, 234¢

; o 7/ S
b Ll g lor P

Abbildung 2.2: (Folie: Liste der Euklide)



Kapitel 3

Phanomenologische
Quantenphysik

1900-1924: Grundlagen der ,ilteren Quantenmechanik
Namen: Planck, Einstein, Bohr, Sommerfeld, Compton

3.1 Temperaturstrahlung

(Skizze Kubus)

Emmissionsspektrum eines schwarzen Strahlers?

e Schwarzer Korper:
Absorbtionsvermogen = 1
Unabhingig von Frequenz bzw. Beschaffenheit des Korpers
Emmissionsvermdégen ist universelle Funktion, nur abhingig von
Frequenz v und Temperatur 7" abhéingig
e Experimentelle Realisierung;:

Hohlraum mit sehr kleiner Offnung

Energiedichte p = pie; + timag = %, Einheiten: (#)
spektraler Energiedichte eines Frequenzintervalls [v, v + dv]
J kg
T,..)dv=—=—=

Einheit [u(v,T,...)] = 25 = kg
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3.1. TEMPERATURSTRAHLUNG 75

Strahlung
Warmebad Temperatur T | Energie E (viT)

T 800°K

g i 2 3x 10 Hz

Frequenz v W_ J&M‘,’ J_e W —

A0 —
" 3}3!0-/{0 Ha . T

YViua

?}_MOCVE&‘;Q_(A. P

-—m-"“—s \___’___;jw;(—z‘___ . 6:__-—"
o = c;(..ﬂ ol padrss Ry, o
T S TR
v ul /i ‘fé{'?f(‘ﬂpa/qamjo[»}
_ E,T) . [fdycA 4 ur
ST) = & ™ 3 £ go Brerigf e

~ eir
dV = . T 1 Jbfoer-
- gc of,aﬁ?,T) b ﬂu-én:mm-
?2.-0}4

-q
= 69 0 W K

Abbildung 3.1: (Folie: Liste der Euklide)
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Herleitung der spektralen Energiedichte:
Klassische Betrachtung nach Rayleigh-Jeans (1900)

1. Was ist die Zahl der erlaubten e.m. Moden im Hohlraum mit Volumen
V pro Frequenzintervall?
Frage nach Zustandsdichte: % . ;%

2. Was ist die mittlere Energie E einer Mode der Frequenz v im Hohl-
raum?
éu(u,t):%-‘j—z-ﬁ
Modell Hohlraum mit Volumen V = L3

(Skizze Kubus)
Vereinfachende Annahmen
1. Energiekonversion im Volumen der Wi'g)%nde sind Vernachl'l'(;%ssigt.

2. Strahlung etnsteht nur durch Oszillatoren (Atome) auf der Innenwandfli; Jche
in einer di;znnen Wandschicht

3. Emmitierte Strahlung wird durch die gegenl’j)%berliegende Wand reflek-
tiert

4. = Ausbildung einer stehenden Welle (Skizze Reflektion an den Wij3nden)

A =2L
)\QZL

2

A 27 27 1
L—anx nx—172,3, bZka—T—Enx_znx

kg
Wellenvektor k = Ky
k.

k= k2+k2+ k2

Die erlaubten Zust'l';)%nde spannen den sogenannten k -Raum (Impulsraum)
auf.

(Skizze Impulsraum)

Zahl der k:—zust’fg)%nde in einer Kugel mit Radius k

mk* 1 L°

el
3
(5)° 6 =

n =

4
3

0|



3.1. TEMPERATURSTRAHLUNG

Zustandsdichte im k-Raum:

dn 1 L*,

dk 2 72

Zustandsdichte im Frequenzraum:

dn  dndk
dv  dkdv
c=vA
c c
Z =k
V)\ 2m
dv c
dk 27
Ldn 1L, 2 1L 2nv\*? 2r 1 8r
dv 2 72 c 2 w2\ ¢ c 2 3
dn 8w 4 4 ) L .
= — = —V°L fi; —r 2 Polarisationsrichtungen
dv 3

1 dn 8
— =V
L3 dv 3

(Skizze p - v-Abhij Ingigkeit)

Mittlere Energie eines klassischen Oszillators

Annahme: N Oszillatoren mit zwei Freiheitsgraden

ny, €1
na, €2
ns, €3

N:Z”i, Ji= %

2

V2 L3

77

pro Polarisationsrichtung
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Mittlere Energie

- 1 Z?’LiEi
EF=— Z n;€; =
>on;

Z fiEi Boltzmann Z 6_%@ fooo Ee_k'LTde

Zfz B Ze_% B fooo e~ FT

(koT)2e ¥ Crr =l (kpT)?
= — € |© = k’B—T = kBT

Rayleigh-Jeans p(v,T) = 5503 - kgT
(Skizze Infrarotkatastrophe)

e 1900: Planck’sche Annahme

Abstrahlung der atomaren Oszillatoren erfolgt nicht kontinuirlich
im Frequenzraum, sondern diskret

erlaubte Energien: E, = n h-v
~—~

Quantenzahl
=0,1,2,3

Im Planck’schen Wirkungsquantum h = 9, 62608 - 10-°*Js
Berechnung der mittleren Energie £ = nhv

- hv .
e S by
E = —
Y g€

= Nenner : iei% = = 1 1
: ~— _1_131—671%

=0 i hy

e o d L.
= Zahler hv - Zz . 6_227 = h <_d_y Ze"y>

i=0 y="by =0
d 1 e Y
h|—— - — | =
Y ( dy ey) (1—ev)?
hve ¥ ?
M' (1 _ e,y)
e Y hv
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8T hv
= v, T) = — 3.
wn 1) = v
. 1
Quantenmechanik E, = | n+ 3 hv
~—

0-Punktsenergie

n= m Bose-Einstein- Verteilung (Energieaustausch eines Oszillators ist

gequantelt)
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3.2. DER PHOTOELEKTRISCHE EFFEKT 81

3.2 Der Photoelektrische Effekt

2.2 Dx PLW‘W é-‘//5(LYZ 103 e
” L N cep Ql_'el
E(‘ib Q,C(Lm(}*v/é&cf}ﬁu,(\,%w(z :L/q@“f‘;/ Y Sy

&WG/W 70 & 2L % B ""—\-\/‘;«/'?/C(Q)Z‘y/ )

1 1 Lichtintensitat P
v
Y e
g); //
L
~
VGrenz vV Uyex© u
Uqu lS
Photokathode

Abb. 5.6. Der Photoeffekt. Oben: ein negativ aufgelade-
nes Elektrometer wird bei Belichtung der Elektrode

entladen, ein positiv aufgeladenes nicht. Unten: Anord- 0
nung zur quantitativen Messung des Photoeffektes
(Spannung U, Strom A)

~pUa

Ll Lee ol oli~ab pitozé&; (-{?c‘s‘/ 4%,’/ @W _
?_/C(Ou-(/é:o(/%/'a@‘(-é&u : i OQ
/&V e%_ /{*VL/Z\)GH—:\?'UA- Aﬁt&w

'4///// go&t‘-%aif“}/ prd E = M '/[-. \,,,'-\
- ?4?2% N =% 2l seter |
2 s
Egz, "%""e v Av-els
@{/wml = /Q-\)-GUA

Umﬂ = _/é_ =)~ UA
&/

Tabelle 5.1. Austrittsarbeiten U, und

Grenzwellenldngen 7, einiger Metalle

Metall U, [eV] gy [nm]
Li 2.46 504
Na 228 543
K 225 551
Rb 2,13 582
Cs 1,94 639
Cu 4.48 2717
Pt 5.36 231

Abbildung 3.2: (Iz;%ui'z;%erer Lichtelektrischer Effekt)
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3.3. BREMSSTRAHLUNG (INVERSE PHOTOELEKTRISCHER EFFEKT)83

3.3 Bremsstrahlung (inverse photoelektrischer
Effekt)

2. Waﬁd@f (,&«Mh ﬂﬂff&aﬂ%%\
Heor )

(a) Aufbau (b) Mikroskopischer Prozef3 E'
Kathode Anode
‘L‘_(% e \ r
= = I . i
Jﬂ { +100 keV
£ Réntgenquant hv=E-FE
AV

Abb.26.17. (a) Prinzip der Rontgenréhre. (b) Mikroskopisches Bild der Entstehung von
Bremsstrahlung

~ tungsten pO9Q

molybdenum

Abbildung 3.3: (Folie Rontgenstrahlung)
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3.4 Die Compton-Streuung

5.9 LQA (f_«:v@fw rfﬁ'reu
(Wﬁfff’?’!) /—J\ﬁ Ut /?‘-/{}Q«,a

] < / Oa/\fﬁrb.a-\
bty - S0l byl 2 % ey

MW%Q@L eline,
% ;a«; lans praiind bages

Einfallendes v Gestreutes M& j

Rontgenlicht

>

Stre orper 1 5 )\‘Pﬂ 7 Q.( = ?\MQZIW

Kristall-
spektrometer &

L : Abb. 5.8. Zum Comptoneffekt: Oben: Schema der Mcbanordnung.
! Das am Streukdrper (z B. Graphit) gestreute Rontgenlicht wird als

| ° Funktion des Streuwinkels § gemessen. Unten: gemessene Streu-
: =180 strahlung fiir verschiedene Streuwinkel 3, nimmt von oben (0°) nach
unten (180°) zu. Man sicht die unverschobene Rayleigh- und die

—A\— A spektral verschobene Compton-Streustrahlung

WJ\.AALM(/ AXNS) o= Ae(1-od)
_ 2, Y282 €o" et

Abb. 5.9. Zur Erklirung des Compton-Effektes: Das ankommende
Rontgenquant mit der Energie E = hv und dem Impuls p=hv/c stoBt
mit einem Elektron zusammen. Dabei iibertréigt es auf dieses Energie
und Impuls. Das gestreute Rontgenquant hat deshalb verminderte
Energie hv' und verminderten.dmpuls hv'/c




3.5. DIE SPEZIFISCHE WARME VON FESTKORPERN

(Amorph < unregelmifig/unsymetrisch)

3.5 Die spezifische Warme von Festkorpern

(Dulong-Petit-Gesetz)

85
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7
<

N5

§ bk oparifedhe Wotas v Sukhopin,

held in their positions by springs.

Fig. 3.16 Schematic model of a M« Md
crystalline solid. The atoms are W Ueet ?

3
Licoh | cal
mole-K mole*K
lead = alumingm T~
6 N L - o
silicon =
5 diamond sk
4 al
3 3k
. LA
1 1
1 1 1 1 1 1 1 = 1 1
200 400 600 800 1000 K T 200 400 600 800 1000 K T
Fig. 3.17 Specific heats of lead, aluminum, silicon, and diamond as a function of temper- Fig. 3.18 Specific heat of a crystalline solid according to Einstein's formula, with an
ature. (From F. K. Richtmeyer et al., Introduction to Modern Physics. © 1955 by McGraw- assumed frequency of | x 10" Hz. At high temperature, the specific heat asymptotically
Hill Book Co. Reproduced with permission.) approaches 3kN,.
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3.6 Das Atom

3.6.1 Klassische Ergebnisse
e Begriffsbildung
Antike Philosophen (400-500 v.Chr.)
Leuhippos, Demokrit,Platon, Aristoteles

e Erste experimentelle Hinweise auf Atomistik der Materie
chemische Reaktionen und Verhalten von Gas
Pronst (1799), Dalton (1803)

Gesetz der Konstanten und multiplen Proportionen bei chemischen
Reaktionen

1. Dalton’sche Gesetz

Das Massenverhaltnis der Elemente oder Bestandteile einer be-

stimmten Verbindung ist unverdnderlich und immer gleich
100g Wasser = 11,19g Wasserstoff und 88,8 g Sauerstoff

BelSpleLBOg Stickstoff =14g Stickstoff und 10g Sauerstoff

2. Dalton’sche Gesetz

Bilden zwei Elemente mehrere Verbindungen miteinander, so ver-
halten sich die Mengen des einen Elementes,d mit der gleichen Menge
des anderen Stoffes verbunden sind, in den Verbindungen wie kleine
ganze Zahlen.

Elemente  Verbidnungsmogichkeiten Verhéaltnisse der Sauerstoffverbinungen

0,2413gg
0,4369¢
lgMangan 0,5826¢ || Sauerstoff 2:3:4:6:7
0,8738¢g
1,0195¢

. 16g
14gStickstoff H329

Sauerstoff 1:2

Erklarbar mit Atomhypothese:

Dalton
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1. Alle Stofe bestehen aus kleinsten Teilchen, die man weder physikalisch
noch chemisch teilen kann, den sog. Atomen

2. Die Atome eines Elementes sind einander in Qualitit, Gofe und Masse
gleich,unterscheiden sich jedoch in diesen Eigenschaften von Atomen
anderer Elemente

3. Wenn chemsiche Elemente eine Verbindung eingehen, so vereinigen sich
immer Ganzzahlige Mengen der beteiligten Elemente untereinander

Folgerung und Konsequenzen

e relative Atomgewichte
M,:0=1:0,2913=55:16
N:0=14:16

e Begriff des Mols:
festgelegte  Menge
——
Atomgewichting

Np = 6,0225 - 10%® Teilchen

° UNterstA}ltzung der Dalton’schen Atomhypothese durch

Gay-Lussac (1805) und Awvogardo (1811): Volumenverhéltnis bei
Gasreaktion

Faraday (1833): Elektronische Gesetze

Massenspektroskopie: Nachweis von Ionen durch Ablenkungen, Ex-
perimente ind e.m. Feldern

3.6.1.0.1 Bestimmung der gréfse von Atomen

1. Aschitzung der Matriedichte

1mol s; = 28¢g v
ps, = 2,392 [T

cm3

12, 17e¢m3

— a3 = —23 N _8
W—G_2-10 =a=28-10"cm

VAtom -

Atomradius = r = g =1,4-10"8%

= Grokenordnung: 1 = 10"'""m
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2. Atom -Atom-Streuexperiment

89
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Morr = Nl —Slreitsnny
vy i Aot s lefirscli Srochaoliy Lok

Ausstromendes

Geschwindigkeits- e & S -0
Gas Kollimierter

selektierter @ 5 P
\ Strahl s Strahl

©
0 T

Detektor

™
&
b
il 2

oy
w () = 47V Y hT)J{UL" Foge il e

spalte " Rotierende
Scheiben
£~ B2
Abb. 10-8. Geschwindigkeitsfilter fiir Molekiile.
s
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Gas

AR Manomeater
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e e

Abb. 2.6. Anordnung zur Messung von Streuquerschnitien von Atomen an Atomen. Ein Strahl von Gasatomen

tritt durch die Blenden B in die Streukammer. Die Streuung an dort befindlichen Gastiomen fihrt zu einer
Schwiichung des im Auffanger ankommenden Strahles
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(Folie Atom-Atom-Streuexperiment)
Streuexperiment:

(Sizze)

Streuatom: Querschn Querschnitsfliche: 7r3
Wirkungsquerschnitt Dichten o = (r; + 72)*7

Einfallendes Atom: m‘f

Anzahl am Ort x = 0 sei N,
Wahrscheinlichkeit fiir das Ausscheiden des einfallenden Atoms aus sei-
ner Anfangsrichtung durch Stof mit Steundem

_ Zahl der Streuatome '/4/2
~ im Volumen Vz - A A

Zahl der Atome, die “die Richtung dndern:

VN =-WN = —nVzoN
dN
W = —nada:
N L
—dN = —na/ dx
N NV 0

N
In ﬁo =nolL el Ny

N = Ny -e"*

FExperiment

Zusammenfassung der Befunde

Atome bestehen aus positiven und negativen Ladungen (Elektronen), Elek-
tronen sind Punktladungen, Atommasse > Elektronenmassed, Verteilung
derder positiven Ladungen unklar

Friihes, sehr veraltetesAtommodell nach J.J. Thompson:
Plumpudding-Modell (Skizze) Normierte positive Ladungsverteilung
Probleme: Atomspektren konnen durch das Modell nicht gedeutet werden

Beispiel. Wasserstoff
e Elektron im Zentrum einer Kugel mit Radius R

e Auslenkung aus Ruhelage

= Oszilation um Ruhelage
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= Abstrahlung von e.m Wellen

_ a2
0 = 4e ﬁ
Newton: m,— = — = — .
dt? 4megr? dregR3m,
N———

e Schwingungsfrequenz:

1 e? — c
h :—,/—3212 35-10Hz=\A\=—-=1,2-10""
YT or AregR3m, ’ : v ’ m

E = hv =10,4eV

3.6.2 Rutherford-Streuung

Rutherford (1910) experimentierte mit « - Teilchen
Mo =6,6-107% kg, ¢=2e

a- Teilchen haben eine hohe Durchdringungskraft
Idee: Untersuchung des Atomaufbaus durch Streuexperiment Erwartung:
a Teilchen durchdringen den ,,Pudding®
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/gf 7; P&"C’/ = J‘ I/Lke 1»7*.(/

N"fﬁ%f@fw

whl ol Abb. 18. Bahnen von a-Teilchen, die durch
e ol..,_ds +2€ den Atomkern A abgelenkt werden

ﬁn

=
e

1
iy

N MM 3 L“"
10° W
10%
0%
1
sint2
2
102
10
1

0 20406080160120140160
T

Abb. 4.4. MeBanordnung zur Untersuchung der  Abb. 4.5. Graphische Darstellung der MeBergebnisse
Rutherford-Streuung: a-Teilchen aus dem Priiparat  von Geiger und Marsden fiir die Rutherford-Streuung

R werden an der Folie F gestreut. Die auf dem von a-Teilchen an einer Goldfolie. Aufgetragen ist
Szintillationsschirm S erzeugten Lichtblitze werden  die Streurate N als Funktion des Streuwinkels 9.

mit der Lupe L beobachtet. Die Anordnung ist  Die ausgezogene Kurve stellt den theoretischen
evakuierbar und mittels des Schliffes Sch liBt sich dic  Verlauf fir Coulomb-Streuung dar

Beobachtungslupe L um die Folienachse drehen L
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32
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(Folie Rutherfrod- Streung)

,It was quite the most incredible event that has ever happened to me in
my life. It was almost as incredible as if you fired a 15 inch shell at a piece
of tissue paper and it came back and hit you*

1. Streuformel erfiillt bis p ~5-107%m (5MeV)

= Riern < 5-107%m = Atom ist ,leer, Atomradius ~ 10~ %m

2. Es wird kein Riickstof beobachtet, also folgt:

= Mgern > m, = Atommasse im Kern

3. Schnelle a-Teilchen (ab etwa GeV) mit sehr kleinen p werden ver-
schluckt
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(Folie ,Die Grofe des Kerns®)

Rutherfordsches Atommodell Planetenmodell
(Skizze Planeten-Modell)
klassische Mechanik

e Umlauf des e~ um beliebige Entfernung um den Kern moglich
Umlaufbedingungen:

e Zentripedalkraft = Coulombkraft

v? ze?

Me— = ————
r 4megmev?

e Umlauffrequenz v, = 2% = 27rv
N (27mrv)? ze?
’[’)’L8 —_= —_=
r 4egr?

~

ze? z ; 1 15 ~
>y=4/—" 2,5-10"°H=2=10,4777?
v \/ 16m3meegr2 r=1" =

Lebendsauer eines Atoms?

Energieabstrahlung pro Zeiteinhait einer mit v < ¢ beschleunigten Ladung
q:

Lamer-Gleichung:

dE ¢ 9
—_— = .
dt 67T€0C3
2 2 —1

_ ~7 10227
Qep = F T Tmegrm stack;rel_r _ 12, 5-10 =
dE
= —=1. 10*9£
dt S
1 2 1 2.2 2 ~18
Erin = §mev = §m€47r rév: ~ 10" v
Ein 107187
= At = —2n — =2.5-10""%

dE —
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3.6.3 Spektrallinien und Bohrsches Atommodell
3.6.3.1 Spektroskopische Vorbetrachtung

242 Spdled Licuie, awol Bol. o0l Mo mecotlily
2.6.2.4 M}éﬁi@@_ﬂ/“féewﬁ“%
OP@@/M%%WU% %/wm.‘?# - »
A PN
fioles foablris 1 Eoffles 4

e °“"7’i casnaialhs DAy

spectral lines

screen

~
>
prism Co. 0} &M
- o A (PY q—“-f'-t b
Fig. 4.3 Analysis of light by means of a prism. Each separate color of light emerging fron /eeo_go
the slit gives rise to a separate spectral line on the screen. 4

L aliois, ~
;[ ( ae,,gﬁuf d . /ijPIK/W/I

~ »
Al f C
lamp Pl -
o 2 .
e[ 59>
&S
white
light
Fig. 4.9 Experimental arrangement for the observation of the absorptions lines of a gas.
s Wellew Mapp o Va = r=<
e b :

—l- Jaolian =2 Moot= 2 Bod

3 , VN S
/&é()»[(cq ¢ W,Z{(((((ZC(C\( V = — -;;d-%
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(Folie 3.6.3.1)
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3.6.3.2 Das optische Spektrum des H-Atoms

3.6.2.2 fa, oplatle Jothlace Al H— flons

~ 1
Rafawrs - Sarle vea, A i
ol K1 Bl s ,
v Lol § A kg
”m Abb. 8.3. Balmer-Serie von Wasser-
stoff in Emission. Man sieht die Kon-
Ha H B Hy H 6 H © vergenz der Linien bei der Seriengren-

6562,8 A 48613 A 43405A 41017 A ze H,

OIS PRk RIS AL T
5’,19.”?,,4“4g (m—)ﬂ)"'))\ 36‘/9‘4
7 = f\L ’?44?5,4' (\—‘7

g -
Ru (2 ot

t 9 ’23014»; /(%MK, A

=

2 ”&/ Tabelle 8.3. Dic Wellenliin ngen ciniger Linien. der Iserien im Die
V Serie mit ' =5 wurde 1924 von Pfund beo bachiet. Sie b cginnt mit einer Linie mit 2=74000A. Sie ist in der
F Tabelle nicht mehr enthalten
) " 1 e 2 ™ 4
P 2 / n Lyman Balmer Paschen Brackett
Y = K ne '2 i

2 1216 A
% 2 82257:“" i
o &é 7 1026 6563
Z— e /'f-” Mﬁ-” K 2 97466cm™! 215233 cm™!
4( , ’n 4 973A 4861 A 18751A
= 102807 cm ™! 220565 cm™! = 5333em~!
, 1Oy M 2T 9
5 950A 4340A 12818A 40500 A
2105263 cm ™! 223033em™! = 7801em™! 2 2467cm™?
Entdeckungsiahr 1906 1885 1908 1922

R RIS ON /(owl'z/uq/zzws/?’*w »U'f’ 2 - Lo
) &«W‘M ot Paeuitinte ghrkys ok
Ay L als = %W”““£W$£ﬁ<
Wmszw%/’ Vey Sk i 7 e
7.‘@- V'Rcu? i A
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(Folie 3.6.3.2. -)

Ry = 109677, 581cm™ 1 Rydbergkonstante

3.6.3.3 Wasserstoff-dhnliche Spektren

Die Gesetzmaibigkeit, die das Spektrum des H-Atoms beschreiben,gelten mit
hoher genauigkeit auch fiir Systeme, die sich mit einem Kern mit z positiven
Elementraladungen und einem ihm umkreisenden Elektron zusammensetzen.

Ionen:
He™ ) L N )
Liz+ UV =2*Ry <ﬁ - ﬁ) n' < nGanzzahlig

Bedt Rye = 109722, 4em™1 2 Ry
Atome zeigen Linienspektren

1. H-Atom: Wellenzahl der Linien nach Rydberg:

1 1 1
XZE:RH(ﬁ_E) n>n"+1, n,neR
Ry = 109677, 581cm ™
Serien Seriengrenze
n=1 n=2,... Lyman vy, = Ry
n=2 n=3,... Balmer vp=fn
n'=3 mn=4,... Paschen ﬁp:RTH
n=4 n=5... DBraket vp =

2. H-Ahliche Atome He', Li®>t, Be?,... Atome mit nur iem Elektron,
aber Kernladung +2e

1 1
7=22 R (—,2——2>,quadn’<n neN
n n

Wobei Rj,, Rydbergkonstante des lons ist
z.B.: R+ = 109722,407’)171 2 Ry

3. Alkalimetalle, einfach ionisierte Edelmatelle (M g™, Cu™,...) und zwei-
fach ionisierte Edelmetalle (B%*", A** ...), qualitativ #hnlich wie H-
Atom, aber:
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(Skizze Sternatom)
Keine Elektronenatome, ein leicht gebundenes Elektron (Valenzelek-
tron), bewegt sich im Feld des Sterns un einer innerne Elektronenhiille.



104 KAPITEL 3. PHANOMENOLOGISCHE QUANTENPHYSIK



3.6. DAS ATOM 105

3.6.3.4 Optische Spektren der Alkalimetalle

¢ 624 D flihon Gutres obr flaliaestal,
Wil g Arelince : ratis it

< S IS
«—A(m)S 8 § S
1 i
588, ‘WB.VM
7 2
< <& &
8 S S
8 ) S
Abb. 38. Hauptserie des Natriums im Absorptionsspektrum von Natriumdampf
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(Folie)
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3.6.3.5 Rontgenspektrum

36.2.5 Hes ?wﬂ«jb@ﬁ«w«

e NPT Popagl
g - el / )
E&WOMW olir W/u e SRS ﬂu.»f

0
T s
Bs /
@ 3
; gL
S g
§4 I \ CUe
o + g 2 l o
" w0 60 60 w0
X A(pm)—>
Abb. 19 P i Abb. 20
Altere Rontgenrshre (A: Antikatode) Kontinuierliches Réntgenspektrum

,9 f .,.c;()‘ﬁ( W LVV(
“&ﬁ% Poee AL okt ot ﬁw

ar
5
K L M

L2 Bobraes fobyar, 7 Ba
B b ‘
|
S . - - T T T —

2 3 4 5 5 7-10%cm

Abb. 35. Rontgen-Emissionsspektrum des Wolframs
. _~
Pm——
Abb. 21. Teil des charakteristisch /Q‘-‘;&/()M'ZN ] 'M
o . leil des charakteristische
2 DA A v 234«41.«_,

Rontgenspektrums des Molybdins
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(Folie)
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3.6.3.6 Das Moselay’sche Gesetz

q L34 }9% /((ﬁ.l/éq ’oe(e

4 S
R I/_,cu? Gl v
oC\f/r— M ot

7 ace .c wWW
?qt,—@(@(ﬁ?,?’/ 20 \rO/( o,

—» A
24 V BK
Wi B i B T 27 &
A,JB H 20 A
K Bl T I /4
ca? | D 7
Sc?! \S 74
2 - %
T/zzj | 'S 72 /
v ° i o
o I I ;': 74 ol
M2 2 T i P
fe 26) I Z’g / o i
4 4
— 27) G
%7 f;za a2
] Cu? ” 0 10 20 30 40 50 60 70 80 %0
3 ] L=
Abb. 22 Abb. 23

Graphische Darstellung der
Mosereyschen Beziehung

fiir die K-, L- und M-Serie

Wellenlingen der K,4- und Kp-Linien
der Réntgen-Emissionsspektren von
Kalium bis Zink nach MoseLey
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(Folie)

3.6.3.7 Das Bohr’sche Atommodell

Die Bohr’schen Postulate:

1. In einem Atom bewegen sich die Elektronen nach der klassischen Physik
auf diskreten Kreisbahnen mit der Energie E, (Einfiihrung der soge-
nannten stabilen Bahnen = stationire Zusténde)

2. Die Bewegung der Elektronen im stationdren Zustand erfolgt strah-
lungslos. Das Elektron emmittiert oder absorbiert Energie nur beim
sprunghaften Ubergang von einer stationiren Bahn auf die andere. Die
Strahlungsfrequenzist durch die ENergiediffernez der entsprechenden

ENergieniveaus
B, - Ey
-~ h

v
bestimmt.

3. Der Drehimpuls eines Elektrons in einem stationdren Zustand nimmt
nur die diskreten Werte

an, wobei

h
h=— =1,054589 - 10734 Js
2
st

Das Bohr’sche Modell fiir Elektronen -Atome:
(Skizze diskrete Kreisbahnen)

e Bestimmung der Bahnradien r:

Postulat 1: mT—”Q = 4;622
n €0rn
Poatulat 2:
L=Fxp , L1 Kreisbahnebene
L=r-p = m.ur, = nh
,  nh?
= =

202
meTsn
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2

me n’h? ze
T'n mgyg 47T€0%
Arreahi 2 2
= R, = Ak 0,520
e3m, z z
Bohrscher Radius
des H-Atoms
ag = 0,529

e Bestimmung der quantisierten Energiezustinde F,

Gesammtenergie: £ = Ey;,, + Epot = —Ejip, (da fiir alle Zentral-
krifte Ey;, = —2E,, gilt)

ze
2
Ekin mev =
2 871'507’
r 2 2
ze ze
E = - B - - - _2Ekm
o Ameor 4regr
2
ze
8megry,
4 2
e me 2
= b, =

2(47T€0)2 ‘ ﬁ ﬁ
—_———

Grundzustand des
H-Atoms
= 13,59¢eV
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Abb. 8-2. Einige Energieniveaus von
H, He* und Li*+.
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(Folie Wellenzahl)
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Fig. 4.20 Circular orbits of the
electron and the nucleus around

their common center of mass. The
size of the orbit of the nucleus
has been exaggerated; it is actu-
ally 1800 times smaller than that

of the electron. Z
/(_g E-= irme'z)‘e + C{_ Nry‘ — .LZZ_L

_// - M2e w=mell
——Z-//(?J e % & et

e
A Me_
M

2e2

: _ ) M ’U‘N
L SL feol.t e % - e = /“¢ “urert

= = ,__e____?- e
=7 Ky {/(z//‘&/?x? iy (S c/f*HC

Tabelle 8.6. Wellenliingen 7, , der ersten Lyman-Linien, d. h. der Spektrallinien mit n'=1, n=2, von Wasser-
stoff und von Wasserstofl-dhnlichen Atomionen. Aus der Massenkorrektur (erste Spalte) berechnet man
die Rydbergzahl (zweite Spalte) und damit 4, , (dritte Spalte). Der berechnete Wert stimmt mit dem gemessenen

4y, (vierte Spalte) gut iiberein

]+"'o Riern 22t 2z
Myn [em™1] (berechnet) (gemessen)
(Al [A]
P
'H 1,00054447 1096776 1215.66 1215.66 -
2H 1,00027148 71097074 121533 121533

=Gy o)

1t %e
Fr

-~
-

*fe® 1,00013704 1097223 303.8 303.6 &
RS 1,00007817 109728,7 1350 135.0 @

?pe3* 1,00006086 109730,6 759 759

oiget 1,00005477 109731,3

4
Higee 1,00004982 109731.8 } 56 } b
VAGEE 1,00004571 1097323 337 337

L(M‘/

o 0
RM‘% Cu(M—= -/ M[//?#('x ' I C, e &

e, Owee 21t TN LFoderzec

V”‘é‘! : ”Pq‘/m _(gggos‘tfw/ =4&2,
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(Folie Mitbewegung des Kerns)
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(Folie Interpretation des Mosleyschen Experimentents)
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(Folie Quantisierungsregel)
(Nebenrechnung Folie)
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\Swﬁlo( ’JC’L/ WW‘S oA pG*L’)OO//Q.OM /[00[@6/3

Abb. 8.14. H -Linie der Bal-
mer-Serie bei hoherer spek-
traler Auflésung. Man er-
kennt drei Komponenten.
Noch hohere Auflésung
wird in Abb. 12.24 gezeigt.
Die hier erreichte Auflosung
ist durch Dopplerverbreite-
rung begrenzt
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Abb. 39. Die radiale und die azimutale
Komponente des Impulses eines auf
einer elliptischen Bahn umlaufenden
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(Folie)
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(Folie Horpitale)
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fon T ockent ol el tlly

R : A . olty, veou Llurey
gpxbbrw i OpTlenthse. Toech werelin 7 -
wre—l eﬂ\ Mﬂ é &&MA Qe m
ZF GZZ Mﬁﬂﬁocﬂfﬁaww@ ’
A1 G (2-1) rerre

;jj%jw o/ L

Tabelle 11.1. lonisicrungsarbeiten fir die Elemente mit Z=1 bis. Z=20 im neutralen sowic im einfach bis
dreifach ionisierten ustand. Die lonisierungsenergic ist immer dann besonders groB. wenn einc Edelgas-
konfiguration (abgeschlossene Schale) der Elektronen erreicht ist. Sie ist besonders klein. wenn ein Elekiron
mehr vorhanden ist als einer Edelgaskonfiguration entspricht

Element lonisierungsarbcit in eVolt fir den Ubergang
vom neutralen vom einfach vom zweifach vom dreifach
Atom zum zweifach zum dreifach zum vierfach
zum cinfach

geladenen positiven lon

\H 13,59 - - =
JHe 24,5 54.1 s =
T 54 75 122 -
4Be 93 18.2 154 217
S8 83 25.1 38 259
i &L 13 245 48 645 ~ .
N 146 296 47 774 / *
0 136 352 55 774 v] e DA 09-
F 174 349 627 813 o (/]
1oNe 21,6 410 639 96.4
—_—uNa g 413 7 989 M (S

1:Mg 7.64 150 5 80,2 1093 4
1AL 597 188 285 120 ¥
\Si 815 164 335 449
P 109 19.7 30.2 514
S 104 234 351 471
42Cl 129 37 399 535
18AT 15,8 275 40.7 ca. 61

3K —43 31,7 455 606
2Ca 6.1 119 51 67

Vir)
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(Folie Das Termschema der Alkalimetalle)
Grenzen der ,alten” Quantentheorie:
1. Bohr-Sommerfeld-These unbefriedigend

einerseits klassische Mechanik wird aufser kraft gesetzt um be-
stimmte Bahnen zuzulassen

andererseits wird klassischePhysik zur bestimmung der Bahnen
herangezogen

2. Nur Aussagen iiber Frequenz, nicht iiber die Intensititen des absorbier-
ten bzw. emmittierten Lichtes moglich

3. Halbzahlige Quantenzahlen (z.B.: Rotationsspektren) nicht erfalbar

4. Grundsétzliche Schwierigkeiten bei der Behandlung von Atomen mit
mehr als einem Valenzelektron

5. Behandlung ungebundener (nicht Stationérer) Systeme nicht moglich

= ab1925 ,neue* Quantenmechanik = Wellenmechanik
Namen in diesem Zusammenhang:
de Brogli, Heissenberg, Schrodinger, Born, Dirac



Kapitel 4

Materiewellen

Ziel: experimentelle und konzeptionelle Grundlagen der Wellenmechanik

4.1 Freies Teilchen

(Skizze Bahnkurve)

4.1.1 Die Hypothese von Louis de Broglie

o Klassisch:
Licht = e.m. Welle

e Experiment:

Licht besteht aus Teilchen (Photonen) mit Energie £ = hv

und Impuls p = % = h—cf’ = % die sich mit ¢ bewegen

TV
korpuskulurarer Charakter
= dualistische Betrachtungsweise

Verallgemeinerung von de Broglie: Die Gleichungen fiir Lichtquanten gelten
auch fiir Korpuskeln (Ruhemasse # 0)

Teilchen mit Impuls p =m - v
= Wellenlénge

A:—:
p m-v

de Broglie- Wellenlinge

Nobelpreis 1929 fiir de Broglie

128
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4.1. FREIES TEILCHEN
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Tabelle 6.2. Wellenlinge der Elektronen nach De Broglie in A bei verschiedenen Energien [eV]
10 100 10> 10*  10° 108 107 108
1.2 0,39 0,12 371072 8,7.1073 12:1073 1,2:10~%
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(Folie ,Das Elektron als Welle“)
(Skizzen Rontgenbeugung)
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(Folie ,Fresnel-Beugung")
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Abb. 6.10. Elektroneninterferenzen mit dem elektrostatischen Biprisma nach Mallenstedt und
Diiker. MeBergebnisse, aus Gerthsen. Kneser. Vogel: Physik. 13. Aufl. (Springer. Berlin. Heidelberg.

New York 1977) Abb. 10.69

———om—steeme—— Film

Abb. 6.9. Elektroneninterferenzen mit dem elektrostatischen Biprisma nach Mdllenstedt und Diiker. Versuchs:
anordnung. Zwischen dem Faden und den Gegenelektroden liegt eine elektrische: Spannung. Durch das
entstehende inhomogene elektrische Feld werden die Elektronen wie eingezeichnet abgelenkt. Nach Gerthsen,
Kneser, Vogel: Physik, 13. Aufl. (Springer, Berlin, Heidelberg, New York) Abb. 10.68
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(Folie ,Fresnel-Biprisma®)
(siehe auch:
http : //leifi.physik.uni—muenchen.de/web,h12/grundwissen/06inter ferenz /biprisma/bi

)
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Abb. 1-20. Experimentelle Anordnung
zur Beobachtung der Elektronenbeu-
gung an Kkristallinem Material.

- ot

Einkristall

_polyenergetische

Neutronen
—_—

Beugungs-
Maxima

Abb. 6.11. Neutronenbeugung am Einkristall, Laue-Anord-
nung. Mit polyenergetischen Neutronen erhilt man durch
Streuung am Einkristall Laue-Diagramme
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Abb. 6.13. Neutr Iver (nach G.
Bacon). Man erkennt B an vier Netzeb -
scharen, die mit den kristallographischen Indizes (111), (220),
(311) und (400) bezeichnet sind

an Di

Abb. 1-21. Beugung von Elektro-
nen an Kristallpulver (mit freund-
licher Genehmigung von Dr. Lester
Germer).

Abb.  6.12.

Neutronenspektrometer
(nach E. V. Wollan, C. G. Shull:
Phys. Rev. 73, 830, 1948). Die Neutro-
nen werden durch Reflexion an einem
NaCl-Kristall monochromatisiert und
erzeugen durch Beugung an einer poly-
kristallinen Probe Interferenzringe nach
Debye-Scherrer. Die Abmessung erfolgt
mit einem BF ;-Zihler
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(Folie ,Atome als Wellen“)
(Folie ,Elektron®)

4.1.2 Welle- Teilchen- Dualismus

Konsequenzen der Experimente:

Korpuskel zeigen Teilchen- und Wellencharakter

e aber:

es handelt sich weder um Teilchen noch Wellen im klassischen Sin-
ne, sondern um eine neue Art Quantenmechanisches Teilchen

einige Versuche diesem (QM-Teilchen einen Namen zu geben:

waveicle, quanticle, quanton, quon

Fragestellung:

Wie sind Welle und Teilcheneigenschaften miteinander vereinbar?

Wann dominieren Wellen, wann Teilcheneigenschaften?

Gibt es einen iibergeordneten Gesichtspunkt der die beiden Eigen-
schaften zusammenfiihrt?
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(Folie ,Elektronenbeugung am Spalt*)

Mathematische Beschreibung

o Welleneigenschaften
= Wellenfunktion, die die Bewegung des Elektrons beschreibt sei
W(x,y, z,t) fiir eine Welle, die sich im Raum bewegt.
e Spaltexperiment:
1 =1(y,t) (wobei y die Breite der Spalteingénge ist)

e Hypothese von Born im Rahmen einer statistischen Deuteung (Nobel-
preis 1926)

Wahrscheinlichkeit
fiir das Elektron im
Intervall y und y + dy
gefunden zu werden

o Intensitit der Wellezdz o< [¢(y, )] dy

Fiir eine grofe Anzahl N der einfallenden Elektronen gilt dann:

Zahl der Elektronen
im Intervall o« N - iy, t)|* dy
y und y + dy

Die Wellenfunktion v (y,t) gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der das Elek-
tron als Teilchen an einem bestimmten Ort gefunden werden kann.
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(Folie ,Doppelspalt-Experiment‘)
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KAPITEL 4. MATERIEWELLEN

(Folie Heisenberg’sche Unschérferelation®)

Zusammenfassung

1. Elektronen und anderen Korper in der realen Welt verhalten sich nicht

wie klassische Teilchen bzw klassische Wellen. In einigen Experimenten
verhalten sie sich wie Teilchen in anderen wie Wellen (Dualitét). Expe-
rimente, die Teilcheneigeschaften messen, konnen keine Informationen
tiber Welleneigeschaften liefern (und umgekehrt) (Komplementaritét)

. Karpuskeln kénnen durch eine Wellenfunktion ¢ (x,y, z,t) beschrieben
werden, deren Intensitéit [¢)|* die Wahrscheinlichkeit angibt, das Teil-
chen zu einem bestimmten Zeitpunkt an einem bestimmten Ort zu

finden.
. Die Wellenfunktion unterliegen dem Superpositionsprinzip

. Die Genauigkeit mit der gleichzeitig Ort und Impuls eines Teilchens
gemessen werden kénnen, unterliegt den Heisenberg’schen Unschdrfe-
relationen

4.1.3 Schrodinger-Gleichung

o Ziel:

Bestimmung der Grundgleichung zur Beschreibung der Bewe-
gung von waveicals

Darstellungsméglichkeiten der Wellenfunktion fiir ein freies Teilchen in
Analogie zu einer elektromagnetischen Welle:

E=hv = hw, cu:27w,7"l:2£

70
h 2
= — =hk k=—
p )\ Y A

e Kklassisches freies Teilchen: F = % = k= _VQ;{LE

e Ebene Welle, die sich in x Richtung ausbreitet:

Reelle Darstellung: sin(wt — kz), cos(wt — kx)
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komplexe Darstellung e~*(“!=k), pi(wthz)
¢ =cosa +isina, e ' = cosa — isina

el 4 et ' eiar | p—ia

cosq = ————, sinqg = —————

2
= cos(wt — kx) — isin(wt — kx)

27
e—z(wt—ka:)

pilwt—kz) _ cos(wt — kx) + i sin(wt — kx)

Komplexe Wellen ist lineare Kombination reeller Wellen mit komplexen Ko-
effizienten.
Welche Darstellung ist brauchbar?

W) =Py + 1y soll endlich bleiben

Wir betrachten die Uberlagerung von zwei reellen, in entgegengesetzte Rich-
tung laufenden, ebenen Wellen:

Y = sin(wt — kx) + sin(wt + kz)
= 2sin(wt) cos(kx) stehende Welle

Kaum befriedigenden Losung, da fiir t = % n = 0, 1,2 die Welle iiberall
periodisch verschwindet!

Uberlagerung der komplexen Welle:
¢ _ e—i(wt—kx) + 6—i(wt+ka:) — 67j(wt) [eikt + e—ikt}
—_——

2cos kx

= 2e W coskx

Verschwindet niemals fiir alle z
= komplexe Darstellung akzeptabel

Y(x,t) = A=) Bewegung in positiver z-Richtung

Y(x,t) = Aeiwithe) Bewegung in negativer z-Richtung

Test: Zusammenhang zwischen zeitlicher und rdaumlicher Ableitung der Wel-
lenfunktion

(1) = Ae @i—ke) = Aei(@%t)
=iy = FEp=in%
I = ey | at) 00t
ox2 hég 82,¢) 2m 812 = at
S By = R0

Wellengleichung fiir freies Teilchen Schrodinger-Gleichung (Nobelpreis 1933)
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e Interpretation der Losung der Schrodinger Gleichung:

Wahrscheinlichkeit
fiir das Teilchen im
Intervall x und dx + x
gefunden zu werden

= [¢)(x,1)|* dz

Mit Intensitit [¢]? = ¥ = (Rew)? + (Ima))?

Normierung: fj;o ||*dz = 1 (Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgend-
wo im ganzen Raum zu finden)

Freies Teilchen: [ |AJ2|eh=0)2dy = |A? [T 1dz = oo

Im Raum lokalisiert = Wellenfunktion normierbar

+A:c

> 1
AQ/ de = Az|A2 = 1= A =
AP J @0 =naldl VAr

2

kg-m
s

Beispiel. o Az = 10m Heisenberg = Ap ~ f =7.10"%

praktisch keine Begrenzung
sehr geringe Impulsunschirfe = der Bestimmung der
Impulse von Elektronen

e Elektron mit Geschwindigkeitsunschérfe Ay ~ 10_4% = %

Freies Teilchen:

E = hw
Do t) = At P ZI y ieap)

Bewegung in x Richtung

(x,t) = A emitHkD) 4. e_i(erT

n: o 0*(x,t) 0

Schrédinger-Gleichung



4.1. FREIES TEILCHEN 145

4.1.4 Wellenpakete

Wellenpaket (=wavicle) hat grofe Aufenthaltswahrscheinlichkeit in einem
kleinen Raumbereich. Wahrscheinlichekeit ist nahezu Null im restliche Raum.

e Folie: Konstruktion von Wellenpakteten
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e Folie: Das Zerfliegen von Wellenpaketen
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e Folie:
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Die Heissenberg’sche Unschdrferelation

AtcdotAE
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4.2. GEBUNDENE TEILCHEN

: Konsequenzen der Unschérferelation fiir gebundene Zustidnde

4.2 Gebundene Teilchen

4.2.1 Teilchen im unendlich (???) Kastenpotential

(Skizze Kastenpotential, Breite L, hohe oo)

e Klassische Bewegung;:

153

Teilchen mit Impuls p = V2mFE bewegt sich zwischen den Wéanden
hin und her (Reflexion an den Winden), keine Energiequantisierung

e Quantenmechanik:

Teiclhen ist Materiewelle, Wellenausbreitung in + und - x Richtung

moglich.

Ansatz Superpositionsprinzip: Uberlagerung der Bewegungen in + und

-  Richtungen.

Et 2m 2mE

P(x,t) =A- e_i<7_ h x) 1+ B. 6_i<%+ 3 x)

&

Randbedingungen: oo héhe der Wiande = Wahrscheinlichkeit aufser-

halb Kasten muss verschwinden.
r=0=¢(0,t) =0
x=L=yY(L,t)=0
Aus 4.1 folgtA - e iH 4 Bt =0
Aus 4.2 folgt A - i -VamER) + B- emi(FHVamET) _

Aus 4.3 folgt:A = —B

(4.1)
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Einsetzen in 4.4:

Bt in/ L —i/ L
A-e % <€Z 2mE ¢ et 2mEh> =0

(.

-~

=0

=27 8in ( 2mE%) =0
V2mEL
> =

5 n-m n=20,1,2,3.

:>k-L:n-7T:>k':n%
p2 h2k2 7r2h2n2
E = —— pr—
2m 2m 2ml?

4.2.1.0.1 Energieniveauwerte (Skizze Energieniveaus)

Wie sehen die zugehorigen Wellenfunktionen aus?

-~
=27 sin "zm
Ent , NTX

=2A--e " SIHT n €N

4.2.1.0.2 Eigenzustand Graphische Darstellung: (t = 0)
(Skizzen fiir L = %7 L=Xund L = %)

Intensitat oder Wahrscheinlichkeitsdichte

(@, )] = tu (@, 1) - (2", 1)
=2iA-e'T -sin n—zx(—%) - A% sin n_;r;x

= |2iA|%sin? n_z:z: nicht von der Zeit abhéngig

Wenn |¢,| nicht von der Zeit abhingt, wird der Zustand als stationdr
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bezeichnet. Wie sieht die normierte Wellenfunktion aus?

+oo
[t ppde =1

o0

L
:/ 12i A sin? 0 dr = 1
] L

L
:>|2iA]2-/ sin? 70—
0

Sl
h

=1

L
12iA* - =
2

2
%A =4/ =
20A] = /=

/2 in272h TN
jwn(xat) - E e QmLthSiHT

4.2.2 Schwingungsgleichung mit Potential

e Erwiterung:

Bewegung des Teilchens unterliege einem Potential, d.h. es wirken
aukere Krafte.

e Sperzialfall

Potential Uy sei konstant.

o Gesammtenergie:

EF=—+T
2m+ 0

= Wellenfuntkion

¢(x’ t) _ 67i<%7\/2m(hE—U0)x>
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%—f(x,t) = —i%z/}(x,t)
Tv_ 2E 00y
= Byt gy = 0 D _ 0000
Ep(z,t) = —% : % + Uy, 1)
= —% ' % + Uoth(z,t) = ih%w(x,t)

Verallgemeinerung: Uy = U(x)

o 0%Y(x,t) L0 . . .1 :
o o + U(z)(x,t) = zha(x, t) | Zeitabhéngige Schrodingerglei-
chung

Qualitative Betrachtungen:
Potential U(x) soll von anziehender Kraft erzeugt werden!

e Einschrankungen des Teilchens in einem bestimmten Raumbereich.

e Ls gibt stationdre Zustande mit quantisierten Energien und stehenden
Wellen als Lésungen.

Beispiel. Kastenpotential mit co hohen Wénden, stehende Wellen mit de-
fintierten Wellenldngen.

Wellenlinge: AN=b—=__ " ___ wenn U(x) schwach mit Ort variiert
p 2m(E—U(z))

= Konzept der Wellenldangeverletzt.
(Skizze Harmonische Welleenfunktion/Schrédinger-Gleichung)

Obwohl der rdumlichen Verlauf der Wellenfunktion kompliziert sein mag,
die Zeitabhingigkeit fiir stationfire Zusténde ist einfach

U(w,t) = e R y(x)

Einsetzen in Schridinger-Gleichung mit Potential liefert:

o (z) -7 + Ux)y(x) P = Ew(x)%

2m 0x?
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2m83—;21/)(x)+U(x)-w(x) = E(x) Zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung
Wahrscheinlichkeitsdichte:
V(@ O = (@, t) + (2, )
= [y ()]

Zeitunabhingig fiir stationdre Zustande

4.2.3 Beispiele fiir exakte Losungen der stationiaren Schro-
dinger Gleichungen

4.2.3.1 Teilchen im eindlichen Potentialtopf

(Skizze Potentialtopf mit Breite L)
0<z<L E > U(x) = Losungen sind in —x und 4+ Richtung laufende

Wellen. ' '
w(l,) — A ezkx+B . e—zkz

k_g_\/QmE
h R

Randbedingung. z =0, ¢(0) =0 = B =—-A

1/}(37) —A- (eikm o efikm)
= 2iA - sin(kx)

VomE
:22'Asin< ;:Ln a:)

h 0?
r>1L:= %a—g + Ugt(x) = Ev(x)
0 2
00 =2 0y~ 1) ()
K2

1. Fall E > Uy = k? negativ = k imaginir

= Losungen sind laufende Wellen

w(x) —C'. ez|k|:c + D' . e—i\k\x

2. Fall £ < Uy = k? positiv

Y(z) = C - e " = Losung
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Randbedingungen am Punkt x = L7
Wellenfunktion und ihre Ableitung aus den Bereichen =<z < L und = > L
miissen stetig in einander iibergehen:
% stetig und 9 (z) stetig!
Begriindung:

1. Falls % Sprung (Unstetigkeit) hat = %ﬁ divergent nicht konsistent

mit Schrodinger-Gleichung
2. Falls ¢(z) Sprung hat = % divergiert = %ﬁ divergiert

Einsetzen in Wellenfunktion bei x = L
1 stetig: 2iAsin(kL) = C - e *
% stetig: 2iAcos(kL) = —kCe™*L

& k. cos(kL)

dx
== = —|| =k cot(kL
o sin(kL) |'= k- cot(kL)
wobel k£ = —VZFTE und K = —VZméUOE)
implizierte Gleichung fiir Losungen von F.
Quadrieren:
k? cot? kI = K?
—
ey
k?2
— k=K
sin? kL
- k2
= sin“ kL = e
k2
o 2m(%%—E) + 2}732E
h2 k>
- 2mU0
B2
=sinkl =+ -k
sin Sl
r=kL
1 h?
sinx = :I:Z U -

(Sizze Losungen)

keine erlaubte Losungen in Bereichen 0 < kL < 75 m < kL%”; 2 < kL <
57,
R
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k - cotikl = k7 Gefordert

cot kL = —% fiir Losungen.

Quadreieren eliminiert - Zeichen

= Losungen mit cot kL = —1—% unphysikalisch

gmh2

Ergebnisse fiir Spezialfall mit Uy = 7

(Skizze Ergebnisse)

4.2.3.2 Der Tunneleffekt

Durchdringen einer Barriere aus potentieller Energie
(Skizze Rechteckbarriere)
Grobe Abschétzung fiir eine ,dicke* oder ,hohe” Barriere

w(in Barriere) X 6_517 e-i—mc
"(/J(I‘ = a) X e*l@a

Yz =b) oc e

—kb
€ _ e*/{(ba)

Transmission:T =
e—ma

Transmissionswahrscheinlichkeit : P = |T'|? = ¢~ 2:(b=)

Exaktes Ergebnis:

< w(x) — eimc + Remx
a<zx<b P(x) = ce = Dt
z>b Y(x) =T - e

Randbedingunen:
Stetigkeit von 1 (x) und %Ef) an jeder Grenzflaiche = 4 Gleichungen

T =ae" + R-e " = Ce " 4 D - e (1 Stetig)
dyp

ike"™ — R -ike " = —C e " 4 (- ei’w(d— = konst)
T

Ce ™™ 4+ D-e® =T-e" (¢ = konst)
— Cke ™ + Dk - e = Tike'®
Aus 77 + 77 folgt:

e—na

2K

D =

[(k +iKk)e™ + (k — i) Re™ "]

159
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Aus 77 - 77 folgt:

6:‘6(1

T 2%

C (k —ir)e"™™ + (k + ir)Re™ "} (4.10)

4.9 und 4.10 in 4.7 und 4.8 einsetzen = 2 Gleichungen fiir R und T =
Losung fiir T

_4ikﬁein(b7a) efik(bfa)
(k —ik)? — (K + ik)2e—26(b—0)
16k2K? on(b—a)
(5 — k)2 — (ko + ik)2]2°

T =

P=1T)? =
Spezialfille:

1. Dicke Barriere

e "t~ « 1 = 2.Term in Nenner Vernachissigt Fehlt was

2. Diinne Barriere e 2:(0-2) ~ 1

16k2K2
P ~2n(b-0)
[k — k)2 — (r + k)22 " ¢

—2k(b—a)

3. Beliebige Barriere (Skizze)

P:P1P2...

~ p—28ATY

~e L 2AT

4.2.3.3 Der eindimensionale harmonische Oszillator

Klassische Betrachtung

F= Schwingungsgleichung
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161

x = Asin(wt)
_ S
w = -
m
: : Lo L 5,
potentielle Energie : U = | Fdx = f | xdx = éfx = 5mw's
1
(SkizzePotential(imw2x2))
1 w dx
Py(x)dr = = = ——
a@de =7 =223
W dx
271 Awcos(wt)
_dx 1 1 _dw 1
T 2mA /] —sin(wl)  27A 22
V1 — sin®(wt) 1— (%)
1 1
Pl = 2mA 2\ 2
1= (%)

Aufstellen der statischen Schrodinger Gleichung mit Potential

S NI oY
m  dx ——

1
2mw...

R ) 1, o,
T —|—§mwxpsz(x) = E(x)

Umformen und Argunemte von ¢ weglassen

2 2 1
M——nﬁb(—muﬂﬂf—E)@b:O

dz?  h?* \2
Substitution:

 fmw

2F

€= —

hw
mw d®psi m2w? y? m2 hw h
- _ I e o]
hoap ko mt T T

i

2
d_y2+ (e—yHv=0
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Randbedingungen (aus Potentialform)

L V) = 0
lim — 0
y—Foo

Néherungslosung fiir grofe y:

Einsetzen vin ¢(y) in Schrodinger Gleichung = Differentialgleichung fiir
H(y)

Differentiagleichungen wird durch Potenzreihenansatz (Polynomansatz)
gelost

Losungen:
e (. Grades

Ho=a=a(ce—1)=0=[e=0] a#0
e 1. Grades

Hy=ay+b=
—2ya+ (e — 1)(ay +b) =0

ay(e —3)+b(e—1)=0=[e=3] b=0
e 2.ten Grades

Hy = ay® + by +c¢
2a — 2y(2ay + b) + (e — 1)(ay* + by +¢) =0

b
—4(ay2+Qy—g)jt(e—l)(ayzby%—c):O:> b=0; ¢
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en=02n+1);n €Ny

[\]

hw

= F, =

1

(27’L+ 1) = hw(n—l— 5)

e

Ey = Nulpunktenergie

(Skizze Energieniveaus)
Wellenfunktion = Hermitesche Polynome
Konvention: Koeffizient der hochsten vorkommenden y—Polynome wird gleich

2" gesetzt

Hy=2"
Hl = 21y
HQ = 22y2 -2

Hy = 23y — 12y
Hy = 2%yt — 48y + 12

2 dne_y2
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W/ﬁ,{ 0& 73/4'24»“&«0&6« @ORJ»Z/QIZ/)

(\//.><C° %‘2/;/%()’)
Lig)=Cue OLZX Hn (LX) Ww‘“lr"?{

—_—

=

Cﬁ —2 pu— __Jg_ Coanllig
' It U7

e et .
([3%/@% ¥ <€ 2 vt Bys e
+ =0
?’J‘QQ&
0 _\}
n==0

36.16 Die Wellenfunktion fiir den
Grundzustand und den ersten angeregten
Zustand des harmonischen Oszillators.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5



4.2. GEBUNDENE TEILCHEN 165
4.2.4 Die formale Theorie der Quantnemechanik
1. Definition

Wellenfunktion ¢(x,y, z) = () Allgemeiner Fall einer Bewegung
im Raum

Wahrscheinlichkeitsdichte P = |¢(7)|? = ¢*(F) - ¢(F)

Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im unendlichen Volumen V' zu fin-
den

P, - /V (), dy, dz = / () 2V

Normierung [, .. goum [¥(7)?dV =1

2. Opertoren und Eigenwerte

il _
Klassisch 1D: 2m +U(x) —F i
kin  pot. ges. Energie

) 2 d?
Quantenmechanik (—%@ + U) CoY(x) = E\E/-/ t
N 4 igenwer

-~ Eigenfuntkion
Eigenoperator—Hamilton Operator H

Hip(x) = E(x) Eigenwertgleichung

Konstruktionsvorschrift fiir Opreatoren:
Jeder physikalischen Groke A(7, p), welche eine Funktion von Ort und

Zeit eines Teilchens ist, entspricht einem Quantenoperator. Diesen er-

9 9 0

halt mann, wenn man p'durch —ihV = —ili { 5-, 5y 92 ) ersezt, das heit

A(F, —ihV)
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Beispiel. Gesamtenergie (Hamltonfunktion)

_2
Hm:p——FU(F)

2m

0
Pz = —1 o7

_—h(o 9 0
~2m \ 0z’ Oy’ 0z

Y ——
laplace-Operator A
Eigenwertgleichung

LR () BN PN
o) =~ (A2, S0, SUD) vy - Bt
3D Zeitabhéngige Schrédinger Gleichung

Tabelle Quantenoperatoren

Gre Klassdef Quantenoperator
Ort T r
Impuls D —1hV
Drehimpulsr x p r X impuls
kinEnerg:
GesEnergie
Paritt

Eigenfunktion und Eigenwerte verschiedener Operatoren

(a) kin Energie (1D)

2 2
IO e = Buta)
o? 9
5  2mE
o 2mE

h
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Losungen fiir £ < 0: €** und e=** bzgl Ey;, entartet
Losungen sind Orthogonal zueinenander

+o0o +o0o
. T .
/ dr (6 zka:) ezk:x — / derzkac —
~—~
—00 —00

Beide Losungen sind auhc eigenfuntionen des Impulsopoerators:

o .. ,
_Zh_eizkx — :Fhk eizkx
ox ~~
Impulswerte
eF*® gind simultane Eigenfuntionen der kin. Energeie und des
Impulsraumes

3. Eigenschaften der Operatoren in der QM gehérende Operatoren zu ei-
ner Klasse die Hermitesch (Selbastadjungiert) genannt wird

/@;(A%)dv = /A*@;«bzdv = /(A(I)l)*%dv

Die Eigenwerte hermitescher Operatoren sind reell und ihre Eigenfunt-
kion orthogonal

Ay = aip(a; = reell)
/ Wi dV = 0y — {0 i # 7 Orthogonal
1%

1 i=75 Normierung

Operatoren sind linear: A(at) + fP) = a Ay + 3BP

e Summe von Opoeratoren C' = A+ B
CYp=(A+ B)Y = Ay + By

e Produktopoeratoi C' = AcdotB
CvY = (a-B)Yy = A(Bv) Achtung im Allg NICHT: ABY = B- At

e wichtig:Kommutatot: [A, B] = AB — BA Zwei Opeartoren sind
genau dann vertauschbar, wenn [A, B] = 0 gilt. A und B haben
dannauch einen gemeinsamen Satz vin Eigenfuntkionen

4. Messwerte und Erwartungswert

wenn der Zustand eines System der Funktion ®(7) entspricht, ist der
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Mittel- oder Erwartungswer einer Physikalischen Grofke A(7, p) gegeben
durch

A= / O* A(F, —ihV ) DdV
ges.Raum

bzw.
[T ARAV
[ ordaV

(a) i. ® sei Eignefunktion vonA, d.h A® = ad

— [ ®*a®dV
> A="—"— =
[ooav ~ “
Messwerte sind scharf definiert!
ii. @ sei keine eigenfunktion von A
Superpositionsprinzip. ® = c1¢1 + cotho + - = Y ¢y, (Ei-

genfunktion)

A= / (; cm¢m> A (Z cnzp?L) dv

n

() ()

m n

= Zanc,’;cn/lﬁllpndv
o T/_/

= A= z:an|cn|2
n

(Skizze |c,|?)
im Allgemeinen kein scharf definierter Messwert, da Vertei-
lung um A existiert, d.h. es gibt unschdrfe

Zwei Grofen, die den Operatoren A und §B§ entsprechen, sind nur
dann glecihzeitig genau messbar, wenn der Kommutator derOperatoren
verschwindet. Wenn nicht = Unschdrferelation
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Beispiel. Orts und Impulsoperator

T p = —ihV

[z, P| = [z, B¢ = <—2h ) (—zﬁ )
= —zhxa—x + ih 8$($@/1)

———

dH—a:a—w

[z, P,] =ih =y, P)| = [z, P]
[]I,Py]—[ZE,PZ]—[ 7P:E]_O

Ipulsoperator und Operator der kinetischen Energie

px __h2 o ( ,0 (.0 h? 0*
[2m> 2}1” %a?( h—¢> ( ma@ <%a7

T 2

A R

~ 2m O3 2m Oxz3

4.3 Das Wasserstoffatom

4.3.1 Die Schrodinger-Gleichung in Kugelkoordniaten

e H-Atom: Einelektroonenproblem, Zentralkraftprblem mit Coulomb-Potential

P
Hi = o U(r)
Transformation P = —ihV
h2
H= —2—V2 +U(r)
(50 ) P
T 2m < dz? T Oy T 022 ) +Ur)
h2
=-——A+U(r)

2m
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Kugelkoordinaten (Skizze)
Geometrie

x = rcos(p)sin?
y = rsin(y) sin(v)
z = rcos(V)
0>>o00
0>v>r
0>¢>2m

sei = f(u,v,w)
y = g(u,v UJ)
z:h(u v, W)

Qv Gw Quiw O 0 (qvqu O
A — —_ — —
= S QuvGuw { ( ) v ( Qv (%) + ow ( Gu aw)}

w
A =Ll (p0 N[ L O (0 1 &
re T 2 oy or r2 sin 9 00 0V ) sin? 9 Op?
2 LZ4+12+12
hZ T h

zu Zeigen —
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Drehimpuls in Kugelkoordinaten:

Lkl = FX ﬁ
L=—ihFxV
0 0 0
L,=—th|lz— —y— | = —th—
! <x8y y(?x) ! Op
Beweis

0 _0w0 oy 0:0
dp Opdx Op 0O0pdz

%
Op
g—z = a—i(rsinﬁcosgp) =rsind(—sing) = —y
@ = —(rsindsing) = rsindcosp = x
Do~ Do 7 o
0z
% =0
Analog:
0 (D 0
<ya ) = ih (sm 90% + cot ¥ cos w%)
) . 0 .0
< e ) =ih (—cosgo%—i—cotz?slngp%)
ohne Beweis:
B) 1 0
L2 L2 L2 —_—
Lyt [sm 29 00 (sm19819> * SiIl2198<P}
H = 9,0 + d( )
o /,0 L
B 2m, r2 Or < (97”) i 2mer? +U0)
N ——

Operator der Ey;p, fur Radialbewegung  Operator der Ey;, fiir azimutate (transversale) Bewegung
[H, LQ} = 0= Drehimpulserhaltung (Betrag)
[H, Lz] = 0= Drehimpulserhaltung (z-Komponente)

Es gibt einen Satz von Eigenfunktionen von H, E, L,
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PRINZIPIELLER LOSUNGSWEG:
Losungsansatz: ¢(r, 9, ¢) = R(r) - ©(9) - D(p)
Einsetzen in Hamiltonoperator und Multiplizieren mit ﬁ

N 1 i r?dR 1 ld2<1>
r?Rdr \ dr r2sin?¢ O 92 (4.11)
1 1d .nﬁ@ +2me[E—U(“)]—0 :
Zsind0dd O dd 12 "=
Auflésung der Gleichung
1 d*®
Ed_g)? = f(r,9)

Aus Ansatz: @ ist alleinige Funktion von f

1 d*®
. —— = konst = m?

s . Azimultaes Problem (4.12)
¥

Mit 4.12 und Gleichung 4.11 - 72

1d 4 dR 2mr? . B
g () + TS - U@ - eFG) =0
m? 1 1d ( do

5 g G () =60 =

1 d (. dd m?
= o <s1n19%> — mQﬁq) + 60 =0 ¥ Problem

1d [/ ,dR [ 2m. .
il (r % + = [E — U(r)]) R=0 radiales Produkt

4.3.2 Losen des Winkelproblems

4.3.2.1 Die L6sungen des azimultanen Problems: Raumfester, star-
rer Rotator

1 d&?d B 9
O dp?
dQ‘I)(SD) 2
= 002 +m ®(p) =0
+ime

Losungen: e
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Eigenwertgleichung beschreibt die kraftefreie Bewegung eines Teilchens auf
einer Kugeloberfliche

Fiir den raumfesten starren Rotatorist nur das Auftreten des Teilchens auf
dem Schnittkreis der Aquatorebene mit der Kugel zuge???

Begriindung: Gleichung 4.11 +Randbedingung fiir starrer Rotator

Kriftefreies Teilchen: U(r) =0

r =a = const

T
¥ = — = const
2

= sind =1
o 0
ERER verschwinden
110d 2m.
H Operator ?68_902 + h2 =0
AL 2m.a>
N S I
dp? h?
——

m Quantenzahl

e LoOsungen:

®,, = a - eF™% Rotation im/gegen Uhrzeigersinn

e Randbedingungen

®,,, muss nach einer vollen Umdrehung wieder den Ausgangspunkt

erreichen

elmey — 6zm(cp-i—27r)

= ™ — 1= m=0,+1,42,-

e Normierung:

& 1
/ O D,dp = 0y = o= —
0 2

s
Energie-EW:
h? L?
E,, = m?=—2- m=0,+1,42,...
2m.a? 2m.a?
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Beweis 1. 2 26
—_— — =F®
2mea®  0p?
A d
L, =—th—
de
[2? = _h28_2
z 3@2
L2®
E_=F®
2m.a?

4.3.2.2 Die Linge des v Problems: R Raumfreie starrer Rotator

Fiir den allgemeinen Fall des raumfreien starren Rotators ist die Bewegung
der Teilchen auf der Oberflidche einer Kugel mit Radius a zugelassen.
r=a=const U(F) =0, da kréftefrei, % — 0 'H Operator 4.11

h? 1 d d 1 2
- — | sind— ——— | Y (¢ —E.-Y(¥
~ 2mea? [smﬁ v (Sm dz?) * sin2190g02] (9,) (0, ¢)

N /

=

L2
2m.a?
Seperationsansatz:Y (0, ) = O(9) - ®(p)

Y =FEY EW-Gleichung fiir Drehimpuls

1 d de e 0*® mea® 1
2 (sino = 2" pod —0 |~
sinﬁdﬂ(sm dﬁ)+sin2198(1>2+ g POP=0 13
1 d de O 10°®¢ 2m.a®
—_— ] — —_— E pr—
sinﬁdﬁ(smﬁdﬁ> 20 Bogz gz LO=0
r2
—m2 -z
1 d (. .dO m?
sin 9 d (smz?%) a sin219®+ﬁ@ =0

Legendre-DGL: Losungen sind Potenzreihen in cos(d)) oder sin(v)

Fallunterscheidungen:

1. © = const ) 72
m
O+ =-60=0
sin? ¥ * h?
Fiir beliebig 9 nur erfiillt, fals m = 0 = L? = 0 Losung fiir Bahndrehimpuls=
0

0—
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2. © = f(sin"¥)

(a) © =sinv
1 d 2 12
Sinﬁ%(sinﬁcosﬁ) — Sizzﬁsinﬂ+ Esinﬂ =0

d, . -
@(smﬁcosﬁ)—m —l—ﬁsm =0
L2
cos219—sin219—m2+ﬁsin21920
L2
1—25in219—m2+ﬁsin21920

175

|sin ¢

Ein beliebiges ¥ erfiillt, falls m? = 1 = m = +1 und & =2

(b) © = sin?¥

L? L?
<—6+§> Cos219+2+m2—§20

>m?=4=m=+2und & =6
() @=sin*d =L =12, m=43

(d) @=sinty =L =20, m=+4

3. © = f(cos* )

(a) © =cost = m =0, %:2

(b) © = cos® 1 = keine Losung
4. © = f(sin* 9 - cos* ¥)

(a) © =sind-cosv¥ = n=+l1, L —6
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£(t) m | & |1
const 0 010
sin ¢ +1] 2 |1
sin® 9 +2| 6 |2
sin® 9 +3]12 |3
sin +4 120 | 4
cos 0 2 |1
3costt — 1 0 6 |2
5cos? —3cos?d | 0 | 123
sind - cos v +1| 6 |2
sin 24 - cos ¥ +2 112 1|3
sin) - cos? ¢ +1112 1|3

Zusammenfassung:

L>=1(+1)- R, l € Ny
L.=m-h, m=0,+1,42, ... +i

LBohr:n'h n €N
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ot b dothivpudurs
S Ao <o peb it el
2= AUt A= G1LH3, -

[I] = AV .eteta)

) i WZ/»:MO/(@@@A%J C?Z;‘4}lﬂavc€,
( A

Jecly 2 E e oy e iy
L

m Mg A
+ £
, _— /«é ’—/é 7L 4 ) -0
A ¥ B / R
t et & ooy
- /uzaW’cLﬂ Oreecuslly 2L
TABELLE 8-8 Bezeichnung und Entartung der = " 73,0;0
Drehimpulseigenzustinde fiir die (JZ ’r
Bewegung in einem Zentralfeld
Drehimpuls, [ ol 1] 2|3]4a]s e
Symbol @ @@t |e|r
: ] =3, 1|
Entartung, g = 21+ 1 1|35 |7]9 |1 N
f ! w/[‘t{
apgﬂ%zéoxo&Q ] m=0
il ! . ——d
my= —2|
1=1 1=2
() W

7’ 6"(‘/@7 /zl/( - /@o(gw\{ /&U-vAl? -&6{ ﬂinj(m:‘}iche Quantisierung illustriert fir ! =1 und I = 2.
(/l') » v RIbap it ek abs O i s
DN af & (! " i

ey Z-«c‘é;auﬁ/q/ weced ae

. ol RQQ-G /—‘—t-co(of:u..\} /r :
Qur s o o T o il 3k Ay
T L8 i ol mecopiet,
ozlu(‘ 7&%/&;7 e L 7/—-«40@:«!2&%4::(2\4;@
Spracke Q11 kw?ﬁ’m—du/é‘-
m ' .
?éx,[y7’/./él} ( [,7\/([3—7—:4;{‘4&
LL%(L)(Y'E /;,é'éy

— TuagelnJorelales Dlx Kty = LAl

SJonar
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(Folie: Quantisierung des Drehimpulses)
(Skizze)
Hamilton Operator (Operator der Gesamtenergie)

- 2
D e

Hi = Erin + Epoy = — —
M b pot 2m,  4dmeor

QM-Operator bilden durch Ersetzen

P — —ihV
2 o2
=>H=——"~A,,.—
2m, dmeor
Transformation auf Kugelkoordinaten r, 6, ¢:
h? e?
=>H=—""DANy,—
2me e 4meor
10 0 1 1 0 0 1 02
Ng,=——|r*=— = [ giny—= ) ——
0T 2 or (T 87") N 72 [sin219819 (sm 819) sin2198g021
2
h

Suche stationdre Losungen

Produnktansatz fiir Wellenfunktion:
b(r,0,¢) = R(r) - ©(0) - &(p)
= 3 Gleichungen zu Ldsen:
1. azimutales Problem (raumfester, starrer Rotator)

d*® ()
dep?

+m?®(p) =0, Losungen ®(p) oc e mit m € Ny

2. U Problem (raumfreier starrer Korper)

=

L2
Lésungen: Potenzreihen in cos(v)) und sin(y)
Losungen nur stetig und eindeutig
72
ﬁ:ﬁzf(é%—l), ¢ eNy wobeim,=0,+1,+2, ...

~
(2¢+1)fache Entartung
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Wellenfunktion:

U(d,¢) = Opm(¥) -Phin(p)
~—— ~——
Kugelflachenfuntion Kugelfunktion

Eigenfunktion des Drehimpulsoperators
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feus el flacken m;z,«f,w@ 7’“““‘4”@@ Rt bl -

Vor (4,0) = Ot (2) B0 | 1oy Wy
% . {/"'Q (:217‘4)(1-4#,)/ P”‘(aa,‘l) P

S(lte)! yz—f-
L% Yoo (o, €)= B LCLE 1) Somue (S, 4/
E=0 02, =
L Yeawe (4,9)= /’4"0% Yz,w, (4, ((/ g =~4) 411, - #

=l @zou C"")

——
TABELLE 8-4 Winkelfunktionen zu L* und L: I (914«2 (&) /
l m ‘Winkelfunktion i
1o 8
[/ o >
0 0 Yoo = 1/V4m ;__;._z_.L._l_L_’ S A, I
”.50 0 60 L 0 B0OBIY 30 60 % 20 B0B0 30 60 90\1217 150 1807 o5
- . =05k7a0 1+ P -] M=t —_— — 3]
. 0 Y10 = V/3/4r cos § —uz-l 0, m=0 Bl 1,m=%1 ?H 1=1,m=0 Nege #—w
+£1 | Vi = FV3/8r sin 6 &£ i qif,
L ~ <15
0 Y20 = 3V/5/4r (3 cos? 6 — 1) ;j]_ . \ /—m
: L 27 Ry 7N\ \ -.5
2 +1 You1 = F+/15/8x sin 0 cosf e ”’: N Z, .\ o \ J %
g1 \. ¥
+2 Yois = 3V/15/2r sin? § &2 t-am-22 —B|leamtt b | am- ” / _“’ %
z Z
et "’éﬂ? (1) o
1 1-0m-0 L=1,m-%7 l-1m=0
/‘\
l 2z z
A (d ) ‘ d@ l-Z.m-.ﬂ% -2m-0
@Id«‘ 1-2m-%2
— )(' Y- %“44.(
Abb. 48. Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten Gf (ausgezogene Kurven) fir verscl
D denc Zustinde des Elektrons im H-Atom (oben in kartesischen Koordinaten, unten
Polarkoordinaten). Die gestrichelten Kurven im oberen Teil der Abbildung stellen
Funktion @, ,, dar
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(Folie Drehimpuls, Eigenfunktion)
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/{(M(/@y 2, —/wd?eéwu\
| ¥
fore = e (Ve ) ) g pl e

LT ‘
Yﬂlnka= "—%—( Yetuce] = T((me/)

TABELLE 38-5 Winkelfunktionen zu L? und L}

1 |l Winkelfunktion

0 0 s = 1/Vir
0 p: = V' 3/4mw cos 0

pz = V/3/4x sin 0 cos ¢
py = V3/4r sin 0 sin ¢

0 da.2

2 = +/5/16r (3 cos? 6 — 1)

A/ 15/4m sin @ cos 0 cos ¢

2 1 b =
dy: = /15/4x sin 0 cos 0 sin ¢
2 dz2_,2 = V/15/4r sin? 6 cos 2¢
d., = +/15/4r sin? 6 sin 2¢

Abb. 8-9. Winkelwellenfunktion fiir

Abb. 8-11. Winkelwellenfunktionen fiir d-Zustiinde (I = 2).
s-Zustidnde (I = 0).
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(Folie chemische Bindung von Winkelfunktionen)
3. Losung des Radialproblems
1 d [ ,dR 1G] 2m, e?
i LS I E —
r2dr [T dr} 7‘2R h? ( * 47?50r> R=0
I2
g = 7= 0(+1)
( )
2 1d ([ ,d 00+ 1)R? e
_ 4 (2L _ E -
= 2m. % dr <r dr) + 2m.er? dmegr HEL B(r) =0
~ —~ s ~~ o N——
Ekin der Radialbewegung Zentrifugal Coulomb—Potj.
\ eff. pote;trial Ueff
(Skizze)

Subst: R(r) = Uff")
Abstédnde r = nagp (mit ap-Bohrscher Radius und p dimensionslose

Grofe)

Energien Vielfaches von Ep,p, o %

> t+1) 2n
—_—— —_— 1 =
{d,o2 PR }u(p) !
Grenzfall (p — o0): (% — Du(p) =0

Losungen e™”
Allgemeine Losung (Potenzreihe in p)

u(p) = [Bp+Cp*+ Dp*+...]e?

~ /

TV
Polynom ohne konst Glied

R(r) = @ soll endlich bleiben

aber:r - 0= - —
T

= limu — 0

r—0
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Losungen sind Laquerre-Polynome

Ro(r) = Nyoe et L2 (2H,7)
——

n+4
assoziierite
Laquerre
Polynome
Z 1
Hn = —
n o a,
Amegh? Me
a,, = = Q;—
et fu
o —(—=1)!
/ ’an’? dr = Nn,e — _ (Q'Hn)3+2€ . (n—>3
0 2nl(n+1)!]
Losungen fiir Energie:
Ze? 1
E,o=— il n, € Ny

2(dreo)2h (ny + 0+ 1)2
n Hauptquantenzahl
Ze*u 1
e, PR
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bt Sgpifud. b Warorollff —Aoucs
%t(/}l(_( ("/,’?j,c//: 724(((”) 7/(4((([41, 7/:72.,,(7)%} é?«:d

Table 3.1 The complete normalised hydrogenic wave functions corresponding to the first three shells, for an ‘infinitely heavy’ nucleus. The quantity
ag = 4meoh?/me? is the first Bohr radius. In order to take into account the reduced mass effect one should replace ao by a, = ao(m/p)

Shell Quantum numbers Spectroscopic Wave function Y.(r, 6, ¢)
n |l m notation
l 3/2
K 10 0 1s T;(Z/au) /2 exp(—Zr/ag)
1 3/2
L 20 0 2s ﬁ(Z/ao) /21 — Zr/2aq,) exp(—Zr/2ap)
A ;
21 0 2po 72—; (Z/ao)*'*(Zr/a,) exp(—Zr/2a,) cos 6
s ; .
2 1 =} 2p.y :ﬁ(Z/ao)’”(Zr/aa) exp(—Zr/2ap) sin 6 exp(*ig)
1
M 30 0 3s E(Z/ao)’/z(l = 2Zr/3ay + 2Z%*/27a3) exp(—Zr/3a,)
2/2
31 0 3po e (Z/ao*’*(1 = Zr/6ag)(Zr/ap) exp(—Zr/3ap) cos 6
e 2
3 1 =1 3par gz T (Z/aoY*(1 — Zr/6ao)(Zr/ac) exp(—Zr/3a,) sin 0 exp(=id)
1
32 0 3d, m (Z/ao)*’*(Z%*/ad) exp(—Zr/3a0)(3 cos? 6 — 1)
. 1
3 2 %1 3d., :W—; (Z/a0)*"*(Z%*/aB) exp(—Zr/3ap) sin 6 cos 0 exp(=ip)
1
2 =2 3d., - ——= (Z/a0)**(Z**/a}) exp(—Zr/3ap) sin’ 0 exp(=2id)

3 e
x, ¥ w/j Wmo/a&ﬂ/:zw@ & pri ter by
e, gledl muty by frfises oo

- __2% " A /"ou//jwewéq_
. £ = {0 il

A Syl u 3—%2” CTE2 2 / i:ﬁ/;z,s/“-
5 gl by [o=Alpcht1)  Dopfurputs - Qe

»KL—.«MA z:o/,{/ ”_./44_,’

z ,ﬁw-ﬂm.ﬁ [y = Me- & ouey:;lf;@(zf;
3 b pallz padn wy= 0,1

-1

i (24+1) = =

)qlol:.ac Ao 42;,,{&..10&\41. =t ’
A/:M;(J.Ll,: Ay Hy T Alpr o
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(Folie Die Eigenfunktion des Hs Atoms)

Feinstruktur: Aufhebung der Entartung bzgl ¢ und m,!

4.3.3 Aufthebung der ¢/ Entartung

¢ Entartung ergibt sich nur, wenn das Coulomb-Potential einer Punktladung
relevant ist, Abweichung von o % = Aufthebung

Beispiel: Alkalimetalle (Skizze)
Néherung V,;(r) = — =%

Amegr

Sei oBdA hier nur ¢; # 0

e2 2
_Clﬁ_CQT_g—i_-..

00+ 1)h? e? e

R(r)=0

2412 r3 dmegr

-
2 (e+1)

Zusammenfassung zu —; —
T

Formal identische Gleichung wie beim H-Atom. jedoch ¢ < ¢ keine genauen
Zahlen mehr

4
e 1
E, pv=— : ) eN
T U2 (ny + 0+ 12 0
ness=n O ppe L
Mery
= —Rhc

[n— A(n, £)]?
—_—

Quantendefekt

DUBLETT STRUKUR DER ALKALIMETALLE, FEINSTRUKTUR DES H-ATOMS
Erweiterungen:

1. Zum Bahndrehimpuls L des Elektrons gehort ein magnetisches Moment
My,

2. Das Elektron ein Eigendrehimpuls S und ein magnetisches Moment Mg

3. Die beiden magnetsichen Momente treten in Wechselwirkung mitein-
ander
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4.3.4 Authebung der m-Entartung

4.3.4.1 Das magn Moment der Bahnbewegung

(Skizze)
magn. Dipolmoment einer Leiterschleife

M=14
dQ  Ladung
St =]— =
T 0 T Zeit
_—e  —ev  ew) w
T 2nr 21 27
M = _—ewﬂ/TQ
27
1
= ——ewr?
2

e
= L.da L = mvr = mw?r?
e

(& —

M=——1

2m,

eh
= M, = — A0+ 1
¢ 2me ( + )
~—~—
1wE=9,274078-10—24 Am2

— L -
M, = _QEMBﬁ =L

ge= Landéscher g Faktor
g¢ = 1 Bahndrehimpuls
ve Gyromagnetisches Verhdltnis

Wegen der Richtungsquantellung des Drehimpulses gilt dies auch fiir das
magn. Moment

— —eh
Mz = ‘ z = ‘ my
2m, 2me
= —uUpmy = —getpMy

Jeder klassische magn. Dipol erfahrt in einem statischem Magnetfeld B eine
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Energiedinderung:
AE,, = —MB
- " IB=-"1.B
2me 2me
0
= ugBm, daB=10
B

Gesamtenergie eines Zustandes n, ¢

Eym, =E, +AE,, = E,+ppBmy,, mycZ

Drehmoment:
- = dL e - =
T=MyxB=—=— LxB
T e dt 2m, %
71 auf —L und B
(Skizze)
7 bewirkt Anderung AL in x-y-Ebene, damit verbunden ist Winkeldnderung
_ AL
L
= Winkelgeschwindigkeit
Ay AL” 1 ‘ﬂ e LsmvB e
Wy =—"—=——-—=— = - = B

At L” At LH N 2m,. Lsind 2me

Wy, = c B-EEp Laner-Frequenz
2me. h

4.3.4.2 Magnetische Moment und Spin

e S zustinde = ¢ = 0 = kein magnetisches Bahnmoment

e = Einelektronenatome diamagnetisch

e Experiment = Atome sind paramagnetisch

e Grund: Existens eines Eigendrehimpulses = Spin
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e Spin= fundamentales Charakteristikum von Elementarteilchen

e klassische Abschitzung fiir Eigendrehimpuls

(Skizze)

R.=2,8-10""m
me=9,1-10"3kg
v<c¢
Sping < moRjc = 1073¢Js ~ 1072k
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Spin aufwirts d %

_ My off =Messt dB.
L Klassisches
. ~ Ergebnis

Spin abwiirts

Beobachtetes
Ergebnis

®. » b
i G 2seq=2 = §=Llalbd

£ m A1) Ko

Spin [S|=fs(s+1] h ,S

SZ=+lﬁ-— mS=+—1‘-
2 % 2 Sz'xrﬂ“’f: ’Il‘rf P(J;MJ

Ladung @ -e 0 151={3/4 h
Masse mg L
1 1
SZ'_fﬁ" L ms'-i

magnet . =g e g

Moment 2m

Abb. 12.7. Spin und magnetisches Abb. 12.8. Der Elektronenspin hat zwei Einstell-Moglich-
Moment des Elektrons, schematisch keiten in einem Magnetfeld der Richtung z. Sie sind durch

die Quantenzahl m = + 1/2 charakterisiert

T
$2.2#
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(Folie Experimentelle Bestimmung des Spins)
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.
H #&44 : (7 L'f‘d"
oty Balrdbog 2 wﬁ*—-pw Jowmdl Iy

] widjer 9t e |
Ta = mep e i me=0, 4 mEj, (i)
fegeliadn &S @
ow = 0»(274" ; =4 ET - tio (2217)
NOQJ J’z*]z

Fwo()w-(f ‘;‘J(J*”)ff

P
,%{d 2& wd=0/f7, /

Rl ‘li’,i S odthie= Ty (420 |
odrpwq/ﬁ!

Tabelle 16
Die moglichen Kombinationen der Quantenzahlen [, j und m;
Zustand | s )4 d f
! 0 i 2 3
. 1 i 3 3 3 3 7
iz le| = T T T H
t] .4 i .3 1 .3 £ .3 £ .3 1,3 .5 7
m |t | tuite ey [ ptmiy | fptgity |Epitpiep s
2j4+1 | 2 2 4 4 6 6 8
Abb. 12.12. Kopplung der Vektoren von Spin s und
Bahndrehimpuls I zum Gesamtdrehimpuls j im Vektor- 2(2l+ )] 2 10

modell. Die Vektoren s und [ priizedieren um den von
ihnen aufgespannten Vektor j. In einem duBeren Magnet- ﬂ M: Z
feld der Richtung z priizediert j um die Richtung z. Dabei Bt
wird die Offnung des Priizessionskegels durch die
magnetische Quantenzahl m; bestimmt. Die Abbildung 2 M
gilt fir s=1/2,1=2, j=5/2 Z Q ‘Z )
i f‘ 2t % ﬁ, .é #0
4 p L=0
- o5 w B
) P - 2‘)’*‘ Quisn 9/&« 0-'40& ale 4

et .9/)—«‘4 ; —l— oLy



4.3. DAS WASSERSTOFFATOM 193

(Folie Addition von Drehimpuls)

4.3.4.3 Spin-Bahn-Kopplung und Feinstruktur

Plausbilitatsbetrachtung

e Bewegung des Elektrons im Laborsystem (Skizze)

L=morXuv=mor XuJXT

e Elektron erzeugt ein Magnetfeld
= Wechselwirkung mit magnetischen Momenten

= Energiednderung

e Ruhesystem des Elektrons (Skizze)

Im Bezugssystem des Elektrons gitl L=0

= es gilt nur magnetische Moment von S

= Energieiinderung o MgB; Mg||S und B| L
= AEg, = aSL Spin-Bahn Wechselwirkung

Magnetfeld einer Leiterschleife
Biot-Savart:

B

Lo [dixf:B:uof dlyf_uofj{dl:u;.l

" 4r r3 Ar | B2 42 2r

2mr

V e
mit o = 1,257 - 10—6ﬁ und Kreis di L7

w L:mewr2 Z@L

I =+7ev=+"Ze— ——— was unter —
2T 2mm,r?

47 me r3
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Riicktransformation ins Laborsystem des Elektrons:

Ergebnis: B= 1 Ze“o L mit Thomasfaktor = ;

e = 1Zeuy L
2m, 2471'7718 r3
9s=2 Ze* gy ==
~ SL
8mm?2
~———
q

AEs, = —MsB = —(—)gs

Grofsenordnung: Z = 1,7 = 1A = AEg; e~ 10~V < E,
Gesamtenergie £ = E,, + (AEg;y)
:m+kWSL<>H U Lydy

8mm2

J=L+S
— — 2 .
& SL="[i(j+1) = £+ 1) = S(S+1)]
2 l fir j =¢+ 1
AFEsy, = |E,| —AZ% 2
st = VBl St )@ \ Z 0+ 1) fiwr j— 0— L
1
o= 37 Feinstrukturkonstante
H-Atom

=FE=FE,+ (AEsy) + (AFEyin) + (AE,0t)
N——

rel. Korrektur zu Ey;, rel. Korrektur zu Epot

4 2
p a3 n
Epin = — = |E)— |- — ——
F 8m3c? | ’nQ [4 ﬁ—i—%}
2

o
Epot = |En’W7€ =0

2 3
= [0 5 (23]
itz 4

1
k— 7+ 5 Sommerfeld

.. s0, das wars jetzt irgendwie

Fehler im Skript endteckt? = Maximilian. Michel@physik.uni-wuerzburg.de
mailen! (Kapitelangabe und letztes Schlagwort nicht vergessen)
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