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1 Ubung

1.1 Aufgabe

Die Darstellung der Mengen M; U My U Mj liefern ein lachendes Gesicht. Dabei be-
schreibt My := {z € C | 2z = 3} den Rand des Gesichtes um den Ursprung z, = 0.
My, = {z € C | (2 —i)? = 1} stellen die beiden Augen dar. Die Menge Mz :=
{z€C||z| = V2 und arg(z) € [27, 7]} ist hier der Kreisbogenabschnitt des Mundes.

1.2 Aufgabe

Gesucht z € C\{0} mit

(i + ; - Re(z)) -\(26 + 244224+ 1) -(arg(z) —arg(z)) =0
h o) s 8(2) =(2)

= a(z)-f(z) -(2) =0

S a(z)=0VE(z)=0Vy(z)=0

Betrachten wir also die einzelnen Félle:
a(z) =0
1

1
-+ —-—Re(2) =0
z  Z

&7Z+ 2 =Re(z)zz
mit Z+ z = Re(z) — Im(z) + Re(z) + Im(z) = 2 Re(z) folgt:

&2Re(z) = Re(z) - |2)?
SRe(z) =0V 2=z

el 44 2241=0
S+ (*+1) =0

(2 - (22 —i)- (2+i) =0
S(z—i)(z+)(z = Vi) (z + Vi) (z = V=i)(z + V=i) =
S(z—i)(z+i)(z —e'F 1) 4 i

s
4
. Y - 5 z
Sz € {z,—z,e%,el ”,614”,624”}



1.3 Aufgabe

7(2) =0
Sarg(z) —arg(z) =0
mit z := re folgt:

S =—¢ mod 271
Sp=0V p=71& z € R.

Damit erhalten wir als Gesamtlosung;:

ot

L={z]Re(z) =0} U{z||z[ = \/5} U {i, —i,ei%7ei%”,ei ”761%”} UR

1.3 Aufgabe

Fiir ¢ € C sei P : C — C rekursiv definiert durch P!(z) = 22 + ¢ und P*™' = P! o P".
Die so genannte Mandelbrotmenge ist definiert durch:
M :={c e C| (P*0))nen ist beschrankt}.

a) M C By(0) := {z € C| |2|] < 2}. Hinweis: zeigen Sie zunéchst, dass fir alle n > 2
gilt:

27172

[P 0)] < fel (Je] = 1)

Beweis. Wir machen dies mit der Induktion: Zuerst zeigen wir, dass die Aussage
n = 2 gilt:

P0) = | = = ¢~ (a2 ] - |
L
> Jef? =[] = || - (e = )2
Es folgt der Induktionsschritt von n — n -+ 1:
Pr0)] = |(PR0))? + ¢ = [P2O)]° — |
> (e [(1e = 1]~ e
= | - [e] - (Je| = )" = 1]

>2

— el (e = ) T -
(e — 17"

——

>1

[ S ——

>1
|
L >1 i

1

> el (le] = 1)*"



1 Ubung

9 N—00

Fiir |c| > 2 ist |¢| — 1 > 1 also folgt (|¢|] — 1) —= oo. Also ist ¢ ¢ M fiir alle ¢
mit |¢| > 2. Damit folgt: M C By(0). O

b) M ist abgeschlossen. Hinweis: Zeigen Sie zunéchst.

M= ({ceC||PN0) <2}

neN

Beweis. Wir zeigen zunéchst den Hinweis:

,C' Fiir jedes ¢ € Nyen{c € C||P20)| <2} ist |P20)] < 2, also (P7(0))nen
beschrankt.
= ({ceC||P0)] <2} C M.
neN
,2" Sei x € M. Nach a) ist |z| < 2. Angenommen, es wire ¢ ,cn{c € C |
|P™(0)| < 2}. Dann exisitert ein n € N mit |P;(0)] = 2+ y mit y € R". Es
folgt:

PrY0)] =

PI(0)? + 2| > [PRO)f ~ |a]
N——— ~—~—~
=(2+y)? <2

=4+4y+y* — |z

> 2+ 4y

Induktiv folgt P;“Lk(O)‘ “2% 4 oo. Damit folgt = ¢ M. Dieser Widerspruch
zeigt, dass insgesamt

M= (\{n e N[|P0) <2}

neN
gilt.

Zeige M ist abgeschlossen. Da beliebige Schnitte abgeschlossener Mengen ab-
geschlossen sind, geniigt es die Abgeschlossenheit aller Mengen M, := {c € C |
|P(0)] < 2} zu zeigen. Sei hierzu f, : C — R, ¢ — |P?(0)| stetige Funktionen.
Dann ist M,, = f~}(Bx(0)). Also ist M, als Urbild einer abgeschlossnenen Menge
abgeschlossen. ]

c) Bestimmen Sie M NR
Nach a) gilt: M NR C [-2,2].
Behauptung: Fiir ¢ € H, 2] ist (P7(0))nen unbeschrénkt.
Beweis. Zeige (PS(0))nen ist streng monoton wachsend. Wegen P"(0) = P(0)+c
muss dafiir

x2+c>m

1 1
s —z+-4+c—=->0
. 1 c 1

@ (e-g) +(c-3) >0



1.3 Aufgabe

gelten. Dies gilt fiir alle ¢ € H, 2]. Damit gilt entweder

P*0) — xq oder P'(0) — +o0.

[

Fiir P"'(0) — xo miisste 2o = 23 + ¢ gelten, was aber fiir ¢ > 1 nicht gilt. Damit
folgt, dass (P(0))nen unbeschrénkt ist. O

Behauptung: Fiir ¢ € [-2, 1] ist (P7(0)),en beschriinkt und es gilt fiir alle n € N

PRO) < 31+ VT—40) = £(0)

Indutkion: n =1

(e, ¢ 0,1 1
Rof=id={ 70 Do B S M0 Yy
Bs st |PL(0)] = 2 = (1 — /T—4(=2)) = f(-2) und f'(c) = o= > -1,
c € [-2,0].

=] <

| <f
PHO)| < f(o)

=

n — n+ 1: Sei |P*(0)] < f(c). Dann ist

PIL0)| = |Pr(0)? + ¢
P02 e < fe? =21+ VI— ) +c= f(c), fiir P(0)2+¢ >0
P02 —c < —¢ < ¢ < f(o), fir P"(0)2+¢<0

Also ist |P"T1(0)] < f(c) < oo.

Damit ist (P?(0))nen beschriankt fiir ¢ € [—2, i] Damit folgt, dass M NR = [—2, ﬂ



1 Ubung

1.4 Aufgabe

Bette das Riemannsland in C ein. Die Palme P und die Felsen F' entsprechen dann
komplexe Zahlen.

S=(1.18,0.14)
L ] L ] ]

Abbildung 1.1: Darstellung der Situation mit Geogebra

Die Abbildung « : z — —i(P — z) 4+ p beschreibt die Abbildung , Anfangspunkt— Erste
Fahne
Die Abbildung (3 : z — +i(F — z) + F beschreibt die Abbildung ,, Anfangspunkt— Zweite

Fahne. Geraben wird bei
1 1
S(@(2) + 0(2)) = [~i(P = 2) + P+i(F — 2) + F]
=[—iP+ P+ iF +F]

Man erkennt also, dass es unabhingig vom Startpunkt 2 ist. Eine elementargeometrische
Losung findet man auf der Ubungsseite der Funktionentheorie


http://www.mathematik.uni-wuerzburg.de/~jordan/Fuko08/index.html

2 Ubung

2.1 Aufgabe
Q) C C ist ein Gebiet, f : 2 — C holomorph

a) zu zeigen ist: f'(z) = 0V.cq = f konstant. Dies folgt aus Korollar 3.4 oder f(x+iy) =
u(z + 1y) + iv(z + 1y). Da f holomorph ist, folgt:

f'(20) = 87(%) = 2@ Vaen

Mit f'(z9) = 0 V,eq folgt:

Ju ou 10u
0= f(2) =25 (2) = [ o + > =
f'(z0) = 25 (=0) <8ym : 8y> (20)
Mit den Cauchy-Riemann’sche DGLn (2.2)
Ju ou
Bu_ (= du _
o, % :>u(m, y) = const = const
=g =0=74 v(x,y) = const

b) Zu zeigen ist, dass z — Re(f(z)) = const zu f = const fiihrt.
f=u+v

mit u = const = f' =0 4 f = const

c) zu zeigen ist, dass aus z — Im(f(z)) dann auch f = const folgt (kann man analog zu
a) zeigen, oder)

Betrachte f(z) :=if(z) = identisch zu b) = f = const

2.2 Aufgabe

Q) C C ist ein Gebiet und f : Q2 — C holomorph.

a) Falsch! Ein Gegenbeispiel: f(z) = i2? ist holomorph und f(iz) = i*2% = — f(z) offen-
sichtlich aber nicht konstant,

b) Richtig, denn aus arg(f(z)) = arg f(z) folgt f(z) € R = Im f(z) = const 210 f st
konstant



2 Ubung

c) Sei |f(2)] =c

c=0= f=0= fertig.

= f(z) #0 Voo
= ‘}cg% holomorph
- f ({72)?(1) - ;EZ holomorph = f(2) holomorph
Wegen
2.1.c) _
In(Re(f(2)) =0, Hel/(2)) = const

d) Falsch! Ein Gegenbeispiel ist f(z) = z + 1 ist auf Q\{0} holomorph und erfiillt die
Bedingung, aber sie ist offensichtlich nicht konstant.

2.3 Aufgabe
Existiert eine Umgebung von 1 mit
a) f(z) = ;> Realteil einer holomorphen Funktion ist?

Ja! Die Funktion
)
T +y

F(x+1y) =

ist in jeder geeigneten Umgebung von 1 (0 ¢ U) holomorph.

Re F' = Re LZ_Z‘Z) |
e +y

vy

x? 492

ISTR RN

b) g(z) = xy? (wobei (z = z + iy)
Nein! den

Annahme: Existiert ein G(x + iy) mit

Gz +iy) = g(x + iy) + w(x + 1y)
0 <8g> (2;2)&_02;

o or Oy

ox

10



2.4 Aufgabe

Wendet man nun den Satz von Schwarz an, so erhélt man

0
-y Ox
@2 _0 09
-y Oy
also folgt:
Py P
ox2  oy?

da aus ,,g-harmonisch”“ folgt, dass g holomorph ist

=0+4+2x #0

2.4 Aufgabe

Seien a,b € C, r € R mit |a| < r < |b] und vy = re® mit ¢ € [0, 27]. Zu zeigen ist:

dz 2w
/y(z—a)~(z—b) T a-b

Beweis. Nehmen wir zuerst eine Partialbruchzerlegung vor

/ dz B dz} 1
v Z—a vyz—bla—-0»

0) holomorph. Satz 4.3 liefert: Es existiert eine

dz
ﬂ,<z_a>.(z_b> -

1. Wegen |b| > r ist -1 auf D
Stammfunktion, denn
7 geschlossen in D = [ % =0

it

. Wihle 0 < € < r—|a|. Wir behaupten, es existieren €2, Qs mit v; C Q; und 75 C Qo,
so dass lea auf €21 und 25 holomorph ist.

Wie kann man sich das vorstellen? Wir betrachten den Einheitskreis C1(0). In
diesem Kreis gibt es einen Punkt a, um den herum gibt es eine offene Kreisscheibe
C.(a). Aukerdem betrachten wir eine Sekannte, die eigentlich durch a verlaufen wiir-
de, aber entlang der Kreisscheibe C.(a) verlauft. Dann wird der Weg ~; durch den
Abschnitt des Einheitskreises, der Sekannte und (in Integrationsrichtung) links des
Punktes a verlaufenden Halbkreises beschrieben. 5 entspricht dem anderen Kreis-
abschnitt des Einheitskreises, wieder entlang der Sekannte (diesmal in entgegenge-
setzte Richtung laufend) und des ,restlichen” Halbkreises von C.(a). Kurz gesagt
entspricht: |y + 79 =kleiner Kreis+grofer Kreis*!

Wegen der Holomorphie existiert eine Stammfunktion und die Integrale ver-
schwinden. Man kann etwa folgendermafien schreiben:

/g,roféer Kreis kleiner Kreis (wg. Orientierung)

11



2 Ubung

mit C.(a) = e, damit folgt:

dz PL et 2r .
/ = —/ _Zit— = —/ —idt = 2m1
kleiner Kreis £ — @ 0 0

ce e

=0

Insgesamt folgt:

dz 2m
/v(Z—(Z)'(Z—b) T a—b

12



3 Ubung

3.1 Aufgabe
f(z) = 23 holomorph, a =1,b=1i, Q =C
fla)—f(b) 1-47 (1+14)? 2i

a—b  1-i (1+i)-(1-i) 2 "
F () =3C=3MA+i(1=N]=3\=(1=X2+2iX1—=N)
=34+ 6A+i(6A(1—N))

Re(f'(¢)) # 0

3.2 Aufgabe

a)
1, 5 , 1, .. .
sin®(2) + cos*(z) = 1(6212 +24+ %) — 1(6212 —24e ) =1
a)
sin(z) =0
o eiz — e—iz
7z a+ib efbeia _ ebe”'a = efb _ eb

=b=0=z2z€¢R
wir haben also reelle Nullstellen z = km mit k € Z

cos(z) =0 e” =€ **
z=a+ib b 4 —i
Ala ezbela _ €b€ ia

b

=ct=e"=b=0=2€R

reelle Nullstellen z = (k + %) w, k €Z.

c) e sin, cos sind im reellen nicht injektiv, also auch nicht in C.

e cos ist surjektiv! Aus Tutorium 2.2.b) z +— €'* ist surjektive Abbildung von C
auf C\{0}. Es geniigt zu zeigen:

1 1
VyecTver\{oy y=5 (U + v>
IZ;)O:UQ—ZUy—i—gqul

S0=@w—-y)?’+1—y

13



3 Ubung

Dann ist v = /y? — 1 eine Losung, daraus folgt die Surjektivitat. Der sin geht
analog.
Bemerkung. Eine Alternative ist

cos(a +ib) = ;(eb + e cos(a) + ;(eb — e sin(a)

| — —_——
=cos(b) =sin(b)

C lasst sich iiberdecken durch die Ellipsen:
ep: = {2 € C| z = cosh(b) cos(a) + isin(b) sin(a) | a € [0, 27|}

= cos surjektiv!

3.3 Aufgabe

a) ist richtig, denn fiir alle z € C mit |z| < 1 gilt:

Z\
|z]k1|2\1 x 1

By
,;k:!

Z

k= 1

Z

=|Z|'(6—1)<2|Z|

jexp(z) — 1] =

b) Ist auch richtig, denn fiir alle z € C gilt:

|€z| z:a:+ib ea-i—z'b = et < em — 6"2‘
c) ist auch Richtig:
. . 1 iz —iz w —jw 1 iz iz w —jw
cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w) = =21 (6 +e ) (e 4 e + Z(e —e®)- (e —e™)
:j'l [ei(z+w) + ei(z—w) + 6i(w—z) + e—i(z—l-w)

+e i(z4w) ei(z—w) . 6i(w—z) + e—i(z—l—w)]

=cos(z + w)

d) Richtig. Sind sin(z), cos(z) € R, so gilt:

1, . . . 1 1

cos(z) = 5(6““”’) + e ilatib)y — 5(6_1) + €*) cos(a) + @E(eb — e ") sin(a)
1, .0 . o 1 1

sin(z) = i(el(“ﬂb) — e iati)y — i(efb + €¥) sin(a) + zé(eb — e ") cos(a)

14



3.4 Aufgabe

3.4 Aufgabe

Seien a,b € RT. Zeige:

/27r dt B 21
0 aZcos?t+ b2sin’t  ab

Hinweis: [, 1dz = 2m, v(t) = acos(t) + ibsin(t), t € [0, 2]

Losung: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit ist a < b. Es gilt:

1
/ —dz =0,
Y+y %

da % holomorph auf dem umschlossenen Gebieten ist. Damit folgt

it

1 1 2 —qic™
[de=—[cdz=— [T =it =o2r
Y2 ¥z 0 ae™"

Ferner ist

/ ldz _ /27r —asin(t) + ib cos(t)

vz 0o acos(t)+ ibsin(t)
(2?7 (—asin(t) 4 dbcos(t)) - (acos(t) + ibsin(t))
N /) a2 cos?(t) + b2 sin’(t)
2 (b — a?)sin(t) cos(t) + tab(cos® t + sin® t)
B [) a2 cos?t + b2sin*t

9 I {/1(1] /27r a-bdt
7 = Im —dz| =
N 2 0 a2cos?t+ b2sin’t

Damit folgt die Behauptung.

dt

dt

15



4 Ubung

4.1 Aufgabe
f ist ganze Funktion mit f(™(0) = n fiir alle n € N. Zu zeigen ist:
fr(=n) =0
fz) =2 = f"(0)" =3 =2
n=0 T n=0
S 1 n—1
L
o0 ZTL .
=z —=2z-e
n=0 nl

Angenommen:
fP) = (2 +k)e?
= [() = (2 + (k +1))e?

= [M(2) = (z +n)e?

fiir z = —n erhalten wir
fO(=n)=(—n+n)e ™ =0
=0

4.2 Aufgabe

f ist ganze Funktion mit f(R) C R. Zu zeigen f(z) fir alle z € C. g : z — f(Z) ist
holomorph in C, denn

R O R R ()
h—0 h h—0 7h

Setze h(z) = f(z) — f(2). h ist holomorph und es gilt fiir alle n € N:
(

h(1/h) = f(1/n) = f(1/n) = 0R(0) =0

€R €RrR

16



4.3 Aufgabe

der Identitatssatz liefert dann

= f(2) = f(2) Vec

Alternativ:

Fir r € R folgt:
f(r)= Z a,r" = Z Re(a,)r™ +1 Z Im(a,,)r" eR
n=0 n=0 n=0

Da f(z) € R folgt fiir den Imaginérteil:

= Im(f(z)) = io: Im(ay,)r" =0
= Im(a,) = 8_0 Vinen,
Koeffizientenvergleich
=a, € R

= f(2) =D apzt =) a,2"
n=0 n=0
mit a, € R gilt

= i a,z" = f(z)
n=0

4.3 Aufgabe

Zu zeigen ist, dass

a)

o0 n

ZTLZ

© z
U.nd B —
nzll_zn 712::1(1_’2”)2

n

konvergieren gleichméafig auf
B.:={zeC|l|z| <r}

fiir r € (0,1). Wir verwenden hier das Kriterium von Weierstraft (aus Anall):

17



4 Ubung

Sei D C C abgeschlossen und f; : D — C und Y72, || f|| konvergiert, dann konver-
geiert > 7° | fi gleichméfig auf D.

n

nz z
n(2) 1= ho(z) =
auf B, gilt:
9] = max[g. (2)] = maxn 2] |3 (=")"
k=0
:171271
nlzl"
< maxn |z =max-——5
R E<s ‘ ’Z lz|l<r 1 — ’Z‘
1
T
r" n
=N = 7
EEOLSE
Nebenrechnung;:
— Z an
k=0
nznfl o]
= =5 nk"!
i =
= (1 Z kz"®  Identitét fiir alle |2| < 1
— Z?’l
Nebenrechnung Ende
lha]l = max|h ()| = max " |u max i kz"*
" |z|<r " |z|<r (]_ — Zn)? |z|<r =0
< max kz"kl:dmax%
j#1<r f Z g lzl<r (1 —|2]™)2
(1 —n)2

Yo llgnll <Y (1)1?1 < oo (Wurzelkriterium)
n=1\y) —

limsup pf (1),?_1 = lim sup n(l\)/_:b_l =

TL

Znh|g§:; <o

=r<l1

S =] =

Dies folgt aus dem Quotientenkriterium. % < r < 1. Das heifst, sie sind

gleichméfbig konvergent auf B, fiir r € (0,1).

18



4.4 Aufgabe

b) zu Zeigen ist, dass

i 4n(2) = i h(2)

k=1 n=1 k=1

[e'e] kzk 00
= =2 9x(2)

ol-2 g

holomorph nach Weierstraf (Satz 6.3) auf {z € C | |z| <r}

4.4 Aufgabe

Gesucht sind alle ganzen Funktionen f: C — C mit

[ seet)

dt S T3 Vr>0

Losung: Sei

f(z) = Z apz”,
k=0
mit
*)(0 1
o ():‘/ f<ok+1dé
k! 2mi Jizl=r |¢ — 0|
Lo flre) g 12 f(re")
_ = : Ut = ——— —~dt
27m'[) (reit)k+1 e 2mi Jo  rkeitk
Also
< L ety dt
|ag| < W[) ‘f(re )
1
= |ag| < gr?’_k

Falls k € {0, 1,2} so dass fiir alle ¢ > 0 ein hinreichend kleines r existiert, sodass schliefslich

3—k
la| < TT <e
n

—a,=0 firk=0,1,2

19



4 Ubung
Falls £ > 4 ist, muss gelten: Fiir alle ¢ > 0 existiert ein r, das hinreichend grof ist, so
dass

3—k
lax| < TT <e
n

=aq, =0 Vk24

Notwendige Bedingun ist f(z) = azz®

das ist die notwendige Bedingung. Einsetzen zeigt, dass die Bedingungen hinreichend sind

- { | Jas| < 1}
- 27

20



5 Ubung

5.1 Aufgabe

a) Gesucht: Alle ganze Funktionen mit arg(f(z)) € Q fiir alle z € C\{0} Wéare f nicht
konstant, so wire f(C\{0} nach dem Satz von der Gebietstreue ein Gebiet, also
Insbesondere offen, was aber arg(f(z)) € Q widerspréiche, denn R\Q ist dicht in R
alos hat

{zeClarg(z) € Q}
keine offene Teilmenge.

Damit erfiillen genau die konstanten Funktionen f = re®, p € Q die Bedingung

arg(f(2)) € Q

b) Gesucht: alle ganzen Funktionen mit f(iR*) C R* und |f(2)| = elfl —1. Aus | f(2)| =
el?l — 1 folgt |f(0)] = ¢ — 1 = 0 und ‘f(%)‘ = en — 1 fiir alle n € N . Wegen
fUR) CRT = f (L) = en — 1 fiir alle n € N; Auferdem f(0) = 0 f(z) = €= — 1 ist

nach dem Identitatssatz der einzig mogliche Kandidat.
fir z = —1i gilt

F(2) =

1
—1‘§1<e—1:e|z|1
e

es gibt also keine solche Funktion!

c) Gesucht: Alle ganzen Funktionen mit |f(2)| = |2| fir alle z € C.
Betrachte g : C\{0} — C, g(z) = L& Fiir diese ist |g(z)] = L& =1

z " £

Aufgabe 2.2 ¢) liefert: g ist konstant = g(z) = @ =e? peRfiralle zeC

d) Gesucht: Alle ganzen Funktionen mit fo f = f
Betrachte eine Nullfolge {z;}reny — 0 und die Folge der Funktionswerte wy, :=
f(zx). Dann gilt weil f stetig ist: wy, = f(zx) — f(0) fiir alle £ € N gilt:

flwe) = f(f () = [ o fz)f(2) = wi
und
f(0) = f(f(0))
Gilt ,w, = a; fiir fast alle & # j so folgt nach dem Identitatssatz, dass f
konstant ist.

Gilt ,,wy, # a;" fiir fast alle k # j so folgt nach dem Identitétssatz, dass f(z) = z
fiir alle z € C ist.

Also erfiillen die Konstanten Funktionen und die Identitat f o f = f.

21



5 Ubung

5.2 Aufgabe

Sei f : [a,b] — C stetig. Zeige F' : C — C, z — [° f(t)e*'dt ist die ganze Funktion mit
Ableitung F'(z) = [°t - f(t)e *dt.

Zuniichst einmal existiert — [2¢- f(t)e~*dt, da Re[t - f(t)e ] und Im[t - f(t) - e=*] stetig,
also integrierbar sind. Fiir alle h € C gilt:

F(Z + h})L — F<Z> _ Lbf(t)e_zt;L(e_ht _ 1)dt _ /lb f(t)e—ztfll i

k=1
b . o) —t k—lhk—l b
:Lﬂm’@ﬂ;()mﬁ:LGwﬁﬁ
=G (h,t)

Nach Satz 6.5 ist h +— [” G(h,t)dt holomorph, also auch stetig. Damit folgt:

o Flz+h) = F(2)
h—0 h

b
= lim /G(h t)dt = AG(}I}B})h,t)dt
_/ (0,8)d
= —/ te f(t)e *dt - 1dt

Dies zeigt, dass F' holomorph ist und dass die Ableitung
F'(z) = lim UGy h / t- f(t)e *dt

h—0

5.3 Aufgabe

Sei f : C — C holomorph und existiere zu jedem w € C ein k, € N mit f*)(w) = 0.
Zeige: f ist ein Polynom.

1. Jede iiberabzahlbare Teilmenge in C hat einen Haufungspunkt.

Sei M C C eine iiberabzahlbare Teilmenge ohne Haufungspunkt. Dann gibt es
zu jedem m € M ein g, > 0, sod dass B.,, N M = {m}. In jeder offenen Kugel
B., (m) liegt ein Punkt aus der abzidhbaren Menge Q + ¢Q . Damit ist die Menge
der Kugeln B, (m) abzdhlbar. Also ist

M= | (B, (m)nM)

meM

abzahlbar!

2. Es gibt ein k € N, so dass die Menge Ay, := {z € C | f®)(2) = 0} iiberabzihlbar
ist. Da fiir jedes w € C ein k,, € N existiert mit f*)(w) = 0, ist w € A4, und somit
C = Upen Ak. Da C iiberabzéhlbar ist und als abzéhlbare Vereinigung darstellbar
ist, muss Ay fiir mindestens ein k € N {iberabzéhlbar sein.

3. nach 2. gibt es ein k € N, so dass A, iiberabzéhlbar ist und nach 1. hat a; einen
Héufungspunkt. Nach dem Identitédtssatz ist somit

f®) =0.= fist ein Polynom
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5.4 Aufgabe

5.4 Aufgabe

Seien ai,...,ay € 0D die Positionen der N Engel auf dem Einheitskreis. Zeige: Es gibt

ein z € 9D mit
N
[Ilz—al>1
i=1

Die Funktion f(z) := [T¥,(z — a;) ist holomorph und es gilt:

£ = IT lail = 1.

=1

Nach dem Maximumsprinzip gibt es ein z € 0D mit

()] = 1_Illz —ai| > |f(0)] =1
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6 Ubung

6.1 Aufgabe

a) Zu zeigen: Ist f ein Polynom vom Grad> 0 dann hat f(1/z) in z = 0 einen Pol.
Da f ein Polynom vom Grad > 0 ist, folgt

f(1/z) = Z agz”
= 2" f(1)2) = Z apz" " =" ap_ g2
k=0

damit ist g(z) := 2" f(1/2), g(0) = a, # 0 eine auf ganz C holomorphe Funktion.
Mit Satz 8.2 folgt, dass f(1/z) in z = 0 eine Pol hat.

b) f ist ganz, nicht periodisch und nicht konstant. Dann folgt: f(1/z) hat in z = 0 eine
wesentliche Singularitét.

Da f periodisch folgt, dass ein p € C\{0} mit f(z + p) = f(z) fiir alle z € C
existiert. Da f nicht konstant ist folgt, dass wy,wy € C existieren, wobei f(w;) #
f(wy) ist. Definiere die Nullfolge

= s Z’I’L =
wi +np Wo +np

mit n € N. Dann gilt

lim f(1/2;) = lim f(wi +np) = f(w)

n—oo

des weiteren

lim f(1(22) = lim f(ws +np) = f(w)

n—oo

Wegen f(wy) # f(wg) ist nach Riemann’schen Hebbarkeitssatz keine hebbare Sin-
gularitdt. Da f ganz ist, gilt: f(w;) # oo und ist dann also keinen Pol.

wesentliche Singularitat in z = 0
c) f =2 ist rationale Funktion mit gradp < gradq so hat f(1/z) in z = 0 eine hebbare
Singularitidt. Wegen grad p < grad ¢ folgt, dass lim, .o f(z) = const. Wenn gradp <

grad q ist, folgt, dass const = 0 sein muss. Damit wissen wir nun, dass lim,_,qg = const
und damit ist z = 0 nach Riemann eine hebbare Singularitét.
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6.2 Aufgabe

6.2 Aufgabe
a) Wir setzen 0.B.d.A. zp = 0 (der allgemeine Fall dann analog), so gilt:

FP = 1) F2) = kf;akzk - ki a2

verwenden wir an dieser Stelle das Cauchy-Produkt, so erhalten wir

:Z Zan kakz " k.

Da diese Reihe gleichméfig konvergiert, folgt:

.12 1 T X" ) .
f(rew)‘ dp = %/ Z Z U pagrrePFrnkeie(n=k) g

T n=0k=0
1 oo n T
_ Z Z/ o kakrnezgo(n Qk)d@
21 ko)

wegen der gleichméfigen Konvergenz folgt nun

n

1 & T — n_ip(n—2k)
:%22/ a1 €% dy

n=0k=0"""
Z 2": {[an kOET %] , fir n # 2k
n=0 k=0 i |t g™ QO];, fir n =2k
_Ly (0, fiir n # 2k
B 2T 06T 0i27ran Rrr™, fir n = 2k

somit betrachten wir den Fall: n = 2k, also n ist gerade:

Lo in? L& _ ok
= % /_ﬂ- ‘f(re w)‘ dgp = % ];)27ra2k_kakr
= Z CLkCLkT Z |ak|2 2k

k=0

b) aus a) den Satz von Liouville folgern: Es sei f eine gerade, beschrinkte Funktion,
das heift |f(z)] < B mit B € Rt

Beweis. Da f ganz ist, lasst es sich auf einer beliebigen Kreisscheibe als Potenzreihe
darstellen.

o Sl L e
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6 Ubung

mit der trivialen Abschatzung erhalten wir

1
— .21rB?>=B?
27T

Da fiir alle n € N |a|* r?* > 0 und B? > 0 folgt:
’CLn|2 2 < BQ VneN \/vr>0

Da aber r beliebig grof gewéhlt werden kann, muss gelten: |a,| = 0 fir alle n € N
und damit folgt:

(o]
= Z an 2" = agz’ + Z a,z" = ag = const .
neN

]

c) aus a) das Maximumsprinzip folgern: Hierzu nehmen wir an, f habe in z; ein
lokales Maximum.

Beweis.
1 yr 2
Z |an|2 n _ %/_ﬂ ‘f(ZO +7‘ew)‘ dp

sei gegeben, dann folgt mit der trivialen Abschétzung weiter:

-2
2 T |<P(20)|
das fihrt uns im weiteren auf

oo 2

Z |an|2 n < ]P(zo)|2 — Z an(z0 — 20)"
n=0
2
= Zo—zo Zaz Zo—Zo = |6lo|2

und schlieBlich erhalten wir

Z |an’2 2n

da aber |a,|* r2" > 0 fiir alle n € N und r € [0, 1] folgt

0< Z |an|2 n <

neN
= |a/n’2 = 0 vneN

[o.¢]
Zanz—zg = ag = const
n=0
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6.3 Aufgabe

6.3 Aufgabe
[

a) 2=1. G := G\{P(f) UP(G)} ein Gebiet f und g sind holomorph in G. Der Identi-

tétssatz liefert f = g auf G.
Hétten f und g Pole unterschiedlicher Ordnung (minimale Ordnung k) in zg, so
ware

(2 —@0)" f(2)
das beschrénkt in U.(z) N G und

(2 — 20)*g(2)

unbeschrénkt (oder umgekehrt).Damit erhalten wir den Widerspruch zu f = g auf

G

Damit folgt f = ¢g in ganz G.

b) zu zeigen ist: f =g < {w e G| f(w) = g(w)} hat in G einen Haufungspunkt.

»<=" Ist der Hiufungspunkt von {w € G | f(w) = g(w)} keine Polstelle, dann folgt
aus Aufgabenteil a) f = g¢.

Ist der Haufungspunkt zy eine Polstelle von f mit Ordnung k; € Ny und
Polstelle von ¢ mit Ordnung ks € Ny, dann folgt:

e Angenommen k; # ko, dann folgt:
f(2) = f(2) - (z = zo)™mtkik2} beschrankt in U.(z) NG

G(2) = g(2) - (z — zo)™kvk2} ynbeschriinkt in U.(zo N G (oder Umge-
kehrt). Das ist ein Widerspruch zu Aufgabenteil a). Deshalb folgt: k; = ko

Damit folgt:

{wed|fw =gw}={wel]|fw)=gw)

hat einen Haufungspunkt, der keine Polstelle ist, da f , g holomorph.

Damit folgt schlieRlich: f = § und daraus resulitert:

f

9

Inicht unbedingt Klausurrelevant
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6 Ubung

6.4 Aufgabe

a) Gesucht: Alle Funktionen f, die auf C\{0} holomorph sind mit

1
1f(2)] = B V.ec\{0}

Wegen |f(z)| > > Ofiiralle z € C\{0} folgt, dass f nullstellenfrei in C\{0}
1st.

Damit folgt, dass f( 7 holomorph auf C\{0} und wegen el ( ] < 1 beschrénkt.
Nach dem Riemann’ Schen Hebbarkeitssatz ist die Singularitdt in z = 0 hebbar.
Damit gibt es eine holommorphe Fortsetzung auf ganz C. Liouville liefert uns dann:

=decC.

1
z- f(2)

Damit hat f notwendig die Form

f(Z) - 7 sz(C
Wegen
c 1
1f(2)| = 5 > E V.ec\{0}
= |c| > 1.

Alle Funktionen {f(z) = £

| || > 1} sind Losungen.

b) Sei f auf C\{0} holomorph und nicht konstant. Gelte |f(z)| >
Zu zeigen ist:

fiir alle z € C\{0}.

1+\

1

f(Z) = a—+ ib va,bGC‘

Wegen |f(z)| > 1+\ > 0 fiir alle z € C\{0} ist f Nullstellenfrei auf C\{0}. Damit

ist % 7 holomorph un hat nur z = 0 als Singularitit. Wegen ‘ e ‘ < 1+ |z] ist diese

nach dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz hebbar. Damit folgt ist holomorph auf
C.

Betrachte die Potenzreihenentwicklung von
1
9(2) = ==
f(2)

um z = 0.

= Z an 2"
n=0
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6.4 Aufgabe

Mit dem Cauchy’schen Integralformeln folgt:

9O |1 e
n! 271 /ClR ¢ntl
. 9(¢)

=195 \CIE:% K|n+1 ’

|an| =

1+R 1+R
Rn+l o R

QWR‘

Ist n > 2, so folgt fiir R — oo

|6Ln| = O Vnzg
= g(z) =ap+ a1z

1
= f(z) = a+ bz

(notwendige Bed.)

f holomorph auf C\{0}

a+bz=0 < 2=0
=a=0

) > —

1+ 2]

H_{_

- >
|bz] — 1+ |z|
= 1+ 2] > [b] - |2]

1
= bl > 14— Viec\(0}

E
mit |z| — oo folgt
|b| < 1.
Alle Funktionen mit {f(z) = & | [b| < 1} sind Losungen.
c) f ist meromorph auf C. Es gebe r > 0, M > 0, n € N mit
If) < M-z Vze\ (D (0)UP()

Zu zeigen: f ist eine rationale Funktion.

Alle Singularitdten auferhalb von D,.(0) sind nach dem Riemann’schen Hebbarkeits-
satz wegen |f(z)| < M -|z|" hebbar.

In D,(0) kann es nur endlich viele Polstellen geben, denn D, (0) ist kompakt und
Polstellen kénnen sich nicht hédufen. Das heiftt, es existiert kein £ € N, so dass
z1,... 2, genau die Polstellen sind. Sei m € Ny das Maximum der Ordnungen, dann
folgt:

[ —=2)™ f(z) = 9(2)

Jj=1
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6 Ubung

holomorph auf ganz C.

k

l9(2)| = 1:[1(2 — )" f(2)

S M M |Z|n+k-m

k
[IG—z)m Mz

J=1

<

fiir geeignetes M € Rt und |z| hinreichend grok. Damit folgt, dass ¢ ein Polynom ist.
(Polynomiale beschriankt sind nut holomorphe Funktionen). Also ist f eine rationale
Funktion.
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7 Ubung

7.1 Aufgabe

= auf C\ {;} nullhomolog

3
/N
=
N | .
N———
I
)

n (7;> =1 = nicht nullhomolog auf C\ {;}
7.2 Aufgabe

a) C R ein kompaktes Intervall, v : I — C stiickweise differenzierbar, geschlossen; n(~, w)

die Umlaufzahl von v um w € C
Zu Zeigen: z — n(7, z) ist stetig auf C\{~(¢) |t € I}.

Da I kompakt ist, ist L(y) endlich. Sei ein zy € C\{g(¢) | t € I} gegeben. Dann
existiert ein 7 > 0 mit |z — 29| > r fiir alle z € {7(t) | t € I}. Insbbesondere folgt
fiir alle w € Dz (z), das

|z—w|:|z—z0+zo—w|2|Z—ZO|—|ZO—w|>g

fir alle z € {~(t) | t € I'}. Also folgt:

1

<3
(z —20) - (20 — w)

r2

fiir alle z € {y(t) | t € I} und fiir alle w € Dz (20). Sei € > 0 gegeben. Wiihle ein 4
mit

Dann gilt fiir alle w mit |w — 2o| < 0:
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7 Ubung

zeigen wir die Stetigkeit:

21 </vz—20_/v w>‘

e p e

< —L(y) - |20 —w|- max

n(v, 20) — n(v,w)| =

27

1

— 1 ze{y()tery | (2 — 20) - (2 — w)
L(y) 2

S o 12

<e

b) 7v:[0,1] —» Cm ¢ — (2e*™ +1)%. Bestimme n(~,0), n(v, 2) und n(y, C\{~(t) | t € I}).

Sei a = r2e*% € C\{7(t) | t € I} beliebig gewiihlt. Definiere ¢ : [0,1] — C und
5(t) = 2627,

L opde 1 22 A1) dmict
QWi/vZ—a 2m’/) (2e2rit 1+ 1)2 —

1 1 9 1) - ¢
L[ e v,

2w Jo (0(t) + 1)2 — r2e2ie

1o 8 (t) 8 (¢) >
B 2#@[) (6(t)+1—7’ew +5(t)+1+rew dt
=n(0, =1 +re”?) +n(5, —1 — re'¥)

n(v,a) = dt

Da ¢ ein einfach geschlossener Weg ist, ist die Umlaufzahl von 6 um einen Punkt
immer 0 oder 1.

Damit ist 7(v, a) € {0, 1,2}. Speziell gilt:

n(v,0) =70, -1) +n(6,—-1) =1+1=2
n(7,2) =n(6, -1+ v2) +n(6,-1-V2) =1+0=1

Da ~ beschrénkt ist,existiert auch Umlaufzahl 0. Damit ist (v, C\{~(t) | t € I} =
{0,1,2}.

7.3 Aufgabe

Sei P(z) ein Polynom mit m;-fachen Nullstellen a;, und i = 1,... k.

a) zu Zeigen:

P’z Z m;

Z j=1 Z—CL])

Allgemein gilt fiir holomorphe Funktionen f und g:

(f-9) _f9 g _ 1 o
f-g fa fg f g
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7.4 Aufgabe

Induktiv folgt fiir holomorphe Funktionen fi,... fi:

(- fs) - ff
H?:lfj _;fj

speziell fir das Polynom P(z) = f (2 —a;)™ folgt

P(z)  cim (z—aj)m™ =17~ a]

b) Fiir jeden geschlossenen Weg v mit a; # « fiir alle j = 1,..., k gilt:

Smint.a) = Yms [ Sk

mn(y,a;) =Y mj— 2

= Yog i - -
1P

27 Jy P(2)

fir P(z) = c-TI5_(z — ay).

c) Zu zeigen ist: Die Nullstellen von P’(z) sind Konvexkombinationen von ay, ..., aj. Ist
2o = a; fiir j = {1,...,k} eine Nullstelle von P’(z), so ist die Behauptung klar. Sie
29 # a; fiir alle j = 1,..., k eine Nullstelle von P’(z). Nach a) gilt:

P’(ZO) a:) ij

7j=1

ZQ—CL]

O:

Zo — a] |zo—a]|

S % _—
Z|Zo | ]z;)|zo—aj|
L P

z0—a;

Sz = N
ZZ ]

j=1 zl|20a|

7.4 Aufgabe

U C C offen, f holomorph in U, w € U mit f’(w) # 0. zu zeigen ist, fiir 7 > 0 hinreichend
klein gilt:

omi / 1
flw)  Jopiw) f(2) = f(w)

Wegen 0 # f'(w) = lim,_,,, f(zz:f(w) existiert ein 7 > 0 mit f(w) # f(2) fiir alle z € D, (w).
Damlt ist g(z) := oo aut D,(w) holomorph. Ferner ist ¢ in w holomorph mit g(w) =
. Also ist g auf D,.(w) holomorph und die Cauchy-Rieamnn’sche Integralformel liefert:

dz.

1 _ 9(2)

[’wr(w) f(z) - f(w)dz B [9D,,.(w) z—w
= 27ig(w) = 2t
)
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8 Ubung

8.1 Aufgabe

a) o,0:[0,2n] — C, a(t) = 2¢" in C\{0}

a,f:00,1] - C
a(s) = 2e*™, B(s) = ™
H :[0,1] x [0,1] — C\{0}
H(s,t) = (2 —1t)-e*™*
H(s,0) = 2¢"™ = a(s) Vselo,1]
H(s,1) = e*™ = §(s) Vsel0,1]
H(0,t) = (2—t)e’ = (2—1)e*™ = H(1,1) Vieo,1]

a, ([0,1] — C
as9 = ™5 + 2i
H:[0,1] x [0,1] — C\{R*}
H(s,t) = ™ (e*™ + 2i)
H(s,0) = €™ 4 2i = as)
H(s, 1) = ™ (¥ 4 2i) = —e*™ — 2i = (3(s) Vseo,1]
H(0,t) = e™ (e + 2i) = ™ (e*™ + 2i) = H(1,1) Yieo,1]

c) a,B:[0,27] - C, a(t) =" +1, B(t) =€ —1in C\{1}.
a und [ sind wegen

n(a, 1) =1

und
n(B,1) =0

nicht homolog. Mit Satz 9.5 folgt dass sie nicht homotop sind.
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8.2 Aufgabe

8.2 Aufgabe

a) a,3,7:[0,1] — C sind Wege, die folgendermafen beschrieben sind:

aft) =1— ™
B(t) = =1+ >
V(t) -1 — 6727rit

B oaund vo 8 sind in C\{—1,+1} nicht homotop. Da «, 3, geschlossen sind,
erhalten wir:

n(Boa,1)=n(p1) +n(a,1)=0+1=1
n(yeB,1) =n(y,1) +n(6,1) = -1+0= -1

sind nicht homolog und nach Satz 9.5 auch nicht homotop.
b) 5o «, ao 3 sind homotop in C\{1,+1}, denn

H :[0,1] x [0,1] = C\{—1,+1}

H(s,t)zaoﬁ( ;tﬁ—s) mod1>
H(s,0) =aof(s mod 1) =ao/f(s) Vselo,1]
H(s,1)=aop

t mod 1) :aoﬁ<;t>

1
(2 i S) mod 1) = foals) Vselo,]
1
2
1
<2t + 1) mod 1) = H(1,t) Viclo.]

ist eine Homotopie!

8.3 Aufgabe

G C C ist eine Gebiet. Zu zeigen: ,,G ist einfach zusammenhéngend < Jede in G holo-
morphe Funktion hat eine Stammfunktion®

=" E]Sei G einfach zusammenhéngend und f eine in G holomorphe Funktion. Sei ¢ € G
beliebig. Da G ein Gebiet ist, ist G offen und zusammenhéngend, alos wegzusam-
menhéngend! Also existiert zu jedem z € G ein Weg ) ) von ¢ nach z in GG. Definiere

F:G—C

F(z) = / LSS

'Die Abschétzung kénnte in der Klausur drankommen, allerdings nicht in einer solchen langen Aufgabe

35



8 Ubung

Diese ist wohldefiniert, denn fiir zwei Wege 7. ,) und 9, von ¢ nach z, ist 7 . o&[; ;]
ein geschlossener Weg und damit nullhomolog, da G einfach zusammenhéngend ist.
Also liefert der Cauchy’sche Integralsatz

[ r©dc=o.

czo'ycz

- /cz /’?[c,z] f(C)dC

Ferner gilt, da G offen ist, ldasst sich fiir A hinreichend klein ein

Viz,2+h] (t) =z+th

wahlen. Dann folgt:

F'(2) - £(2)| = [lim

~ fim < [ s [ f(C)dC> — 12)

— |tim * F(O)d¢ — f(2)

h—0 h Vz,2+h]

_im * (ﬂo—f@mq

h—0 h’ Vz,z+h]

<lmt- max  |f(O)— f(2)]

h—0 h/ CETr(’Y[z z+h])

< —
fim max, 1f(Q) = f(2)] =0,

da f stetig ist, folgt schlieflich F'(z) = f(z) also ist F eine Stammfuntion!

Noch offen!

Erganzung Habe jede auf G holomorphe Funktion eine Stammfunktion. Sei w €

C\G. Dann ist die Funktion f(z) = —= auf G holomorph, hat also eine Stamm-

Korollar 3.3

funktion. [, f(z)dz = 0 fiir jeden geschlossenen Weg v = n(y,w) =

5= [, 7-dz = 5= [, f(2)dz = 0. Dies gilt fiir alle w € C\G = 7 ist nullhomolog.
Da dies fiir alle geschlossenen Wege ~ gilt folgt, dass G einfach zusammenhéngend

ist.

8.4 Aufgabe

Beweis fiir die Riemann’sche (-Funktion

a) zu zeigen ist, dass fiir Re(s) > 1 gilt:
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8.4 Aufgabe

b) Zu zeigen ist hier: Fiir M, N € N, M < N und

/WA@xxﬂux:A@”—§jm
/NA@y(xﬂﬂx: > Aﬁ{AUXxﬂﬂx

M M<GEN-1
- |
= AQ) - (@) = (—1)n_1{ :
MSJ';Nl [ ]j nggNl Mgzngj (J+ 1)
=A(j)
1 1
- (-1 ()
Mgnzg:N1 ngzg:zv1 (G+1) g*

wir haben hier also eine Teleskopsumme, diese liefert uns nun

1 1
= > (= (s - S) +0
M<n<N-1 N n
1 1
= > =y ( - )
M<n<N(Ill) N n
A ey
N+ M<n<N n’

c) Da |A(z)| <1 folgt:

Z (_1)7171

S
M<n<N T

_JAN) N sy
_WNS—&A@@)M
1

1 1

N Re(s) + N Re(s) + M Re(s)
3
S MRE(S) v]V<JM
_ 00 (_1)71,71
f(S) - nz::l ns )
k —_1)»1
) = 3 Y Viec
n=1
mit Re(s) >0
B oo (_1>n—1 3
|fk(3)_f(3)| - E ns = JRe(s)
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8 Ubung

Zu jedem s mit Re(s) > 0 existiert eine Umgebung U(s), so dass fiir alle § € U
gilt: Re(8) > 0. AuRerdem existiert zu jedem € > 0 ein k € N mit 2 < ¢ fiir alle
5 € U(s). Also ist fy lokal gleichméfig konvergent gegen f. Mit Weierstraf folgt: f
ist holomorph auf {s € C | Re(s) > 0}. Damit hat £(s) genau dann Singularititen,
wenn 1 — 2175 =0 ist

1 — 21—8 =0 e(l—s)log? -1

& (1 —s)log2 = 2mik, keZ
2mik

<:>s:1—|——m , kel
log 2

Diese Singularitéiten sind hebbar oder Polstellen (Reihendarstellung von 1 — 217%).
Damit folgt, dass & meromorph.

d) Fiir 0 < s < 1 ist n — n® streng monoton wachsend und damit folgt:

1 1 0
@n—1p  (@n)p

wir fassen je zwei Therme zusammen und erhalten damit

(—1)m! 1

e 1
— - 0
ns ,; @n—1¢ (205

00
>
n=1

Ferner ist 1 — 2'7* < 0 fiir alle s mit 0 < s < 1 und mit Aufgabenteil a) erhalten
wir

£(s) <0 Vo<s<1

8.5 Aufgabe

(

iZ—Q'Z

llegn£0 mod 3 n<n=0 mod 3

——
Il
o
—
V)
SN—
S
—_
|
Y
AR
.
N—

Abschitzung wie in [8.4] b)

kel
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9 Ubung

9.1 Aufgabe

f holomorph in Ky C C, k € N, P(xq,...,z), Polynom P(f, f/,..., f®) =0 in K,

Zu zeigen: List sich f lings Kreisketten (K, ..., K,,) fortsetzen = P(f, f',...,f®) =0
fiir alle z € UL, K. Ist f fortsetzbar, so bezeichne f; die holomorphe Fortsetzung von f
auf K;. Da P ein Polynom ist, ist g;(2) := P(fi(2), f/(2),..., f*)(2)) holomorph auf K;.
Nach Definition der Kreiskette ist Ko N Ky # (). Wegen go(z) = 0 auf K folgt aus dem
Identitétssatz ¢1(z) = 0 auf K;. Induktiv folgt g;(z) = 0 fiir alle z € K; und fir alle
1=0,...,n.

P(f,f/,,f(k)>20 szU:L:OKl

9.2 Aufgabe

a) zu zeigen: f auf C\{0} holomorph und injektiv = in z = 0 keine wesentliche Singula-
ritat.

Sei a € C\{0} und r = % Dann ist D,(a) C C\{0} und der Satz von der

Gebietstreud'| liefert, dass f(D,(a)) offen ist. Damit existiert ein § > 0, sodass
Ds(f(a)) C f(Di(a)).
Da f injektiv ist, gilt:
Ds(f(a)) N f(D:(0)) = 0.

Also ist f(D,(0)) nicht dicht in C. Nahc Casorati—Weierstra ist z = 0 keine we-
sentliche Singularitat.

b) zu zeigen: Jede in C holomorphe, injektive Funktion f hat die Form f(z) = az + b,
a € C\{0}, b € Y| Die Potenzreihe von f ist

f(z) = Z a2
k=0
Dann ist

f(1/z)= > a4z

LGebietstreue und der Satz von Casorati- Weierstrak kommen sehr hiufig in einer Aufgabe gemeinsam
vor!!!

2siehe obige Fufinote

3da, probier ich doch mal eine Potenzreihe aus, die nach dem 1. Glied abbricht

39



9 Ubung

die Laurent-Reihe von f(1/z). Mit f(z) ist auch f(1/z) injektiv. Nach Teil a) hat
f(1/2) keine wesentliche Singularitét in z = 0. Damit ist die Laurent-Reihe endlich,
das heifst es existiert ein m € N mit

f(1/z) = Z a2

k=—m

und damit ist

m
2) =Y apz”
k=0

ein Polynom. Nach dem Fundamentalsatz sind nur Polynome vom Grad 1 injkektiv.
Damit folgt die Behauptung.

9.3 Aufgabe

) C C ist ein Gebiet, f ist holomorph in €2, M C N unbeschrankt.

a) zu zeigen: f hat holomorphen Logarithmus = f hat holomorphe Wurzeln (Gilt fiir

alle m € M.

Sei g : {2 — C der holomorphe Logarithmus von f, das heifit g ist holomorph mit
f(2) = e9%). Ferner ist f nullstelenfrei. Dann ist g,,(2) = em9) eine holomorphe
Funktion g, : @ — C mit f(z) = ¢, (2)™ fiir alle z €  und fiir alle m € N. Damit
folgt, ¢y, is holomorphe m-te Wurzel von f.

b) zu zeigen: f hat holomorphe m-te Wurzel,= dann gilt fiir alle m € N, dass f einen

40

holomorphen Logarithmus hat.

Sei ¢, holomorphe m-te Wurzeln, das heift ¢, ist holomorph, (¢,,)™ = f fiir
alle m € M und f ist nullstellenfrei in €2. Dann gilt fiir jeden geschlossenen Weg ~
in  und alle m € M

=), — Z o
L) dz-/ dz m - /m(w Zdz—m 27min(¢m 0, 0)

Da dies fiir alle m € M gilt udn M unbeschréankt und die Umlaufszahl ganzzahlig

ist muss
/ ') dz=20
v

(2)

gelten. Da dies fiir jedes ~ gilt, hat f7l einen Stammfunktion F'(z) auf €. Diese
ist ein holomorpher Logarithmus von f auf 2 (vgl. Beweis Satz 10.3).



9.4 Aufgabe

9.4 Aufgabe
Sei f(2)) 1

a) f \C\Rg hat einen holomorphen Logarithmus

Ja! C\R{ ist einfach zusammenhingend und f ist dort holomorph und nullstel-
lenfrei. Aus Satz 10.3 liefert die Existenz.

b) f \C\ (BfUL-1})} hat einen holomorphn Logarithmus.

Nein! Angenommen g(z) wiire ein holomorpher Logarithmus von f auf C\{Rg U
{—1}}. Dann ist g holomorph auf C\{Rg§ U {—1}} und f(z) = exp(g(z)).

B 1 _z—i—l‘ .,
exp(=g(2)) = 45 = h(E)

z

Die Funktion h(z) lédsst sich in z = —1 durch h(—1) = 0 holomorph fortsetzen. Da
exp(—g(z)) # 0 fiir alle z € C gilt, ist das ein Widerspruch!

c) [ |{zecl2<|z|<3} hat einen holomorphen Logarithmus
Ja! Betrachte
1/z 1

1+% 1+ 2

h(z) : = f(1/z) =

Y

Dann ist A : D;( ) — C holomorph und nullstellenfrei. Da D1 (O) einfach zu-
sammenhéangend “ist folgt mit Satz 10.3: Es gibt einen holomorpher Logarithmus
g: D%( ) — C mit g holomorph und exp(g(z)) = h(z) fmiir alle z € D%( ). Also

auch fiir z € D%(O)\D%(O)

= f(z) = h(1/z) = exp(g(1/2)) vz€D3(O)\D3(O)

also hat f einen holomorphen Logarithmus!
Alternativer Beweis: Es gilt: f besitzt einen holomorphen Logarithmus

& f—/ hat eine Stammfunktion

& f7 L (Z dz = 0 fiir alle geschlossenen Wege in A3(0).

Fiir Jeden geschlossenen Weg v in A3(0) gilt:

f 2) (14+2)—2)-(1+2)
(2) / (14 2)2-2 dz

‘/ 1+zz‘/ “‘/z_enw

= 2mi[n(y,0) — n(y, —1)]

Mit obiger Aquivalenz folgt die Existenz eines holomorphen Logarithmus.
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10 Ubung

10.1 Aufgabe

Begriinden Sie die Konvergenz der folgenden uneigendlichen Integrale und berechnen Sie
ihren Grenzwert.
Nach dem Riemann’schen Reihenvergleichskriterium existieren die Integrale von

/00 dz /0 dz
0o 2241’ —o0 2241
/00 dz /0 dz
0o 2441’ oo 2441
da die Reihen
i 1
n=0 Tl2 + 1’
bzw.
i 1
—nt+1

konvergieren und auf R keine Polstellen sind. Also existieren auch

/00 dz d o dz
o0 22 +1 —o0 24 +1
und ihr Wert ist gleich dem Cauchy’schen Hauptwert. Daher gilt fiir den Weg ~

o (dz . R dz . dz . dz
—_— = hm/ :hm/i—lm
—o0 2241 R—oo J-R 2241 R—oo Jy 224+ 1 R—oo J\[-RR] 22+ 1

Cauchy’scher Hauptwert

wegen

10.2 Aufgabe
a) zu zeigen: Nullstellen von P(z) = 32% + z + i in D;(0)
Fiir alle z € 0D;(0) gilt:
|P(2) = 85%| = |2+ <2< 3= |25

,Jetzt kann ich Rouché darauf anwenden®. Nach dem Satz von Rouché hat P genauso
viele Nullstellen in D;(0) wie 323. Also liegen alle drei Nullstellen von P(z) in D;(0)
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10.3 Aufgabe

b) Berechne

i+00 eiz
dz.
oo P(2)
Das uneigentliche Integral existiertﬂ nach Satz 12.4, wenn grad P(z) > 2. Also
gilt:
1400 6 i+R 6
1—00 P R—>00/
I eiz
= 11m Z
R—00 P TR N-RR] P(2)
Da nach a) alle Nullstellen von P in D;(1) liegen, ist <— holomorph auf dem

betrachteten Gebiet.

eiz
= dz =
I8e

Ferner ist

< lim 7- R - i . max ei(i+R-cost+isint)

lim / dz
R—oo J\[-R,R] P(z)

R—0c0 R3  tejon]l |
eflfsint
< lim me— =0
R—o0 R2

c) Sei D ={z€ C||z| > 1}\{z € R | x > 0}. Gibt es eine holomorphe Abbildung
h:D — Cmit P(z) = eh®).

EIJ a, da D einfach zusammenhéngendes Gebiet und P nach a) keine Nullstelle
dort hat (da sie in D;(0) liegen), liefert Satz 10.3 die Behauptung.

10.3 Aufgabe
Sie 0 < |A <1, neN, f(z) = (z — 1)"e* — \. Zu zeigen ist:
a) fhatin {z € C||z—1] < 1} genau n Nullstellen]]

Definiere g(z) := (z — 1)"e®. Dann hat g genau eine n fache Nullstelle in z = 1
und es gilt fiir alle z € 0K;(1):

1f(z) = 9(2)[ = Al <1 = g(0)] < |g(=)]

Nach dem Satz von Rouché hat f die gleiche Anzahl von Nullstellen n wie ¢ in
{zeC||lz—-1| < 1}

tauch in der Klausur diirft ihr dann auf diesen Satz bzw auf die reelle Analysis verweisen
2Hier passt zufillig Satz 10.3
3Es sollte auch hier gleich wieder der Satz von Rouché ins Gedéchtniss springen
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10 Ubung

b) f hat in {z € C| Re(z) > 0} keine weiteren Nullstellen

Angenommen, 2 ist eine Nullstelle von f mit 2y ¢ K;(1) und Re(zp) > 0. Dann

folgt
f(z0)=0 & <20 - 1) ele(z0) — A < 1.

M >1

Wegen zo ¢ Ki(1) ist |20 — 1| > 1 und wegen Re(zp) > 0 ist ef°*0) > 1. Dies ist
ein Widerspruch. Damit wissen, wir, dass es keine weiteren Nullstellen in {z € C |
Re(zp) > 0} geben kann.

c) Die Nullstellen von f in {z € C | |z — 1] < 1} sind einfache Nullstellen.

Wire 2 eine mehrfache Nullstelle, so folgt:

f(z0) = (20— 1)"%* = A =0,
fl(z0) =n-(2o—1)"e* 4+ (zp— 1)"- ™ =0

Damit ist (20(1 —n)) - (z0 — 1)"'e* = 0 also entweder zp = 1 oder 2zp = 1 — n, Im
ersten Fall ist f(z0) = f(1) = —A # 0. Im zweiten Fall ist zo ¢ {z € C | |z — 1| < 1}.
Also sind alle Nullstellen in {z € C | |z — 1| < 1} einfach.

10.4 Aufgabe

a) Folgern Sie aus dem Satz von Rouché den Fundamentalsatz der Algebra.

Sei P ein Polynom vom Grad n € N.
P(z) =Y a2, a, # 0.
k=0
Wiihle R > 1 so, dass Y72 |ax| < R - |a,| gilt. Dann folgt fiir alle z mit |z| = R

|P(2) = an2"| =

n—1
Z aka
k=0

n—1
< R 1. Z lag| < R™ - |a,| = |anz"]
k—0

n—1
<> Jax| - R
k=0

Also hat P nach dem Satz von Rouché genau wie a,z" n-Nullstellen in C, da R
beliebig groft gewahlt werden kann.

b) Folgern Sie aus dem Satz von Rouché den Satz von der Gebietstreue.

Sei €2 ein Gebiet, f nicht konstant und holomorph. Zu zeigen: f(£2) ist ein
Gebiet. Da f stetig ist, ist f(€2) zusammenhéngend. Es bleibt die Offenheit von
f(£2) zu zeigen, das heifst, fiir alle wy € f(Q2) existiert ein 6 > 0 mit Ks(wo) C f(£2),
das heift wiederum, dass fiir alle w € Ks(wp) ein z € §2 existiert mit f(z) = w. Sei
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10.4 Aufgabe

wo € f(Q) und zp € Q mit f(z9) = wo. Da f holomorph und nicht konstant ist,
existiert also ein kleinstes &k € N mit a; # 0 und

f(2) = wo +ar(z — 20)F + { i an(z — zo)”k} (z — o).

n=k+1

~ J

=q(2)

Da g stetig ist und ¢(z) = 0, existiert ein € > 0, so dass fiir alle z € K.(2)

|9(2)] < lax]
gilt und K. (z) C € ist offen (€2 ist offen). Somit gilt fiir ale z € 0K (z):
| |

‘f(z) —wo — ag(z — 2)"| = ‘q(z) (z— zo)k‘ < ‘ak(z — 2p)

da f(2) — wo — ar(z — 20)* stetig in wy (bzgl w) ist, gibt es ein § > 0, sodass fiir alle
w € Ks(wp) und fiir alle z € 0K (z)

‘f(z) —w—ag(z — zo)k‘ < ‘ak(z — zo)k‘

gilt. Nach dem Satz von Rouché hat f(z) — w gleich viele Nullstellen in K.(zp) wie
ar(z — z)¥, also wegen k € N, a; # 0 mindestens eine. Damit existiert zu jedem
wKs(wp) ein z € K (z9) C Q2 mit f(2) = w, das heifit w € f(2) = f(Q2) ist offen.
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11 Ubung

11.1 Aufgabe

f meromorph in einer Umgebung von D;(0), keine Pole auf 0D, (0). z € D;(0). Die Anzahl
der Polstellen stimmt mit der Anzahl der a-Stellen {iberein, falls |a| > max.cap, (o) |f(2)]-
Nach dem Argument-Prinzip gilt (da f wegen |a| > max.cop, (o) | f(2)| auf 9D;(0) keine
a-Stellen und keine Pole hat):

#{a-Stellen von f in D;(0)} — #{Polstellen von f in D;(0)} = 217m /9D " mdz

= 1/ 1 dz
21t Jf(6D1(0) 2 — a
=n(f(0D:1(0),a))

Wegen

>
lal > max 1f(2)]

ist
n(f(0D1(0)),a) = 0.

Damit folgt: Die Anzahl der Polstellen von f in D;(0) ist gleich der Anzahl der a-Stellen.

11.2 Aufgabe

+oo cos(z)
—00 (1+22)2d

Berechne

Es gilt fiir alle z € R:

1
= (14222

cos(z)
(14 22)2

Daher existiert das uneigentliche Integral, da es eine Majorante gibt, und sein Wert ist

gleich dem Cauchy’schen Hauptwert

+00 +r T —iz
L(Z)dz = lim Mdz = lim eidz.

—00 (1 + 22)2 r—00 J—p (1 + 2’2)2 =00 J—p (1 + 22)2
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11.3 Aufgabe

Sei M, :={ze€ C|Im(z) <0, r>1, |z| <r}. Dann ist

e—iz —iz
————dz =2mi - Res_; ——
/aMT (14 222 % = 2T = oy
iz /
e
milim |G+ 0
B il k) Ml o)
Z——i (z —d)*
—i-e1(—=2i) —2e7!
_ o, TiE ( ‘z) e
(—2i)?
—omi =",
2e e
Weiter gilt:
e—iz e—iz
li / ———dz| < li . —_—
P oM\ [—rr] (14 22)2 Z‘ =0 zeaf\r/r[lr%}[c_r,r} (14 22)2
< 'rlingo Wrm =0
Insgesamt ist somit
cos(z ro et
= lim R / £
/oo 1—|—Z2 TLrgO efr(1+22)22
e—iz e—iz
= lim R —/ ———=d —/ ——=d
o e{ ont, (142227 Jon\jore) (11 2227
= lim Re {— <—z>] _
r—00 [ e

11.3 Aufgabe

Gegeben: f und g sind ganz und haben keine gemeinsame Nullstellen. Zu zeigen: Es
existieren A, B ganz mit A- f+ B-g=1.

Sei f,g # 0, z, die Nullstellen von g und h,(z) die Hauptteile von ﬁ in z, Nach Mittag
Leffler gibt es eine in C\{0} holomorphe Funktion M, die in z, die Hauptteile h,(z)

hat. Das heifit, i — M hat nur Pole in den Nullstellen von f. Damit folgern wir, dass

(f— - M ) f= B ist eine in C holomorphe Funktion. Da die Ordnung des Pols in z,, von
M gleich der Ordnung der Nullstelle in z, von g ist, ist A := M - g holomorph in C. Also
sind A, B ganze Funktionen mit

A f+B-g=M-f g+<f1g—M>f-g:1

Ist f =0 oder g = 0 so folgt die Behauptung mit B = % bzw A = r

47



11 Ubung

11.4 Aufgabe

Gesucht: p meromorph mit Hauptteilen h,,(z) = ﬁ, weA:={a+1ib|a,beZ} und
zeige, es gibt doppelt periodische Funktion bzgl. A.

Als Summationsreihenfolge iiber die Gitterpunkte von A legen wir die des Bildes fest
(von innen nach aufen). Unser betrachtete Reihe wird absolut konvergieren, weshalb die
Reihenfolge spéter hinfillig wird. Wir definieren die Quadrate @, := {z € C | |Re(z2)| <
R, |Imm(z)| < R}. Dann gilt fiir alle R € N:

0Qr N A| = SR.

Sei ein R € N beliebig gegeben. Dann gilt fiir alle z € Qg\A:

D = 2

1 1

(1—-—w)? w?

wEA\Q2r weA\Q2R
S o] 2w 2|
=1 weANOQy, |w|2 |z — w|2

V2R - (2v2K + V2R)
< 28[( KZ-(K—R)Q

< o0

5 ()
o \(z—w)? w?
normal konvergentﬂ fiir jedes z € Qg\A und beschreibt nach dem Majorantentest (Korol-

lar 6.4) eine holomorphe Funktion auf Q\A.
Sei

Damit ist die Reihe

P =3 (=i )

vy z—w) w

Dann ist

:_22

wEA

ebenfalls nach Korollar 6.4 holomorph und absolut konvergent. Daher lassen sich die
Summanden beliebig umordnen, also ist P’(z) doppelt periodisch bzgl. A.

Damit sind die Funktionen p;(2) := P(z) —=P(z+1) und pa(2) := P(z)+P(z+1i) konstant,
wegen p)(z) = 0 = p,(z). Es gilt fiir alle z € C\A:

P =% (rwp ) = S e Cor )

weEA

=y <(1—1>:77(z)

ey (2 — w)?  w?

lalso auch absolut konvergent, das heifit insbesondere, dass wir umordnen kénnen
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Daher ist
1 1 1
n(-3)=P-(-3)-7(5) o
also p; = 0, das heifst, das heifst
P(z) =P(z+1)
und
n(-3)=7(-5) -7 (5) ~o
also ps = 0, das heifst
P(z) =P(z+1)
fir alle z € C\A.

= P(z+w) =P(2)

Gilt fiir alle z € C\A und fiir alle w € A

11.4 Aufgabe
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12 Ubung

12.1 Aufgabe

[ C\{0}, re’ = e’ ist nicht holomorph

(i) Bs gilt 0 < 5(r — 1)> & 5 < 5. Daher ist f(Dy(0)) = D%(O), also das Bild des
Gebietes D4 (0) ist nicht offen. Da f nicht konstant ist, ist f nach dem Satz von der
Gebietstreue nicht holomorph.

(ii) Definiere g(z) := 1%z. Wire f meromorph, so wire wegen f(z) = g(z) fiir alle
z € R\{0} nach dem Identitétssatz fiir meromorphe Funktionen (Aufgabe[6.3)) f = ¢
auf C\{0}, im Widerspruch zu g(i) = oo # i = f(i). = [ ist nicht meromorph
und damit folgt, dass f auch nicht holomorph ist.

(ili) Betrachte das Gebiet Dy(0). Dann ist |f(0D2(0))| = 2 < § = [f(1)]. Nach dem
Maximumsprinzip ist f also nicht holomorph. (Beachte f ist in 0 stetig fortsetzbar)E].

(iv) Wére f holomorph in C\{0}, so liee sich f in 0 holomorph durch f(0) = 0 fortsetzen.

, (a)
Wegen |f(re™)| = 1 3 < 5 ist f beschrinkt, nach Liouville also konstant. Dies steht
im Widerspruch zu f(0) = 0 # % = f(1). Deswegen folgt: f ist nicht holomorph!

12.2 Aufgabe

Gegeben sind die Funktionen

1
f(z) = (221 13
9(2) = sin(mz)

Zu zeigen: Fiir alle N > 1 gilt:

21m~ /|z|N+; f(2)g(z)dz = H;_N(—w f(n) + Res.__1(fg)
Lim f(2)g(2)d =0

N—oo \z|:N+%
und folgere

N
2 (2n+1)3 32

n=0

Lunebdingt auf die Stetigkeit auf dem Abschluss achten!
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12.2 Aufgabe

Die Funktion f hat in z = —% einen Pol 3.er Ordnung und ¢ hat Pole in z € {—N,—N +
1,...,N —1,N} der Ordnung 1. Der Resisduensatz liefert:

1 [ sy F@)9(E)z = 3 Resou(fo) + Res._y(fo).

2m N
Mit

Res,—,(fg) = lim Gonm,

z—=n SINTTZ

mit 1"Hospital erhalten wir

e SLORIC I
fiir alle n € N folgt dann
1 N
377 s 1) 90 = X (2170 + Res.__y (o)

Sei @y 1 des um 0 zentrierten Quadrates mit Kantenldnge 2N+1. Nach dem Residuensatz
gilt fiir alle N € N, da die gleichen Singularitdten umschlossen werden:

/IZI=N+§ f(2)g(z)dz = [3 f(2)g(z)dz

QN+%
1
(2z +1)3

<4-(2N+1)- max T

ZGBQN+%

sin(mz)

da der zweite Term schwerer ist, schitzen wir ihn zuerst ab! Fir z =t £ (N + %) und
alle N € N gilt:

sin(mwz)| = 1 eiﬂ-t:':(N‘i’%)ﬂ' _ e*iﬂ'ti(]\f+%)ﬂ-
2
Z; 6W<N+%) e (N+§)7r > 1
Fir z = (N + %) + it und alle N € N gilt:
. 1 '(N‘f'l) t —'(N—l,-l) Lt 2
sinmz| =|— (€' 2)TFTE o0 5 )TEm
2
1

_ 411 <6i(N+%)7r¥7Tt o efi(N%»%)ﬂ:tmf) . (efi(N+%)7r¥7rt o 675(N+%)7r:|:7rt>
1

(e$27rt + ei27rt o 61(2N4r1)7r . e*l(2N+1)7T)

e~

1
=3 cosh(£27t) — cosh((2N + 1)7i) | > 1

>1 cos((2N+1)m)=—1

o1



12 Ubung

Insgesamt folgt fiir alle z € Q +1
|sin(7z)| > 1

(bis hierhin muss man es nicht abschétzen konnen in der Klausur, aber ab jetzt wieder...)

Damit ist

1
/|Z:N+% f(2)g(2) S 4 (2N +1) - s = 0

fiir N — oo. Es gilt:

1 (2)
ResZ:,%(fg) = lim ; l (2 - 2) ¢ )]

z——3
T 1 ) w3
ST (L)
16 -——1 \sinmz 16

Ferner ist

also:
00 (_1)n B B 7.‘,3
2 Garip - Re—i9) =55
= (-
~ Z;) (2n+1)3 32

12.3 Aufgabe
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