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Die Ballade vom ehrgeizigen Pol

Wie kiifsten sich beide so innig,
In heifer Liebe entbrannt,

Der Pol und seine Polare,
Auf des Kreises blithendem Rand!

Doch es zog ihn ins Innre des Kreises,
Da ward er gar rasch prominent,
Er glianzte als hohes Polarlicht, -

Doch lebten sie nunmehr getrennt.

Es zog immer mehr ihn zum Zentrum,
Der Ehrgeiz verlockte ihn sehr,
Doch seine schone Polare
Entschwand ihm mehr und mehr.

Karriere, oh, stolze Karriere!
Bald wurden die Stimmen gezéhlt;
Da ward er zum Mittelpunkte
Des grofsen Kreises gewéhlt.

Doch seine liebe Polare
- Er hatte sie immerhin gern -
War ihm nun ganz entschwunden,
Sie war unendlich fern.

aus Carmina Mathematica von H. CREMER
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Inhaltsverzeichnis

Literaturempfehlungen

e STEIN und SHAKARAZI: ,Complex Analysis“- Princeton University Press

gefillt Prof. Steuding gut

e FREITAG und BUSAN ,Funktionentheorie* Springer-Verlag|

gibt es also zum runter laden...
e FISCHER und LIEB ,Funktionentheorie®

e A. KOCHER, A. KRIEG ,Elliptische Funktionen und Modulnformen* vom Springer
Verlag, 1998

Allgemeines

Bemerkung. Funktionentheorie (oder auch: Komplexe Analysis) heifst, wir betrachten
komplexwertige Funktionen einer Veranderlichen. Im Wesentlichen geht es hier um
Differential und Integralrechnung im Komplexen.

Vieles wird dadurch einfacher:

Beispiel.

1 2 4
1+x2:1—x + " F ...

konvergiert fiir |z| < 1. Konvergenz dieser reellen Potenzreihe erklirt sich aus der Lage
der komplexen Singularitdten. Man betrachte:

1+2% = (z+1) - (x —10)

Dieses Buch ist sehr nahe an der Vorlesung und hat als Ergéinzung 420 Ubungsaufgaben zum Teil mit
Losungen



1. Komplexe Zahlen

Historische Motivation: Gleichungen wie
P +1=0
besitzen in R keine Losung. Ein anderes Beispiel ist die versteckte Losung von ® = 15x+4:
4=2+ V=121 + V2 — V=121

Satz 1.1. Es existiert ein Korper C mit folgenden Eigenschaften

1. R ist ein Unterkérper von C (insbesondere sind Addition und Multiplikation in R
bzw. C vertraglich)

2. Die Gleichung x> +1 = 0 hat in C genau zwei Lisungen, ndimlich i und —i mit der
imagindren Einheit
1=v-1

3. Die Abbildung R x R 3 (x,y) — z =z + iy € C ist bijektiv

Beweis. (siche Analysis 1 WS 06/07 Vorkurs, bzw Kapitel 13.)
Wichtig zu: 0 # 2z = x + iy ist
1 1 r—1y  r—1y

z x4y x—iy 2+ y>?

= +i- e C.
22 + 92 ! % 4+ y?

Hierbei ist z := x — iy die zu z = x + iy konjugiert komplexe Zahl (also die
Spiegelung an der R-Achse) und |z| := v/z - Z = /22 + 32 der Betrag (auch eukli-
discher Abstand zum Nullpunkt genannt). Also ist damit auch

-1 Z

Die Veranschaulichung der komplexen Zahlen in der Gauf’schen Zahlenebene. Nach
Satz [LL1] 3. ist C ein 2 dimensionaler Vektorraum iiber die reellen Zahlen: C ~ R2.
Zu z = x + 1y € C heilst Rez := x der Realteil und Im z := y der Imaginérteil
von z gemaéfs Satz 3.. Alternativ zum Beweis mittels der eindeutigen Zuordnung

Coax+iy«— <x —y> e R?*2
y



und der Matrizenmultiplikation; diese liefert:

0 —1\* /=1 0
1 0) \0 -1
beziehungsweise

(z1+iy1) - (w2 + i) = 2122 — 1Yz + 0 - (T12 + D2y1).

Vorsicht. C ist nicht angeordnet;
i’ =-1<0
Es gibt also keine Ungleichung mit komplexen Zahlen!

Folgende Ungleichungen sind fiir alle z, w € C definiert, da hier der Betrag der komplexen
Zahl verwendet wird. Es gilt demnach:

|2+ w] < [2] + |w|
[Rez| < zf, [Imz| < |z]
2] + |w]] < [z — w]

Noch einige elementare Eigenschaften der Konjugation bzw. von Real und Imaginérteil:
Fiir alle z,w € C gilt:

- (22)

N | —

(s +2) = 5o iy + (2 — i) =

Im = L= 9) = Lo+ iy — (o — i) = - 20)

Insbesondere ist z — Z ein involutorischer Korperautomorphismus mit Fixkorper
R, algebraisch C = R(7).
Ferner gilt aufserdem noch:

zeERS 2z=2
IR 2=—%

Eine C und damit auch R zusammen fassende Struktur sind die Quaternionen H (nach
RODRIGUES um 1840 und unabhéngig von ihm: HAMILTON um 1843). Quaternionen sind
vierdimensionale, nicht kommutative R Algebren von Zahlen

$1+I2i+l’3j+$4k, Va:l,...,mE]R



1. Komplexe Zahlen

und ¢, 7, k paarweise verschiedene Zahlen mit
i =% =k®=ijk=—1.
Die Abbildung

Ry xR 3 (r,¢) —r(cosp +ising) € C* := C\{0}
= re'?(= rexp(iy))
ist surjektiv (aber nicht injektiv wegen der 2m-Periodizitét); insbesondere besitzt jede
komplexe Zahl z # 0 eine Darstellung in Polarkoordinaten.

Hier ist ¢ = |z| und das Argument ¢ = arg(z) eindeutig modulo 27 (das heifst bis auf
ganzzahlige Vielfache von 27), denn

6i(<,0+27rk‘) _ eicp (627r>k

= ¥ kel

Wichtig. Die Exponentialfunktion z — exp(z) ist 2mi periodisch!

Etwas zum Nachdenken:

Bemerkung. Was ist hier falsch?
eiz _ 627”‘.% _ (627&)% ; 1

Die Losung findet Thr in der Ergdnzung zum Kapitel

Kommen wir zuriick zur Vorlesung:

Es gilt weiter:

(rie') - (rae'?) = riry gt
——

N——
Multiplikation der Beitréige Addieren der Argument
Speziell fithrt 2z = (r(cosp +isinp)) = re' ist z = re”*

Beispiel. Die Losungen der Gleichung 2™ = 1 (n € N) heifsen n-ten Einheitswurzeln,
gegeben durch

Epi=en firk=1,2,...n

Daraus folgt die Formel von EULER-MOIVRE:

(cosp +isin )™ = cos(np) + isin(ny)

10



GAuss fand heraus: Das regulédre n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstruier-
bar, wenn

n=2" H F;
J
mit paarweise verschiedenen Fermat’schen Primzahlen
F.j= 9% +1
ist (Kreisteilung).
Man beachte:
" —1=[](z—¢&)

k=1

Frage: Geht das immer?

Wir kennen bereits den Fundamentalsatz der Algebra. Dieser besagt: Jedes Polynom
lisst sich iiber C faktorisieren (C ist der algebraische Abschluss von R). ,Natiirliche*
Beweisidee mit der Funktionentheorie. . .

Gilt dhnliches auch fiir andere Funktionen?

Beispiel.
N 52
sin(mz) = 7wz [ (1 - k2>
k=1
Die Antwort muss lauten: ,Ja, allerdings nur fir hinreichen glatte Funktionen®.

Wegen C ~ R? iibertragen sich aus der Topologie der Ebene bekannte Begriffe wie Of-
fenheit und Konvergenz leicht auf komplexe Zahlen (Vgl. Analysis II).

Beispiel.

e Eine Folge (z,), komplexer Zahlen konvergiert gegen z € C, falls
v€>OE|N€an2N |Zn — Z’ <e€

gilt. Aquivalent hierzu ist die Konvergenz der einzelnen reellen Zahlenfolgen der
imagindren Zahlenfolge z, = x, + iy,, also von (Rez,), und (Im z,),, gegen Re z
bzw. Im z.

e Eine e-Umgebung eines Punktes 2y € C ist die offene Kreisscheibe vom Radius
€ >0 um zo:
D.(z) :={z€C ||z — 2] <€}

Eine Umgebung von z; ist eine Menge, die eine ¢ Umgebung von 2, enthélt. Eine
Menge U C C heifst offen, wenn es zu jedem Punkt z € U ein ¢ > 0 gibt, sodass
D.(z) C U. Eine Folge (z,), konvergiert also genau dann gegen einen Grenzwert
z € C (in Zeichen ,lim, . 2, = 2*), wenn in jeder Umgebung von z fast alle bis
auf hochstens endlich viele Folgeglieder liegen.

11



1. Komplexe Zahlen

e Ein Punkt zy heifst Hiufungspunkt, der Folge (z,), wenn in jeder Umgebung von
2o unendlich viele Folgeglieder liegen. (Analog definiert man den Haufungspunkt
von Mengen).

e Cauchy-Folge und Vollstiandigkeit:
Natiirlich gilt: C ist vollstindig, da C ~ R?!

e abgeschlossen, Rand, beschrankt kompakt.. ..
HEINE-BOREL: M C C ist kompakt < M ist beschriankt und abgeschlossen.

17.10.08

Definition. Eine offene Menge U € C ist zusammenhéngend, wenn es keine zwei dis-
junkte, nicht leere, offene Mengen Uy, Uy mit U; U Uy = U gibt. Eine zusammenhéngende
offene Menge heifit Gebiet. Insbesondere lassen sich je zwei Punkte eines Gebietes G
durch eine stiickweise stetige Kurve (Weg) v in G verbinden.

Ist ) # U C C, so heiflen zwei Punkte p,q € U Wege-aquivalent, wenn es in U einen
Weg von p nach ¢ gibt. Die zugehérigen Aquivalenzklassen nennt man die Zusammen-
hangskomponente von U. Jede solche Zusammenhangskomponente ist ein Gebiet und
es gibt ihrer héchstens abzdhlbar unendlich viele (Siehe Ubung)

Exkurs zum Apfelmdnnchen der ersten Vorlesung:

Iterartion von P(z) = 22 + ¢ mit variierenden ¢ € C geméf
Z():O, 21 :P(Zo), ZQZP(Zl),..., Zn+1:P(Zn),...

liefert ein Fraktal (= ,selbstdhnlich®) — die Menge M ist die so genannte Mandelbrot-
mengd!] Im deutschen Sprachraum verwendet man hiufig den Begriff Apfelméinnchen.
Die Menge M ist folgendermafsen definiert:

n—oo

M={ceC|z,:=P"0) = oo},

wobei M beschriinkt ist (siehe auch Ubungsblatt 1) und M ist auch zusammenhéngend
(siehe eine spitere Ubung). Entdeckt wurden diese Fraktale allerdings schon viel frither
von JULIA und FATON um 1919.

1.1. Erganzungen

Der Zusammenhang zwischen der Polardarstellung und der Darstellung als z = a + ib ist
unter der Beachtung des Quadranten, der Betrachtet wird (hier der 1. Quadrant)

b 1
arg(z) = arg(a + ib) = arctan <a> = T

wobel a > 0 sein muss.

Aus dem zweiten Tutorium wissen wir aulierdem:

'benannt nach dem Mathematiker MANDELBROT, der diese Figuren populir gemacht hat

12



1.1. Ergdnzungen

Merke. Die Komposition holomorpher Funktionen ist wieder eine holomorphe Funktion.

Merke. Wenn f(z) holomorph ist und f(z) # 0 gilt, dann ist auch ﬁ holomorph.

13



2. Holomorphe Funktionen

Definition. Eine Funktion f : 2 C C — C ist stetig in 2y € (2, wenn gilt:

Ves03550V2€0 |Z - ZOl <9, = |f(z) - f(20)| <€

Aquivalent dazu ist:
lim f(z) = f(z0)-

zZ—20
Rationale Operationen (aufer durch ,0“ teilen) und Verkettungen erhalten die Stetigkeit.

Nebenbei ist mit f auch die reellwertige Funktion z — | f(z)]| stetig. Das wissen wir bereits
aus den Analysis- Vorlesungen.

Definition. Ganz analog zur reellen Diffbarkeit definieren wir :
Sei (2 C C offen und f : 2 — C, dann ist f in 2y € () komplex differenzierbar, wenn
der Grenzwert:

o F 20 ) = £ )
h—0 h

(2.1)

existiert, hierbei ist 0 # h € C mit zy + h € 2 beliebig. Im Falle der Existenz bezeichnen
wir diesen mit f'(z9) und nennen dies die Ableitung von f in 2.
Aquivalent hierzu ist

lim f(z0) = f(2)

Z—20 Z — ZO

= f'(20)
bzw. lineare Approximierbarkeitﬂ in zg:

f(2) = f(z0) + (2 = 20)n(2)

mit einer in 2 stetigen Funktion n : © — C (hier ist n(z9) = f'(20)). Entsprechend
definiert man hohere Ableitungen durch sukzessives Differenzieren (wie in Ana I).

Im Gegensatz zur reellen Diffbarkeit ist hier die Existenz des Grenzwertes von sehr
vielen Limiten gefordert. Mit anderen Worten: Es reicht nicht, den Limes von nur einer
Seite zu betrachten, sondern man muss sich von moglichst vielen (genau genommen von
allen) Seiten an z; anndhern.

Insofern ist komplexe Diffbarkeit viel restriktiver als reelle (siche Beispiel unten)

Wie im Reellen zeigt man:

e Polynome (bzw. allgemeiner: rationale Funktionen) sind in jedem Punkt ihres
Definitionsbereiches komplex differenzierbar.

1= Tangentenbildung

14



e die Exponentialfunktion z — exp(z) bzw. die trigonometrischen Funktionen
ebenso.

Allerdings gilt:

Beispiel 2.1. Die Funktion f(z) = z (Konjugation) ist in keinem Punkt z; € C komplex
differenzierbar, denn

flzoth)—flzo) 20th—2 Z+h—2z h
h B h B h ok
besitzt keinen eindeutigen Grenzwert fiir lim;, o (betrachte hierzu h = x bzw. h = iy mit
z,y € R).

Definition. Ohne Probleme {ibertragen sich aus der reellen Analysis:

e Eine in einem Punkt komplex diffbare Funktion ist dort auch stetig

e Rechenregeln wie (f + g)' = f' + ¢/, Produkt — und Kettenregel,. ..

Definition. Holomorphie:

Sei 2 C C offen, so heifit f: Q2 — C holomorphﬂ (bzw. [nach Satz analytisch oder
auch regulér) in Q, wenn f in jedem Punkt von € komplex diffbar ist: Fiir abgeschlossene
Q) fordern wir die Holomorphie in einer offenen Obermenge.

Beispiel 2.2. f(z) =2 -z = \z[z ist in zg = 0 komplex diffbar, aber in keiner Umgebung
von zg = 0 holomorph.

f(Zo + h) — f(Zo) B (Zo + h) : (Zo + h) — 2020

h ok
Lo -

-z — 4 h

Zo+Zo h+

Gegeben ist eine komplexwertige Funktion f(z). Wir betrachten:
u(x,
P = (50 ")

mit f = u+ v, z = x + iy, wobei u der Realteil- und v der Imaginérteil-Funktionen
reellwertig sind, wir schreiben F : Q C R?(~ C) — R? statt f : @ € C — C vermoge
die Identifikation C = R?. Bekanntlich (folgt aus Ana II) ist F' diffbar in P(x, %), wenn
es eine lineare Abbildung J gibt, sodass

F(P+h)=F(P)+ J(h)+e(h) mit e(h) = o(||h||)

In diesem Fall ist J eindeutig und heift Differential (oder auch totale Ableitung)
von F', insbesondere existieren die partiellen Ableitungen von u und v nach den reellen
Verénderlichen x und y, und J ist die Jacobi-Matrix von F"

ou Ou 0 o
gu U Z ReF £ ReF
s=sten= (5 #)=(Epep Timp)

2(griechisch): holo=ganz und morph=Form

15



2. Holomorphe Funktionen

Falls f komplex diffbar ist im Punkt zy = xg + iyy (= P entsprechend C = R?), bestehen
Relationen zwischen diesen partiellen Ableitungen. Schreiben f(z) = f(z,y) fiir 2 = x+1y.
Dann folgt aus fir h = hy + thy mit hy, hy € R.

Betrachten wir nun die einzelnen h; und hs:

1. Fall hy =0, also A ist reell.

hi,yo) — , 0
F(z) = ,llli% f(xo + My y;;i [ (o, yo0) _ 8;[(%)

Im Sinne von f als Funktion einer einzigen reellen Verdnderlichen.
2. Fall h; =0, also h rein imaginédr h = ihs:

f(@o, yo + ha) — flxo,yo) _ 10f

f (ZO) — }1111)1%) /LhQ Z ay (ZO)
Also gilt:
of — lg fiir holomorphe f
Jr 10y

Wegen f = u + v folgt

ou Ov 1 /0u . 0Ov

%515 )
_ Ou v
Oy Oy

Nach der Trennung von Real- und Imaginéarteil erhdlt man die Cauchy-Riemann’sche
Differentialgleichungen:

ou  Ov ov ou

=27 und = = 27|, 2.2

\81: ayj o \8x 8yj (22)
Rezﬁteil Imagi;éirteil

Bemerkung. Diese Differentialgleichungen verbinden die reelle und die komplexe Ana-
lysis.

Definition. Das Wirtinger-Kalkiil:
Mit den Differentialoperatoren

lassen sich diese Cauchy-Riemann’sche DGL’n zu einer zusammenfassen

16



Satz 2.1. Satz iber die totale Diffbarkeit:
Ist f holomorph in einer (offenen) Umgebung von zy, so gilt:

=L —0 (2.5)
und
) = L e0) = 22 (2:6)

Schreiben wir ferner F(x,y) = f(z) (wie oben), so ist F' total diffbar (im Sinne der reellen
Analysis) mit

det Jp(zo, o) = |/ (20)]” - (2.7)
Beweis.

of _ 1 (g0 1<9f>f:u_+iv1<9“_3“>
Reaz_2<Reax ReZow) = 2\aw ay) = 0

analog erhilt man das gleiche mit dem Imaginirteil, was die Aquivalenz von (2.2) und
% = 0 zeigt. Es gilt nach dem Wirthinger Kalkiil {D

7o) @5 (e + 15 60) B

und zusammen mit (2.2)) folgt:

0z 2 ar ' oz 1 Jdy 1 Oy
~~

2 1 of af)

= 3 (2 o 223@/ .

Fiir den Nachweis der totalen Diffbarkeit von F' identifizieren wir z = x + iy mit (z,y)
und wenden wiederum (2.2)) an, (wobei h = hy + ihy):

hi\ @2 %f Gu h
Jr(z0,90) - <h;> <_68u 23) : <h;>
0

Jdy Ox
.0
- <Z - Zaz> (hy + ihs)
9.9u_0f
=% f'(z0) - h

17



2. Holomorphe Funktionen

Bemerkung. Hieraus leitet sich auch die Determinante der Jacobimatrix ab:

ou\ 2 ou\ 2 ou

2

= |f'"(=0)I’

20.10.08

Bemerkung. Die Chauchy-Riemann’sche DGL (Gleichung || in der Form % =0
lasst sich so deuten:
Holomorphe Funktionen f(z) sind unabhéngig von z und héngen allein von z ab. (vgl:

Beispiel [2.2).
Nun die wichtige Umkehrung von Satz

Satz 2.2. Ist Q) C C offen und f = u+iv komplexwertig mit stetig diffbaren reellwertigen
Funktionen u und v, die den Cauchy-Riemann’schen DGLn auf ) gentigen, so ist
f holomorph auf Q und f'(z) = %.

Beweis. Schreiben wir « in der Form:

ou ou
w(x + hy,y + ha) = u(x,y) + %hl + a—th +e(h)
und v so
ov ov ,
v(z 4+ hi,y + he) = v(z,y) + %lh + 87yh2 + i€(h)

mit £,€ = o(||h]]), h1 + iho. Mit (2.2) ergibt sich dann

0 0
flz+h)=f(z)+ <az = zau> -(hy + ihy) + e(h) + €(h),
%,_y/
=5'(2)
also die Holomorphie von f sowie f'(z) =2 2 % (folgt aus Satz . O

Bemerkung. Der Mathematiker MENCHHOFF hat 1935 gezeigt:
Eine Stetige Funktion f : 0 — C ist bereits dann holomorph in €2, wenn es durch jeden
Punkt zg € 2 zwei verschiedene Geraden L, L’ gibt, sodass die Grenzwerte

} f(z) = f(=0)

{ lim , lim
L Z — 2p

S—z9 L'3z—zp
existieren und gleich sind (vgl. Beispiel 2.1)).

Spezielle Erscheinungen holomorpher Funktionen sind Potenzreihen der Form:

o0
Z a,z" mit a, € C

n=0

18



bzw. allgemeiner

Z an(z —w)"

mit einem w € C, was sich jedoch mit einer Koordinatentransformation stets auf
w = 0 reduzieren lasst.
Auf einer solchen Potenzreihe gibt esﬂ 0< o< 400,

e > a,2" konvergiert absolut fiir 2| < o

e > a,2" divergiert fiir |z| > o

1
e der Konvergenzradius g berechnet sich (nach HADAMARD) geméf % = limsup,,_, o, |an|™
1

199 00

I

IIOO“

wobei hier die Konventionen ,,5 = 0" gelte.

e Auf dem Rande des Konvergenzbereichs , |z| = ¢ kann sowohl Konvergenz als auch
Divergenz vorliegen (man denke an log(1 + 2) fiir z = £1 in Verbindung mit dem
Abelschen Grenzwertsatz)

Satz 2.3. Eine Potenzreihe

f(z) = ioanz" (2.8)

definiert auf ihrer Konvergenzkreisscheibe |z| < o eine holomorphe Funktion. Eine
Ableitung ist gegeben durch die Potenzreihe, die durch gliedweise Differentiation entsteht,
das heifst:

f'(z) = i_o:l n-a,z" (2.9)

diese besitzt denselben Konvergenzradius wie f. Die Umkehrung des Satzes ist Satz[0.1],
zu finden auf Seite [40.

Beweis. Wurde bis auf die Holomorphie in Ana II erbracht; dort wurde die reelle Diff-
barkeit gezeigt (mittels glm Konvergenz, siehe entsprechendem Satz in der Ana II VL)
Fiir die komplexe diffbarkeit seien zo und r mit |zy| < r < o gegeben. Wir wollen, dass f
in zy komplex diffbar ist mit der Ableitung

9(z) = n-a,2"t
n=1

schreiben:

3was aus Ana II bekannt ist

19



2. Holomorphe Funktionen

dann gilt fiir h mit |29 + k| <r

flzo + hzi =G0 ) @SN ’”2 = Sw(z) Sh() +Sh()  (211)
En(z0 +h) — EN(Z:(JO)

h

—9(20) + (2.12)

Wegen X" —Y" = (X - V) - (X" 1+ X" 2Y + ...+ XY 2+ V" 1) ist:

EN(Z(] -+ h) — EN(ZO> < i ’a ’ ) (Z(] + h)” — Zg
h N n=N+1 h
< Z || - n -t
n=N+1

wobei die rechte Seite der Reihenrest einer konvergenten Potenzreihe ist (denn g
konvergiert fiir |z] < p absolut). Zu gegebenem ¢ > 0 gib es also ein M, sodass

EN(ZQ + h) — EN(ZO)
h

<e VN>u-

Wegen limy .o, S (20) = g(z0) gilt nach etwaiger Vergrofserung von M ebenso
1Sy (20) — 9(20)] < € fiir N > M.

Sei nun N > M fest, dann gibt es ein § > 0, so dass

— Sy (#0)

Sn(z0 + ) = Sn(20) ce fiir |h| <0
h

(denn die Ableitung eines Polynoms ergibt sich durch gliedweises Differenzieren). Insge-

samt folgt mit (2.11)) nun
‘f(ZO‘Fh) — f(20)

. —g(20)| <3-¢ fir m|h| <9

und damit folgt: g = f'. O

Bemerkung. zu Potenzreihen:

Potenzreihen sind auf ihrer Kreisscheibe unendlich oft differenzierbar, ihre Ableitungen
ergeben sich durch gliedeweises Differenzieren und sind also selbst wieder Potenzreihen
(und sukzessive Anwendung von Satz [2.3)).

Beispiele. 1. exp(z) = 12 %; = exp/(z)
2. cosz =3 (e +e ) =2 %22’” = sin’ z
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2.1. Erganzungen

3. sinz = o (€ —e ™) =

o) =™ 2m+1

!/
m=0 2m+1)!~ —cos

e = cosz +isinz

cos z = Ree”

sin z = Im €%
1. bis 3. besitzen auf ganz C konvergente Potenzreihenentwicklungen und sind insbeson-
dere auf ganz C holomorph.

Definition. Analytisch:

Besitzt f : @ — C in jedem Punkt von (2 eine konvergente Potenzreihenentwicklung,
so heifit f analytisch in 2. Nach Satz ist eine in () analytische Funktion dort auch
holomorph; in einem spateren Kapitel zeigen wir auch die Umkehrung:

Jede holomorphe Funktion ist auch analytisch, ist also insbesondere un-
endlich oft komplex diffbar! (was fiir reell diffbare Funktionen sicherlich
falsch ist)

2.1. Erganzungen

In der 2. Ubung Funktionentheorie haben wir gezeigt, dass nicht unbedingt Re f und
Im f Konstant sein miissen, damit f konstant ist.

Aufgabe 2.1 liefert die folgenden Bedingungen:

) C C ist ein Gebiet, f : 2 — C holomorph

a) zu zeigen ist: f'(z) = 0V.cq = f konstant. Dies folgt aus Korollar 3.4 oder f(x+iy) =
u(x + 1y) + iv(x + iy). Da f holomorph ist, folgt:

, 0 0
f'(z0) = aJZC(ZO) =2 Ve
Mit f'(z9) = 0 V.eq folgt:
ou ou 10u
— )y — oY — e
0= (a0) = 2 ten) = (5 + 150 ) (o
Mit den Cauchy-Riemann’sche DGLn (2.2)

du ou
a — 0 — =
o } u(z,y) = const const

v(x,y) = const

b) Zu zeigen ist, dass z — Re(f(z)) = const zu f = const fiihrt.
f=u+v

mit u = const = f' =0 4 f = const
c) zu zeigen ist, dass aus z — Im(f(z)) dann auch f = const folgt (kann man analog zu
a) zeigen, oder)

Betrachte f(z) :=if(z) = identisch zu b) = f = const
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3. Kurvenintegrale

Bemerkung. Kurvenintegrale sind ein wesentliches Werkzeug der Funktionentheorie —
hierbei ist der Begriff des Integrationsweges sehr wichtig, denn in der komplexen Ebene
gibt es sehr viele Wege von einem Punkt zu einem anderen.

Zuerst miissen wir jedoch ,einfache” Integrale komplexwertiger Funktionen noch erkléren:

Definition. Integrierbarkeit komplexer Funktionen:

Eine Funktion f : [a,b0] C R — C heikt komplex Integrierbar, wenn Re f und Im f
integrierbar sind im Sinne der reellen Analysig’] Wir bendtigen im Folgenden nur Inte-
grale stiickweise stetiger Funktionen.

Dabei erklaren wir, das Integral vermoge

Lb f(z)dt = [lb Re f(t)dt + Lb Im f(£)dt

und ergédnzen noch

zudem ist
/ " F()dt = 0.

Damit sind die iiblichen Rechenregeln des Riemann-Integrales auch auf komplexe In-
tegrale anwendbar, Beispielsweise gilt die C-Linearitét:

[ s+ otyit=a [ e+ 5 [ gtoyar

beziehungsweise

[lbf(t)dt = Lbf(t)dt

fir irgendwelche stetigen Funktionen f,g : [a,b] — C und a,3 € C. Auch gelten die
Substitutionsregel und die partielle Integration fiir stetig diffbare f und g:

b b b
| gt = f@ge)|,_ + [ Foga

Dies und #hnliches beweist man durch Zurtickfithren auf den reellen Fall (separates Be-
trachten von Real- und Imaginérteil). Was aber wenn wir komplexe Funktionen nur {iber
nicht notwendigerweise reelle Intervalle, sondern , komplexe Wege* wollen?

lzum Beispiel im RIEMANN’schen Sinne
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24.10.08

Definition. parametrisierte Kurve:
Eine parametrisierte Kurve ist eine stetige Abbildung

z:[a,b) CR — C, t— z(t) (mit a < b)

eines kompakten reellen Intervalles, in der komplexen Ebene; sie heifst glatt, wenn sie
stetig diffbar ist und 2'(¢) # 0 fiir ¢ € [a, b, sie heifit stiickweise glatt, wenn es eine Un-
terteilung a = ag < a1 < as < ... < a, = b gibt, sodass z(t) glatt auf dem Teilintervallen
[CLj, aj+1] ist.

Die Ableitungen in den Endpunkten der jeweiligen Intervallen sind hierbei als rechts-, bzw
linksseitiger Grenzwert erkldrt und miissen nicht notwendigerweise iibereinstimmen.

Definition. Aquivalenz:
Zwei Parametrisierungen

z:la,b] — C
bzw.
Z:e,d — C

heiffen dquivalent, wenn es eine stetig diffbare Bijektion s — ¢(r) von [c, d] nach [a, b]
gibt, so dass t'(s) > 0 und

Z(s) = z(t(s))
Hierbei stellt #(s) > 0 sicher, dass die Orientierung erhalten bleibt.

Die Familie aller zu t¢(s) dquivalenten Parametrisierungen definiert eine glatte Kurve
v C C, nédmlich das Bild von [a, b] unter z(t). Zu einem solchen 7 bezeichne v~ die Kurve,
die aus v durch die Umkehrung der Orientierung entsteht, parametrisiert vermoge

V(1) =y(b+a—1).

Die Endpunkte z(a) und z(b) einer Kurve sind unabhéngig von ihrer Parametrisierung.
Eine glatte oder stiickweise glatte Kurve heifst geschlossen, wenn z(a) = z(b) gilt; sie
heifit einfach, wenn es keine Uberschneidungen (Doppelpunkte) gibt, also wenn

z(s) # z(t) fir s # ¢,
wobei s = a und t = b im Falle geschlossener Kurven auszuschliefsen sind.

Definition. Kurve:
Im Folgenden betrachten wir nur noch stiickweise glatte Kurven und bezeichnen diese
kurz als ,, Kurve®.
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3. Kurvenintegrale

Bemerkung. Die Kreislinie C,(zp) vom Radius r um den Mittelpunkt z,
Ci(20) ={2€C||z—2| =71}
die positive Orientierung (gegen den Uhrzeigersinn) ist gegeben durch
2(t) = 2o + re fir t € [0, 27]

die negative Orientierung vermoge

2(t) = 20 +re .

Im Folgenden bezeichne C' stets eine positiv orientierte Kreislinie.

Definition. Kurvenintegral (bzw. Wegintegral):

Gegeben ist eine glatte Kurve v C C mit der Parametrisierung z : [a,b] — C und eine
stetige Funktion f : D — C, wobei fiir den Definitionsbereich D von f noch v = z([a, b]) C
D C C gelte, so definieren wir das Kurvenintegral (bzw. Wegintegral) von [ lings des
Weges v durch:

[ 1= [ ") - 2 ()t (3.1)

Die Wohldefiniertheit folgt mit der Kettenregel:
Ist Z=zot:|[c,d] — C eine dquivalente Parametrisierung, so gilt

b d

f(0) -2 (O)dt = | f(z(t(s))) - 2'(t(s)) - '(s)ds

a Cc

= | [(&(s))- Z(s)ds

¢

das Kurvenintegral ist also transformationsinvariant!

Speziell fiir z : [a,b] — C, z(t) = t entsteht das tibliche Riemann-Integral. Im Falle
einer stiickweise glatten Kurve v erklart man das Integral durch Summation iber endlich
viele glatte Bestandteile von 7 (mit obigen Bezeichnungen erhélt man):

[ =5 [ peto) - # oy (32)

wobei z(t) stiickweise glatte Parametrisierungen von ~ seien.

Definition. Bogenlinge:
Die Bogenlinge einer glatten Kurve v mit Parametrisierung z : [a,b] — C ist gegeben

durch?k
) = [ 12l dr, (3.3)

wobei [(7) wohldefiniert ist, bei stiickweise glatten Kurven wie oben durch Summation
iiber die glatten Bestandteile.

2siehe auch Ana II
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Einige natiirliche Eigenschaften von Kurvenintegralen:

Satz 3.1. Seien f,g: D — C stetig mit v C D (ist stickweise glatt).
1. Linearitit: Fiir o, 3 € R gilf’:

| @)+ Ba(z)) dz = o [ f(z)dz+ 5 [ g(z)dz

2. Orientierungsumkehrung:
Ist v~ die zu vy gehdrende Kurve umgekehrter Orientierung, so gilt:

/7 f(z)dz = —/Wf(z)dz

3. triviale Abschdtzung:

I(y)sup | f(2)]

zey

A f(2)dz

Beweis. 1. und 2. folgen direkt aus der Linearitdt des Riemann-Integrales; Wir beweisen

Aussage 3.

2 116 / /(1)) dt

te(a,b]

—l(’v)

]

Bemerkung. Kurvenintegrale verallgemeinern das Riemann-Integral, insofern bemiihen
wir uns nun um das Analogon des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung.

Definition. Sei f : () — C stetig, wobei 2 C C, so heift eine in €2 holomorphe Funktion
F mit F’ = f eine Stammfunktion (in mancher Literatur wird sie auch als Primitive
bezeichnet) von f.

Satz 3.2. Sei Q) C C offen und [ : Q — C stetig mit Stammfunktion F. Ist dann v eine
Kurve in ) von wy nach wsy. so gilt:

| Fe)dz = F(ws) = Flw).
.
Beweis. (einfache Anwendung des Hauptsatzes aus Ana I in Verbindung mit der Ketten-

regel:)
Sei z : [a,b] — C eine Parametrisierung von -, insbesondere z(a) = wy, 2(b) = wy. Dann

gilt:
Lf(z)dz:/lbf(z( Pt _f/ Pz

:/bdF z(t))dt
a dt
= F'(2(b)) — F(z(a)).

3Etwas zum Nachdenken: Was wiirde sich denn Andern, wenn «, 8 € C liegen wiirden?
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3. Kurvenintegrale

Fiir nur stiickweise glatte Kurven v ergibt sich durch Summation (mit obigen Bezeich-
nungen)

Teleskopsumme

= F(z(an)) — F(z(a1)) = F(2(b)) — F(2(a)).
O

Korollar 3.3. Ist v eine geschlossene Kurve in einer offenen Menge 0 und besitzt die
stetige Funktion f : Q) — C eine Stammfunktion, so gilt:

/ f(2)dz=0
.
Beweis. Folgt sofort aus Satz [3.2] denn fiir den geschlossenen Weg 7y ist w; = ws. [

Bemerkung. In Kapitel |4{ werden wir dieses Phénomen (verschwindendes Kurvenintegral
tiber geschlossene Wege) allgemeiner fiir holomorphe Funktionen untersuchen (Cauchy’scher
Integralsatz auf Seite 33). Jetzt nur ein Beispiel einer stetigen Funktion, die keine
Stammfunktion besitzt.

Beispiel. Es sei » > 0 und C, die positiv orientierte Kreislinie vom Radius » um den
Ursprung mit der Parametrisierung z(t) = re® fiir 0 < ¢ < 27. Dann gilt fiir m € Z die
Orthogonalititsrelation (vgl. Fourier-Analysis/Ana IV).

1 {1, falls m = —1
— / 2Mdz =
2m Je, iO, sonst.

Zm+1
m—+1"?

Denn: Fiir m # —1 besitzt f(z) = 2™ die Stammfunktion F(z) = fir m = —1 gilt

hingegen:

1 m 1, .
/ —dz = / — ~ire”dt = 2mi(#£ 0).
0

Cr 2 rett

Also besitzt die stetige Funktion f : C\{0} — C, z — f(z) = 1 keine Stammfunkti-
on! Dieser ,,Unfall* ist von grofser Bedeutung fiir die Funktionentheorie; einen tieferen
Einblick erhalten wir spéter mit Hilfe des mehrdeutigen Logarithmus.

Korollar 3.4. Sei Q) C C ein Gebiet und f : Q@ — C holomorph mit f' = 0. Dann ist f
konstant.

Beweis. Sei wy € () fest gewahlt. Da {2 zusammenhéngend ist, gibt es zu jedem w €
eine Kurve 7 in €2 von wy nach w. Nach Satz [3.2] gilt:

L f(2)dz = f(w) = flwo)

Nach Voraussetzung verschwindet das Integral, also gilt fiir alle w € Q f(w) = f(wp). O
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3.1. Erganzungen

Aufgabe 3.4:

Seien a,b € RT. Zeige:

/277 dt 27
0 a2cos?t+b2sin’t  ab

Hinweis: [, 2dz = 2w, y(t) = acos(t) + ibsin(t), t € [0, 27].

Losung: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit ist a < b. Es gilt:

1
/ Jdz =0,
Y+y %

da é holomorph auf dem umschlossenen Gebieten ist. Damit folgt

it

1 1 2r —aie”
/ —dz=— | —dz = —/ aze't dt =2
v 2 o4 0 ae"

Ferner ist

1
—dz =

2r —asin(t) 4 ibcos(t)
oA A

acos(t) + ibsin(t)

3.1. Erganzungen

_ /2” (—asin(t) +ibcos(t)) - (acos(t) + ibsin(t))

a2 cos?(t) + b2 sin’(t)

B /27T (b? — a?) sin(t) cos(t) + iab(cos? t + sin® t)
0

a2 cos?t + b2sin®t

Lo I {/1d] /27T a-bdt
r=Im| /[ —dz| =
N2 0 a2cos?t+ b2sin’t

Damit folgt die Behauptung.

dt

dt
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4. Der Cauchy’'sche Integralsatz

27.10.08

Bemerkung. Der Cauchy’sche Integralsatz sagt aus, dass fiir eine auf der offenen Menge
2 holomorphe Funktion, das Integral iiber jede geschlossene Kurve v C ), dessen
Inneres ebenfalls in €2 enthalten ist, verschwindet:

A f(2)dz = 0;

Ein tiefes Resultat, das Topologie (offene Mengen), Holomorphie und Integration (entlang
Kurven) verbindet und wichtige Anwendungen besitzt.

Eine schwache Version lisst sich mit dem Satz von GREENY beweisen:

Bewezis. Ist
f(2) = u(z,y) +iv(z,y)
mit reellen und stetig differenzierbaren Funktionen u und v, wobei
z =+,
so gilt:
(u+ w)d(x + iy) = udz + ivdzr + iudy — vdy (4.1)

Af(z)dz A(uda: —vdy) + 1 A(de + udy)

und mit GREEN (siehe Fufnote) ist dies

ou  Ov v  Ou
= [ (Z 4+ %) dad / P Grd
/F<0y+8x> vay + F<6y 6$> ey,
wobei I' das von v umschlossend’] Gebiet in C sei. Mit dem Cauchy-Riemann’schen DGLn

(2.2) auf Seite [16| (Kapitel [2]) folgt, dass die Integranten identisch 0 sind und damit also
verschwinden. Damit folgt:

/Vf(z)dz =0

1Zur Erinnerung:

dp Oq
pdy — qdzx) = / (— + —) dxdy
(siehe auch Ana IIT)

2genauer: der Abschluss des Gebietes
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Bemerkung. Noch eleganter geht es mit dem Wirthinger-Kalkiil (Formeln ([2.3]) und
(2.4)), sowie mit dem Satz [2.1}

Beweis. Fiir holomorphes f ist % =0, also
oz/afd dy !1 <8f+zaf>dmdy
Jdr 0
! / fdy —ifdz)
1
= 2—/f(z)dz

O

Der Beweis benotigt die stetige Diffbarkeit von f, was a priori iiber den Begriff der
Holomorphie hinausgeht. Wir interessieren uns fiir Integrale holomorphe Funktionen —
zunéchst iiber ,recht einfache Kurven.

Satz 4.1. (Satz von Goursaf, 188/) (Anm: GOURSAT lebte von 1858-1936).
Ist Q C C offen und A C Q) ein Dreieck, dessen Inneres ganz in ) enthalten ist, sowie
f Q2 — C holomorph. Dann gilt:

/A F(2)dz = 0. (4.2)

Vorsicht. Dreieck bedeutet hier die positiv orientierte Kurve, gebildet aus den geradli-
nigen Verbindungsstrecken dreier nicht kollinearer Punkte von C — nicht das Innere des
Dreiecks!

Der wunderschone Bewelis:

Beweis. Wir zerlegen das Dreieck A(®) := A in vier #hnliche Dreiecke Agl); Agl); A(l) A(l)
(sieche Abbildung durch errichten der geradlinigen Verbindungsstrecken der Kanten—
mittelpunkte von A(®): diesen geben wir eine Orientierung konsistent mit der Orientie-
rung von A so dass also jede Verbindungsstrecke der Kantenmittelpunkte jeweils beide
Orientierungen trigt. Insbesondere heben sich die Integrale iiber diese Geradenstiicke
(wegen der entgegengesetzten Orientierung) gegenseitig auf.

Also: Statt der Integration tiber das grofte Dreieck integrieren wir iiber die vielen kleinen

Dreiecke (Abb [4.1)).

—

Abbildung 4.1.: Integration iiber dreieckige Wege

3Dieser Satz und der Beweis ist eine gern genommene miindliche Priifungsfrage von Prof. Steuding!
“nach PRINGSHEIM (1850-1941); Goursat bewies seinen Satz urspriinglich mit Rechtecken
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4. Der Cauchy’sche Integralsatz

In der Formelsprache schreiben wir:

facaon 7O = o fog* i+ [ | P2

Fiir mindestens ein j € {1,2,3,4} gilt dann:

VA(:A«») f(z)dz

Fiir ein solches j setzen wir A := Agl). Bezeichnet d®*) bzw. p®) den Durchmesser
(=maximalen Abstan bzw. dem Umfang des A® fiir k =0,1,2, ..., so gilt

<4.

/AS” f(2)dz|.

1
AV = Z 40
2
und
1
1 — 2,00
p 2]9
Fahren wir auf diese Weise mit den Unterteilung der Dreiecke A®M | ... fort, so ergibt sich
eine Folgen von Dreiecken A@: AM: A®) mit dem Eigenschaften:
=< 4F _
[ 16| =< 2| [, £2)az] (43)
sowie
a® — L g0 ) — L o (4.4)

fiir die entsprechenden Durchmesser bzw. Umfiange. L
Bezeichnet A®) nun den Abschluss des Inneren von A%, so liegen die A®) ineinander
geschachtelt, also gilt: - -

A=A0>AD > . DAR . .

Die entsprechenden Durchmesser d®) bilden eine Nullfolge, mit der Vollstéindigkeit von
C(=~ R?) gibt es genau einen Punkt w, der in allen Dreiecken A®*) liegt. Mit der Holomor-
phie von f gilt (lineare Approximierbarkeit):

fE=f+fwkE-w+  ek)(z-w) mit lim e(z) = 0.
lineare Approximierbarkeit

Da sowohl die konstante Funktion f(w) als auch die lineare Funktion f'(w)(z—w) Stamm-
funktionen besitzen, sind ihre Integrale lings den geschlossenen Kurven A®) nach Korollar

gleich Null und damit

lin

/A(k) f(z)dz Approx. /A(k) £(2)(z — w)dz.

von was genau?

5
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Wegen w € A® und z € A® = 9A® folgt |z — w| < d®). Also folgt nach Satz 3.

‘/A(’v) f<z)dz‘ = VA(,C) e(z)(z —w)dz

mit der trivialen Abschitzung (Satz 3.) erhdlt man nun:

< cpdp®
mit:
er:= sup |e(z)] =20
zeAF)

nach Konstruktion (siehe lineare Approximation)

Insbesondere ergibt sich aus (4.3)) und (4.4)):

: k

< < (k) (k)

‘/A(:NO))f(z)dz < 4 /A<k) f(z)dz| < 4% d™p
L a0, o

]

Korollar 4.2. Ist f in einer offenen Menge 2 holomorph, die ein Rechteck R und dessen
Inneres enthdlt, so gilt

Af(z)dz =0 (4.5)

Beweis. ergibt sich sofort, durch die Errichtung einer Diagonalen in dem Rechteck und

Anwendung von Satz [4.1] O
Eine wichtige Konsequenz des GOURSAT’schen Satzes (Satz ist:

Satz 4.3. Eine in einer offenen Kreisscheibe D holomorphen Funktion f besitzt eine
Stammfunktion.

Beweis. O.B.d.A. habe D den Ursprung als Mittelpunkt. Zu z € D sei v, der Polygon-
zug, der aus den hochstens zwei Linienelemente [0, Re zJ und [Re z, z] (= {Rez 4+ it | 0 <t < Imz})
(bzw. umgekehrt) mit Orientierung von 0 bis z definiert ist.

Abbildung 4.2.: Einteilung der Bewegung in Real und Imaginérteil von z, also z =
[0,Re z] + [Re z, 2]
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4. Der Cauchy’sche Integralsatz

Sei nun:
F(z) = . f(w)dw;

dann ist F' wohldefiniert (klar) und holomorph in D mit F’ = f. Zu festem z € D
und h € C (wobei z 4+ h € D), gilt ndmlich:

F(z+h) — F(z) = (w)dw — . f(w)dw;

Yz+h
das heifst, f wird zunéchst entlang des Weges 7., integriert, dann entlang v, in um-
gekehrter Orientierung (wegen des negativen Vorzeichens beim zweiten Integral). Fiir
allgemeines h ergibt sich ein Integrationsweg wie in Bild 1 (siehe Abb. wobei sich
die Integrale iiber die entgegengesetzten Orientierungen zu Null addieren, sodass also der
Weg in Bild 2 verbleibt Vervollstdndigen wir Bild 2 zu einem Rechteck und einem Drei-

eck (Bild 3), so liefern Satz (Integral tiber Dreieck verschwindet) bzw Korollar
(Rechteck verschwindet):

F(z+h) — F(z) = Af(w)dw,

wobei 1 das gerade Linienelement [z, z 4+ h| von z nach z + h bezeichnet.

zthe zthe
z Zh z
t
i
<
0 3 — =

Bild 1 Bild 2 Bild 3 Bild 4

31.10.058

Abbildung 4.3.: Bilder 1 bis 4 des Integrationsweges von z nach z + h

Mit der Stetigkeit von f in z gilt:

mit lim,_,, e(w) = 0. Also:
F(z+h) — F(z) = Lf(w)dw + As(w)dw,

wobei sich das erste Integral iiber die konstante Funktion f(z) nach Satz berechnet
als

£e) [ do = @ = 1),

8Weierstraft erblickte am 31.10.1815 das Licht der Welt
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Fiir das zweite Integral schitzen wir ab (Triviale Abschétzung, Satz [3.1)5.):

/ “(w)dw] < sup |e(w)] - |8

wen

mit lim,,,, e(w) =0

= o(|hl)
fiir |h| — 0. Also ergibt sich
. F(z+h)-F(z)
A h = /).
Die Falle h € R bzw. h € «R behandelt man analog. O

Bemerkung. Lokal besitzt also jede holomorphe Funktion eine Stammfunktion']

Satz 4.4. (Cauchy’scher Integralsatz fiir Kreisscheiben, um 1825):
Ist f holomorph in einer Kreisscheibe, so gilt:

Af(z)dz =0

fir jede geschlossene Kurve v in dieser Kreisscheibe.

Beweis. Nach Satz[£.3hat f eine Stammfunktion, die Behauptung folgt dann aus Korollar
3.3l O

Korollar 4.5. Ist f holomorph in einer offenen Menge ), die einem Kreis C' und sein
Inneres enthdlt, so gilt:

/c f(z)dz=0.

Beweis. Ist D die Kreisscheibe mit Rand C' = 0D, so gibt es eine D umfassende Kreis-
scheibe D' nur f ist holomorph in D’ (da Q offen ist). Mit Satz angewandt auf D’
folgt die Behauptung. m

()

\\/

Abbildung 4.4.: Beispiel fiir das innere einer Kurve

Bemerkung. Diese Resultate lassen sich ohne Probleme verallgemeinern, wenn immer
das Innere einer Kurve eindeutig auszumachen ist (sieche Abb. [£.4)! Der Kurvenbegriff ist
topologisch im Allgemeinen nicht trivial®| und einer erschépfende Erklirung erfolgt spéter
(einfacher Zusammenhang, Homotopie,. . .)

"Spiter dehnen wir dies auf allgemeinere Gebiete als Kreisscheiben aus. . .
8 Jordan’scher Kurvensatz Vgl Ana IV
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4. Der Cauchy’sche Integralsatz

Der Cauchy’sche Integralsatz erlaubt als Anwendung die Berechnung gewisser uneigentli-
cher Integrale, wie zum Beispiel

= / Fem2mine gy firw e R (4.7)

(die Gauk-Dichte ist Fixpunkt der Fourier-Transformation, vgl. Ana IV)

Beweis. (Eher ein Nachweis):

Sei zunéchst w > 0 und f(z) = e~ also holomorph in ganz C, sowie yr das Rechteck
mit Ecken £R(€ R), £R +iw(¢ R) (siche Abb und positiver Orientierung.

Abbildung 4.5.: Rechteck mit den entsprechenden Punkten laut Beweis
Nach Satz [4.4] gilt:
R R—l—zw —R+iw
0=/ f(z)dz:{/ + +/ }
YR -R +R R+iw R+iw

Hier gilt fiir die vertikalen Integrale: (wobei hier noch z = £R + iy und dz = idy gesetzt
wird)

+ R+iw w
/ f(2)dz = 2/0 F(ER +iy)dy

+R+i-0
Y o (R2419i Ry
:’l/ e m(R*+2iRy—y )dy
0

bzw. dz = d(x + iy) "= idy

(triviale Absch.

+R+iw Satz o 2
/ f(2)d= < w - ™ e
£R
R;ooo

(mit z =z bzw. z = x + iw):

/R ey T /+OO e dr = 1
—-R —00

(siche hierzu die Beweise aus Ana III), sowie
+R ;)2 2 R 2 ;
/ e—ﬂ'(ac—‘rzw) dr = e™ / e~ 6—27rwc<.udm
—-R -R

Vergleiche mit Formel (4.7)). Bildet man den Grenziibergang R — oo ist diese Formel
(4.7) beweisen. Fiir w < 0 betrachte man das an der reellen Achse gespiegelte Rechteck,
der klassische Fall w = 0 (aus Ana III bekannt) wurde im Nachweis von (4.7) benutzt. O
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5. Die Cauchy’schen Integralformeln

Bemerkung. Die Cauchy’schen Integralformeln liefern eine Integraldarstellung fiir
eine holomorphe Funktion bzw. ihre Ableitungen; sie bilden ein wichtiges Werkzeug der
Funktionentheorie!

Satz 5.1. (CAUCHY, 1831 in der ,Turiner Verbannung®):

Sei D eine offene Kreisscheibe mit Rand C = 0D sowie die abgeschlossene Kreisscheibe
D enthalten in einer offenen Menge Q und f : Q — C holomorph. Dann gilt fiir jeden
Punkt z € D:

1) =5 [ L ac 5.)

2ol -z

Bildlich kann man sich das ganze so vorstellen, dass in der offenen Menge () eine Kreis-
scheibe C' = 0D liegt, in deren inneres der Punkt z liegt.

Bemerkung. Die Funktionswerte f(z) in dem inneren Punkten z € D sind also bereits
durch die Funktionswerte auf dem Rand C' = dD eindeutig bestimmt.
— Eine Bemerkenswerte Mittelwerteigenschaft holomorpher Funktionen —

Abbildung 5.1.: Geschlitzter Kreisring

Bewets. Fiir z € D betrachtet man den Integrationsweg I'5 .. Dies ist ein Integrationsweg
iiber einen geschlitzten Kreisring (Abb [5.1)). 6 ist dabei der Abstand zwischen den beiden

Geraden-Segmenten und ¢ ist der Radius der kleineren Kreislinie C; s um z. Die Funktion

f©)

¢ F(Q) = 22

ist holomorph fiir ¢ € Q\{z} und also folgt mit dem Cauchy’schen Integralsatz fiir
I's. (unter der Berticksichtigung der Bemerkung nach dem Beweis von Korollar

AMF@MCZO
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5. Die Cauchy’schen Integralformeln

Im Grenzwert 6 — 0 heben sich (wegen der Stetigkeit von F') die beiden Integrale tiber die
gegenldufig orientierten Geraden-Segmente gegenseitig auf. Zur Berechnung des Integrales
iber den kleinen Kreis C; ( benutzen wir

FQ- 1), e

F(¢) =
—Z —Z
_C/_/ Cg,_/
dullerer Ring innerer Ring

Auf Grund der Holomorphie von f in z ist der erste Term rechts beschriankt (Differenzen-
quotient) und also folgt mit der trivialen Abschétzung:

f(Q) = f(2) f(Q) = f(2)

e—0
— 0.
Ceo  (C—2 — 2z

< 2me - max
CE £,0

d¢

-~

beschrankt

Ferner gilt (mit der negativen Orientierung ¢ = z + ee~* auf C.)

f(2) o —jge ™
et =10 [~ = g (a)

Also ergibt sich:

. piol
0=1 F(¢)d — 27
5,;1/—1;10 F575 <C) C To 0 C. — 2 Zf( )
wobei wir hier wieder unsere zuerst definierte Funktion F'(¢) = ]g(CZ) verwenden. O

Bemerkung. Ist f: Q) — C reell stetig diffbar in €2, so gilt:

f(z) = 271r2 [’m ¢— z 27r2 //D ¢ Cidc AdC

wie man mit dem STOKES’schen Integralsatz zeigt. Insofern ist Satz [5.1] von Cauchy also
ein Spezialfall des Stokes’schen Satzes (Ana III); im Falle der Holomorphie verschwindet
auf Grund der Cauchy-Riemann’schen DGL 1.) 9f — (nach Satz das Gebietsin-

tegral iiber D

Beispiel. 1. Fiir n € N gilt:
2 2T
/ (sinz)*"dr = / (cosz)*"dx
0 0

mit cosz = (e + e7*) folgt

—1 1 1\
= — - -] d
22"/||1z(z+z) -
2n—2k—1
22n/| » < )z dz

mit Satz [5.Jjund ,,f > = > [ bzw der Orthogonalitétsrelation aus Kapitel [3] folgt
2 (2n
22n ’
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03.11.08

/I Sin ¢ d¢ = 2misin(—1)

=2 C+1
(-=2)
=nle——
e
Satz 5.2. Cauchy’sche Integralformeln:
Sei  C C offen und f : Q — C holomorph. Dann ist f beliebig oft komplex diffbar (!)
und ist C' C Q eine positiv orientierte Kreislinie deren Inneres ganz in €} enthalten sei,
so gilt:

I C Ly e L (5:2)

= o (¢ — z)n+!
fiir alle z aus dem Inneren von C und fir alle n € Ny
Bemerkung. Dieser Satz erlaubt fraktales Differenzieren!

Beweis. (Geht per Induktion nach n):
Der Fall n = 0 ist bewiesen durch Satz[5.1] Es verbleibt der Induktionsschritt: n — n+1:
Angenommen f besitzt eine (n — 1)-te Ableitung mit

f(”_l)(z) _ (n— 1)' /C (gf(() _dC.

2mi —2)

Fiir hinreichend kleines h ergibt sich damit der Differenzenquotient

JO VG +h) — D) (n—1) 1 1 1
h T omi /cf(oh<(C—z—h)”_(C—Z)">d<

und zusammen mit der bereits benutzten Identitit X" —Y" = (X —Y)- (X" 14 X"2Y +

X Y2 4 Yy angewandt mit X = C—i—h und Y = Ciz’ ergibt sich:

1 1 h . - N N
(T s ik vy y by raupy S G S S

Da fiir kleines h aber z + h und z endlichen Abstand zur Kreislinie C' haben, ergibt sich
fiir h — 0 also der Grenzwert:

S+ ) = () (n—1)! 1 n
—_———

. —1 . .
—timy o 37 X9y

was die Existenz der n-ten Ableitung (™ (z) impliziert mit genau dem angegebenen Grenz-
wert. [l
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5. Die Cauchy’schen Integralformeln

Bemerkung. Weshalb kann ich den Grenzwert unter das Integral ziehen? Wir betrachten
eine beschrankte Funktion und daher folgt glm. Konvergenz

Korollar 5.3. Cauchy’sche Ungleichungen:
Sei Q offen und f : Q — C holomorph sowie D eine offene Kreisscheibe vom Radius R
um den Mittelpunkt zqy, die mit ihrem Rand C' = 0D ganz in €2 enthalten sei. Dann gilt:

n!
£ e)| < 2 e 53)
wobei || fllc := max,ec |f(2)| das Betragsmazimum von f auf C ist.

Beweis. durch Anwenden von der Cauchy’schen Integralformeln (Satz , genauer Formel
(5.2)) und der trivialen Abschitzung (Satz 3.)

n n! f(©)
‘f( )(Zo)‘ M/C(C_Zo)nﬂdg‘

nl | 2 fzo+ Re'¥)

— ————1Re"d
~ 2w [Jo  (Rete)ntl ey
<nR"flle-

Definition. ganze Funktion:
Eine in ganz C holomorphe Funktion nennt man auch ganze Funktion.

Nun beschreiben wir die Wertemenge ganzer Funktionen:

Satz 5.4. [[(Satz von Liouville, 1847):
Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Bemerkung. Nicht konstante, auf ganz C holomorphe Funktionen nehmen also dem
Betrage nach beliebig grofte Werte an! (Beispiel: cos: Im reellen ist er eher langweilig, im
komplexen nimmt er allerdings beliebig groke Werte an!

Beweis. Fiir jedes zp € C und jedes R > 0 liefern die Cauchy’schen Ungleichungen (Ko-

rollar 5.3))
1 B
|f'(20)] < EH]C”CR(ZO) < =

mit einer absoluten konstanten B > |f(z)] fiir die auf ganz C beschrénkte ganze Funktion
f- Mit R — oo ergibt sich

f'(20) =0

bzw., da zy € C beliebig, f' = 0 und nach Korollar [3.4] folgt die Konstantheit von f [

L Auch dieser Satz mit Beweis ist eine beliebte miindliche Priifungsfrage von Prof. Steuding!
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5.1. Erganzungen

Korollar 5.5. Fundamentalsatz der Algebra:
Jedes nicht konstante Polynom P mit komplexen Koeffizienten besitzt eine Nullstelle in C

P(z) = kz:akzk (5.4)

1

5 eine beschrénkte ganze

Beweis. Angenommen, P beséfse keine Nullstelle in C, so wére
Funktion und also nach dem Satz [5.4] von LIUOVILLE konstant.
Hierbei ist lediglich noch die Beschréanktheit zu zeigen; Sei also:

P(z) =an2"+...a12+ ag
mit n # 0 und n € N. Dann gilt fiir 2 # 0
P(z)

Zn

Ay a
:an+<—1+...+—2).
z z
Hierzu geht jeder Term in der Klammer gegen Null fiir |z| — oo; es gibt also ein R > 0,
so dass fiir |z| > R

P(2)| = clz]"

(etwa ¢ = % # 0). Also ist P(z) fiir |z| > R nach unten beschriankt gegen eine positive
Konstante.

Als stetige Funktion ohne Nullstellen (nach Voraussetzung) gilt selbiges auch fiir |z] < R
(womdglich mit einer anderen positiven unteren Schranke). Damit ist ﬁ beschrankt auf
ganz C. O]

Bemerkung. Per Induktion nach dem Grad folgt somit leicht, dass jedes Polynom
P(z) = apz" + ... + a1z + ap mit komplexen Koeffizienten und a,, # 0 (bzw. degP = n)
iiber C in Linearfaktoren zerfllt:

n

P(z) = an [[(z = §); (5.5)

J=1

hierbei sind die (; die (nicht notwendigerweise verschiedenen) Nullstellen von P und das
Produkt ist leer (d.h = 1), wenn n = degP = 0 ist, also P konstant.

Algebraisch: C ist algebraisch abgeschlossen (obwohl nur aus der Adjungierten von
i = +/—1 aus R entstanden).

Bemerkung. In der Algebra beweist man den wichtigen Satz, dass jeder Korper einen
algebraischen Abschluss besitzt.

5.1. Erganzungen

Satz 5.6. Fundamentalsatz der Algebra (schdrfer):

Jedes nicht konstante komplexe Polynom P vom Grad g besitzt genau g Null-
stellen!
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6. Lokal gleichmalige Konvergenz

In diesem Kapitel werden wir fiir folgenden Fragen Antworten finden:
e Wie verhalten sich Folgen holomorpher Funktionen?
e Welche Konvergenz wird benotigt, dass die Grenzfunktionen wiederum holomorph
ist?

Wir beginnen mit Potenzreihen, genauer: mit der Umkehrung der in Satz (Seite
gezeigten Aussage, dass Potenzreihen holomorph im Inneren ihres Konvergenz-Bereiches
sind:

Satz 6.1. (WEIERSTRASS):

Seir Q) C C offen und f : 2 — C holomorph. Ist D eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt z
deren Abschluss in €0 enthalten sei. Dann besitzt f eine in D konvergente Potenzreihen-
entwicklung um den Entwicklungspunkt zy:

f(Z) = Z an(z - ZO)n VZeD (61)
n=0
wober die Koeffizienten durch a, = % gegeben sind.

Bemerkung. Die spezielle Form der Koeffizienten verwundert nich wohl aber die Aqui-
valenz:

Satz 2.3

Ex. lok. Cauchy-Riemann’sche holomorph "= z}nalytlsch .
St it & DGL & lokale komplexe <= lokal in Potenzreihen
arfmeen Diffbarkeit SazBI  entwickelbar

(6.2)
sowie die damit verbundene komplexe Diﬁerenzierbarkeitﬂ

Beweis. fiir festes z € D liefert Satz b.1k

1) = 5 [ O

" 2mi c(—=z

wobei C' = dD. Wobei mit der geometrischen Reihe gilt
1 1 1 1

C—z:(’—zojtzo—z_(—zo'l—z_—z‘)
h,—/

—20

=0
1 i <z — 20 > "
(=20 so\C—2/ '
lygl Taylor- und Potenzreihendarstellung in Ana II bzw Satz
bereits in Korollar gezeigt
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hierbei ist

Z— 20

¢— 2o

<, re(0,1)

(da ¢ € C und z € D fest). Die geometrische Reihe konvergiert gleichméfig fiir z € C,
weshalb im Folgenden Summation und Integration vertauschbar sind (vgl Ana II)

10 =5m [ 2L (22

2w Jo ¢ — 20 i
Z <2m/ cf(z%“)(z_“)n‘

'(n) 2
_f ng 0):an

Dies ist die gesuchte Potenzreihenentwicklung, die Cauchy’schen Integralformeln (Satz
bzw. gliedweise Differenzierbarkeit liefern die Formeln fiir die Koeffizienten a,,. [

07.11.08

Bemerkung. Die Potenzreihe konvergiert in der grofiten Kreisscheibe um den Entwick-
lungspunkt, in der die dargestellte Funktion holomorph istﬂ

Beispiel 6.1. Arcustangens:
arctan’(z) = 1 — 2>+ 24 ... fiir || <1

Beispiel 6.2. Die Funktion f(z) mit

f(z):= {ezzlv fir z#40

1, fiir z=0

ist holomorph /analytisch fiir fiir |z| < 27 mit der dort konvergenten Potenzreihenentwick-
lung

7

B,
7!

hierbei sind B,, die Bernoulli-Zahlen. Sie sind rational und berechnen sich rekursiv iiber
Z <n + 1> _ 0

und sie sind unbeschrénkt (vgl. Ana IV). Byy = 805302000 und By 4 5 + 5 + 1 +
ﬁ + 37 € 7. Kommen wir zuriick zu B;L 2™

LT
2° T 127

3bzw. holomorph fortgesetzt werden kann, spéter hierzu mehr
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6. Lokal gleichméifige Konvergenz

Bemerkung. Ist f eine ganze Funktion, also in ganz C holomorph, so besitzt f eine in
ganz C konvergente Potenzreihenentwicklung (von jedem komplexen Entwicklungspunkt)!

Jetzt als eine weitere Anwendung von Satz nun die Umkehrung des Satzes von
CAuCHY - ein weiteres Holomorphie-Kriterium Korollar

Korollar 6.2. Der Satz von Morera:
Angenommen f ist stetig in der offenen Kreisscheibe D und fir jede Dreiecksfiiche A C D
qgilt:

/A f(2)dz = 0. (6.3)

so ist f holomorph/analytisch in D

Beweis. Nach dem Beweis von Satz besitzt f die Stammfunktion

in D mit F’ = f. Nach Satz[6.1]ist ' unendlich oft komplex diffbar und f also holomorph
in D. O

Bemerkung. Ausschlaggebend fiir den Beweis von Satz war die gleichméfige Kon-
vergenz, die die Vertauschbarkeit von Summation und Integration ermoglicht hat. Gleich-
méfige Konvergenz transportiert auch Stetigkeit, im Allgemeinen aber nicht reelle Diff-
barkeit (vgl. Ana II). Im Gegensatz hierzu ist die komplexe Diffbarkeit stabil gegeniiber
gleichmiRiger Konvergens’| Jetzt etwas genauer:

Satz. Satz von Heine-Borel:

Eine Folge von Funktionen f1, fa,... : @ — C konwvergiert lokal gleichmdfSig gegen
eine Grenzfunktion f : Q) — C, wenn es zu jedem Punkt w € Q) eine Umgebung U von
w gibt, sodass die Folge (f,) auf QN U gleichmdifsig gegen f konvergiert.

Mit diesem Satz von HEINE-BOREL konvergieren solche Folgen auf kompakten Mengen
gleichméfig; insofern nennt man lokal gleichméfiig konvergente Funktionenfolgen
auch kompakt konvergent.

Satz 6.3. (Satz von Weierstraf3, 1841):

Ser  C C offen und fi, fa,... : Q — C eine lokal gleichmdflig konvergente Folge ho-
lomorpher Funktionen. Dann ist auch die Grenzfunktion f holomorph und die Folge der
Ableitungen (f]) konvergiert lokal gleichmdfSig gegen f'.

Beweis. Sei D eine Kreisscheibe, dessen Abschluss D ganz in € enthalten sei, sowie A C D
ein Dreieck. Mit dem Satz [4.1] (Satz von Goursat) gilt fiir die holomorphe Funktionen f,

/A fa(2)dz =0 VneN

4Die Aquivalenzen sind sehr wichtig fiir das Staatsexamen
5da sich die Ableitung nach der Cauchy-Integralformel (Satz Seite durch eine Integrationsprozess
gewinnen lasst
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Wegen der gleichméRigen Konvergenz der f, gegen f auf D folgt die Stetigkeit von f
sowie

/Afn(z)dzm/Af(z)dz

(mit der Stabilitat des Kurvenintegrals bzgl glm. Konvergenz, sieche Ana II). Damit folgt:

/Af(z)dz =0

und mit dem Korollar (Satz von Morera) folgt die Holomorphie von f in D bzw. in 2
(da € offen und D C 2 beliebig). Die Behauptung fiir die Folge der Ableitungen ergibt
sich mit den Cauchy’schen Integralformeln (Satz wie folgt:

Sei D C (2 eine Kreisscheibe um z, vom Radius r, dann gilt fiir z mit
|2 — 20| <7 =9

fiir ein § > 0 mit Satz [5.2] angewandt auf f' — f!

) - file) = g [ T I

- omi

Bildlich gesprochen haben wir also einen Kreis D auf dem w liegt, in dem ein kleinerer
Kreis mit Radius r liegt, in dem z enthalten ist (siche Abb

trivial abgeschétzt erhélt man (wenn man |w — z| > |w — 29| — |20 — 2| > 17— (r — §) = 0)

72 = fole)l < 520 5 1F = fullan

r n—o00
< 5 max|f(w) = falw)] — 0

Dank der glm. Konvergenz f,, — f auf 0D. Also folgt die lokal gleichméfige Konvergenz
von f — f.

D

Abbildung 6.1.: Zwei ineinander liegende Kreisscheiben mit Zentrum zg
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6. Lokal gleichméifige Konvergenz

Bemerkung. Der Satz (Satz von Weierstraff) kann zur Konstruktion holomorpher
Funktionen als unendliche Reihe benutzt werden:

Definition. normal konvergente Funktionenreihen:
Eine Reihe von Funktionen

n=1

heifst normal konvergent in (2, wenn zu jedem Punkt w € €2 eine Umgebung U von w
und eine Folge (M,,) nicht negativer reeller Zahlen existiert, sodass

|fn(2)] < M, V.eanu

und

> M, < oco.

n=1

Eine normal konvergente Funktionenreihe konvergiert absolut und lokal gleichméafig;
sie kann daher beliebig um geordnet werden. Ferner gilt:

Korollar 6.4. (Majorantentest):
Sei Y07, [n eine normal konvergente Reihe holomorpher Funktionen f, : 0 — C, wobei
Q C C offen sei. Dann ist die Grenzfunktion f ebenfalls holomorph in Q und es gilt

o0

f'=>1n (6.4)

n=1
Beweis. folgt sofort aus Satz [6.3} die normale Konvergenz ergibt sich wiederum mit den
Cauchy’schen Ungleichungen. O]

Beispiel 6.3. Fiir n € N ist die Funktion s +— ((s) = n® hierbei bezeichne s = o + it die
komplexe Verdnderliche (Tradition nach RIEMANN und LANDAU). Wegen

|7’L$’ _ ‘e(o—mt)logn‘ — ealogn‘ . eztlogn‘ —n°
——
nicht negativ =1

folgt, dass die Reihe

s
n=1 n

in jeder Halb-Ebene {s € C | Res =0 > 1+ ¢} mit 6 > 0 absolut und gleichméfig, bzw.
in der Halb-Ebene Q := {s € C | Res = ¢ > 1} normal konvergiert. Dort definiert sie
eine holomorphe Funktion (nach Korollar [6.4)):

C(s): =) — Res > 1;

s
n=1 n

dies ist die beriihmte Riemann’sche Zeta-Funktion, von grofter Bedeutung in der Zah-
lentheorie! (spéter mehr)
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Beispiel 6.4. Die Reihe

3

)

n

>
n=1 Z =
konvergiert in (C\NE] lokal gleichméfig aber nicht normal (warum?)

Als weitere Anwendung untersuchen wir nun parameterabhingige Integrale auf Holomor-
phie. Wir denken hierbei an spezielle Funktionen wie etwa die Gamma-Funktion:

I'(z) = AOO t*~letdt (6.5)

fiir z > 0 bzw fiir Re z > 0. Dies wurde auch in Ana I bzw Ana III behandelt. Tatséchlich
beschréanken wir uns zunéchst auf kompakte Intervalle:

Satz 6.5. Sei F'(z,s) definiert fiir (z,s) € Qx |0, 1], wobei Q C C offen ist. Angenommen:
1. F(z,s) ist holomorph in z fir jedes s € [0, 1].
2. F(z,s) ist stetig in Q x [0, 1]

dann ist die Funktion f: Q) — C.

holomorph in )

Bewezs.
10.11.08

Es geniigt die Holomorphie von f in einer beliebig kleinen in €2 enthaltenen Kreisscheibe
zu zeigen, bzw. nach dem Satz von Morera (Korollar [6.2)):

1
// F(z,s)dsdz =0
A Jo

fiir alle Dreiecke A C D. Fiir n € N betrachten wir hierzu (die Riemann-Summen zum
Integral [y F(z,s)ds):

f2)= I3 F <z f) | (6.7)

n3

Nach 1. sind die f,, wieder holomorph in 2. Als Néchstes zeigen wir, dass die f,, lokal
gleichméfig gegen f konvergieren. Sei hierzu D eine Kreisscheibe, deren Abschluss noch
ganz in {2 enthalten sei. Da eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge gleichméfig
stetig ist, folgt

VesoTdssosup |F(z,81) — F(z,89)] < &, falls |s; — so| < 0.
z€D

Swobei hier C\N meint: C ohne N
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6. Lokal gleichméifige Konvergenz

Fir n > % und 2z € D beliebig ergibt sich also:

é/ (F <Zi> - f(w)) ds

wobei (%) sich ergibt, wenn man f,,(z) — f(z) in Formel einsetzt und f,, wie in Formel
(6.7) verwendet

fulz) = f(2)| &

?

< F — | F
<> o |F (=) PG
<y
~ g-— =c.

k=1

also konvergieren die f, lokal gleichméfig gegen f und der Grenzwert f ist nach dem Satz
6.3| von Weierstrafs holomorph. ]

Beispiel 6.5. Die Gamma-Funktion| I'(z) ist holomorph fiir Rez > 0 (also in der Halb-
Ebene, in der das uneigentliche Integral (I"), welches I'(z) definiert, existiert), denn wegen
[t77le~t| = tRe=~le~t konvergiert das Integral nicht nur fiir reelle z > 0 (Ana I), sondern
fiir Rez > 0. Fiir alle 2 < § < M < oo konvergiert

F.(z) = /g t*~te~tdt

fiir z mit 6 < Rez < M mit ¢ — 0 gegen I'(2); dabei sind die Funktionen F. nach Satz
holomorph. Mit dem Satz von Weierstrafl verbleibt fiir den Beweis der Holomorphie
von I'(z) lediglich noch die lokal gleichméfige Konvergenz der F. gegen I'(z) auf dem
Streifen 0 < Rez < M zu zeigen: Mit z = x + 1y gilt:

IT'(z) — F.(2)| < /6 t"te~tdt —1—%—# /OO t"te~tdt
0 € 1

Das erste Integral ist beschrankt durch % (denn Rez > ¢§) und konvergiert mit ¢ — 0
gegen 0. Das zweite Integral ist konstant Null und das letzte Integral behandelt man
ahnlich wie das erste. So ergibt sich:

[eS) rz=Rez<M roo
/1 t"leTtdt < /1 tMletdt
) o0 6_2 £—00
<c /1 e 2dt — 0

unabhéngig von z mit einer Konstanten ¢ > 0. Also ist die Konvergenz gleichméfig und
I'(z) holomorph fiir Re z > 0. (Spéater mehr).

"Die Gamma-Funktion ist definiert als:

Smmit [57 %] statt [0, 1]
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7. Abbildungseigenschaften
holomorpher Funktionen

In diesem Kapitel werden die folgenden Fragen beantwortet:
Wie sind die Nullstellen holomorpher Funktionen verteilt? Diskret wie bei Polynomen
oder konnen sich Nullstellen héufen?

Satz 7.1. Der Identitdtssatz:
Sei Q) C C ein Gebiet und f, g : 2 — C holomorph. Dann sind dquivalent.

1. f=g

2. Die Menge {z € Q| f(z) = g(2)} besitzt einen Haufungspunkt in Q0 (ist also nicht
diskret)

3. FEs gibt ein zo € Q) mat
f(n)(zo) - g(n)(zo) vnENo

Fiir die folgenden Betrachtungen in der Funktionentheorie benétigen wir eine exakte De-
finition des Begriffes ,Gebiet':

Definition. Gebiet(nach Busam und Freitag’s ,,Funktionentheorie 14):

Ein Gebiet ist ein bogenweise zusammenhiingende offene Mengd'| 2 C C.

Q) heifst bogenweise zusammenhingende Menge, wenn zu je zwei Punkten z; und
29 € () eine stiickweise glatte Kurve v existiert, die ganz in €2 liegt und die beiden Punkte
z1 73 miteinander verbindet. Formel ausgedriickt heifst das

Mab = Q@) =z, Ab) =2 (7.1)

Mit Prof. Steudings Worten: Ein Gebiet ist eine Art Flache, evtl mit Lochern und
Schlitzen, aber niemals ,aufgeteilt” in zwei unabhéngige Fléchen.

Bemerkung. Speziell fiir ¢ = 0 (bzw. = const) folgt also, dass die Nullstellen einer nicht
konstanten holomorphen Funktion f(z) (bzw. die Wurzel der Gleichung f(z) = const)
eine diskrete Menge bilden, sich also nirgends haufen!

Vorsicht. Diskret ist ein relativer Begriff, zum Beispiel ist {1, %, ,%, .. } diskret in
C\{0}, nicht aber in C. Folgt dann:

11
374

f=9g& f-9g=0

IDer Teil offene Menge sollte aus den Analyis-Vorlesungen noch bekannt sein.
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7. Abbildungseigenschaften holomorpher Funktionen

Beweis. (ahnlich zum Identitétssatz fiir Potenzreihen aus der Ana II): )
Es geniigt, die Behauptung fiir den Fall g = 0 zu zeigen (ansonsten betrachte f = f — g
statt f). Sei zg € Q ein Haufungspunkt der Nullstellenmengeﬂ

N(f) :={we | f(w) =0}
von f. Wir entwickeln f gemaf Satz in eine Potenzreihe um z, € €

f(")(zo) .

n!

f(z) = ian(z — 20)", ay, =

Dann gibt es in jeder Umgebung des Haufungspunktes z, Punkte z, # zy mit f(z,) =0
sowie lim,, .o 2, = 2o . Mit der Stetigkeit von f folgt

a0 = J(z0) = i [(z) = 0
(a priori ist nicht klar, dass zg € N(f) liegt)

Ist 29 # 0 so kann man analog mit einer Folge von Nullstellen z, € Q mit lim,, .., 2, = 2o
argumentieren. Mit demselben Argument angewandt auf die in z = zy stetige Funktion

z
g(z): = ijio =a;+as(z—2) +...
folgt
a; = g(z0) = lim f(zn) =0
T Zn — 20

und sukzessive a,, =0 flirn =0,1,2,...

Also ergibt sich f(z) = 0 fiir alle n € Ny nach Satz . Damit ist 2.= 3. gezeigt.

Insbesondere folgt: f(z) = 0 in einer offenen Umgebung von z, (wiederum nach Satz [6.1)
und die Menge

U:={z¢€ Q] zist Hiufungspunkt von N(f)}
ist also offen. Trivialerweise ist jedoch

V:={z € Q| z ist kein Haufungspunkt von N(f)}

offen, diese ist aber auch das Komplement von U (also V' = CU) in Q. Damit ist Q = UUV

eine disjunkte Vereinigung offener Mengen, und weil €2 zusammenhéngend ist, folgt, dass

entweder U = () oder V' = (). Wegen zy € U (nach Voraussetzung) muss also V = ()

und somit f = 0 in U = (), was 3.= . zeigt. Die verbleibende Implikation 1.=2. ist

trivial] [l
2w beschriebt die Nullstellen der Menge €2 allgemein

3wenn f = g ist, folgt ganz offensichtlich, dass die Menge {z € Q | f(2) = g(z)} einen Hiufingspunkt
hat. Genau genommem gilt es fiir alle z € Q!
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Bemerkung. Die Folgerung aus diesem Satz sind unglaublich! Es geniigt zu wissen, dass
zwei Funktionen f(z) und g¢(z) vollstindig bestimmt sind, beispielsweise auf einem
Wegstiickchen (siche Satz [7.1]2.) oder auf einer Folge (2,), (mit lim, .. 2, = a € Q und
a # z, € Q) tubereinstimmen. Im Buch von BUSAM und FREITAG ,Funktionentheorie 1“
sprechen sie hier von einer ziemlichen Solidaritéat unter den Funktionswerten.
Wichtig ist bei dem Identitétssatz, dass €2 ein zusammenhingendes Gebiet sein muss.
Betrachtet man als Beispiel fiir diese Notwendigkeit ein €2 der Bauart 2 = 2y U 25 und
Q1 NQy = 0, des weiteren sei g = 0 auf ganz €2, dann kénnte auf Q; einerseits f = ¢ sein,
allerdings besteht fiir Q29 nicht die Notwendigkeit, dass g = f gilt (f |q,= 0 und f |q,=1
wére hier zuléssig).

Bemerkung. Das Analogon fiir reelle C°°— Funktionen ist hoffnungslos falsch!

Die topologische Bedingung, dass € ein Gebiet sein muss (also zusammenhéngend und
offen), ist zwingend.

Definition. Permanenzprinzip:

Eigenschaften holomorpher Funktionen, die sich durch Identitéaten zwischen holomorphen
Funktionen ausdriicken, lassen sich zum Beispiel von R nach C fortsetzen — dies ist das
so genannte Permanenzprinzip fiir analytische Identitaten:

Beispiel 7.1.

(sinz)®+ (cos2)* =1  V.ec
Denn: die Identitat ist wahr fiir alle z € R und mit dem Identitéitssatz folgt die Aussage
fiir alle z € C.

Aus dem Reellen bekannte Funktionalgleichungen iibertragen sich also in Komplexe, zum
Beispiel:
explz +w) = exp(z) - exp() Ve

Beispiel 7.2. cot(mz) ist 1-periodisch, das heifst cot(m(z + 1)) = cot(rz) fur alle z € C.
Die Definition fiir exp(z), cos(z) oder sin(z) als komplexe Funktion sind nach dem Iden-
titatssatz die einzige sinnvolle / analytische Fortsetzungen der reellen Funktionen
exp(z), cos(z) bzw. sin(z) von R nach C!

Beispiel 7.3. In jeder gelochten Umgebungﬂ des Nullpunktes (d.h. in der Umgebung
ohne Null) ist nach dem Identitétssatz [7.1| die Funktion

1
_—

die einzige analytische Fortsetzung der entsprechenden C°°—Funktion auf R\{0}, sie ist
aber nicht holomorph/analytisch fortsetzbar nach 0, da sie nicht einmal stetig in z = 0
ist, denn:

. 1 ) 1
Rl;yrgo exp <— (z'y)2> =0 #0= Rg;?lo exp (—x2>

4

Definition. gelochte Umgebung FEine gelochte Umgebung ist eine Umgebung, bei der einzelne
Punkte herausgelassen werden.
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7. Abbildungseigenschaften holomorpher Funktionen

14.11.08

Bemerkung. Erweiterung zum Identitatssatz [7.1}
Sei f : 2 — C holomorph, ) ein Gebiet, das von einer einfach geschlossenen Kurvey = 02
berandet werde; das Kurvenstiick C' sei ein Stiick (mehr als ein Punkt) des Randes. Wenn
dann lim f(2) = a bei jeder Ann&herung von z € 2 an C, so folgt

f(z)=ain Q
Beweis. BEHNKE und SOMMER (in der Mathe-Teilbib) O

Wir untersuchen ,analytische Fortsetzungen etwas genauer:

Definition. Symmetrie von ():
Sei Q) C C offen und symmetrisch bzgl. R, das heift

z€QN sz,

also die Spiegelung einer Menge an der reellen Achse (sieche Abb . Mit Q1 bezeichnen
wir die Anteile von ) oberhalb der reellen Achse und €2~ die Anteile unterhalb der reellen

Achse, schlieflich bezeichnet I := 2 N R den entsprechenden Abschnitt auf der reellen
Achse, die von ) geschnitten wird, also das Innere der Rander von Q" und Q~, also

Q=QtuUlIuO"

Abbildung 7.1.: Symmetrie der Menge 2

Satz 7.2. Sind f* auf QT und f~ auf Q holomorphe Funktionen, die sich stetig nach I
fortsetzen lassen mit

fH(zx)=f(x) Vo el (7.2)
dann st die Funktion

[ F(2), firzeqr

f:Q—C, Z'—>f(Z>:{fi<Z), firzel (7.3)
'kf*(z), fiir z € Q~

holomorph in )
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Beweis. f ist stetig in ganz §2; delikat ist nur der Nachweis der Holomorphie in 1. Ange-
nommen D ist eine Kreisscheibe um einen Punkt w € I mit D C €, sowie A C D ein
Dreieck (siehe Abb . Wenn A NI = (), so, folgt mit der Holomorphie von f in QF
sofort nach Satz

/A f(z)dz = 0.

Ist eine Seite von A oder eine Ecke enthalten in I und der Rest in 0.B.d.A. QF, so
bezeichne A, das Dreieck bei dem diese Kante oder Ecke um ¢ nach oben verschoben sei;
Dann folgt:

/Ag f(z)dz = 0.

Bildlich gesprochen verschieben wir das Dreieck, welches mit einer Seite auf I liegt um e
nach ,oben®

Mit € — 0 folgt {iber die Stetigkeit von f dann

/A f(2)dz =0.

Wenn A Punkte sowohl in Q% als auch in ™ besitzt, so kann man dieses Dreieck entlang
der Menge [ in drei Dreiecke aufgeteilt werden. Damit erhalten wir wieder das bereits
Bewiesene. Also gilt stets:

dz =20
/, F(2)dz
und f ist somit holomorph in D bzw. 2 nach dem Satz von Morera (Korollar .

Abbildung 7.2.: Bildliche Darstellung vom Beweis

Damit folgt nun

Satz 7.3. (Satz von Schwarz, bzw. das Schwarz’sche Spiegelungsprinzip):
Angenommen, f ist holomorph in Qb und besitzt eine stetige Fortsetzung nach I mit
reellen Funktionswerten auf I, dann gibt es eine in ) holomorphe Funktion F mit

F(z) = f(z) Vieq+ (7.4)
das heifit F(z) ist die holomorphe Fortsetzung von Q nach Q.
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7. Abbildungseigenschaften holomorpher Funktionen

Beweis. Wir definieren F' vermoge
F(z)= f(z) fir z € QF
bzw. z € I (mit Hilfe der stetigen Fortsetzung von f nach I), sowie
F(z) = f(3) fir z € Q.

Es gilt z € QF, deshalb ist f(2) definiert. Fiir 2,25 € Q~ sind z,Z; € Q7 und mit der
Potenzreihenentwicklung der holomorphen Funktion f (existent nach Satz

f2) =3 anlz — )"

n=0
folgt also
F(z) = f(2) = ) an(z — 20)"
n=0

da bei Folgen von komplexen Zahlen gilt: z + 2y = Z 4+ Z; und damit:

mit z = z ist weiter

Damit ist F' also analytisch in {2~ und nach Satz auch holomorph in 7. Da f auf /
reellwertig ist, gilt:

flz) = f(x) Vaer
und also lésst sich F' stetig nach I fortsetzen. Mit Satz[7.2]ist F' holomorph in ganz . [

Beispiel 7.4. Sowohl die Riemann’sche Zeta-Funktion ((s) als auch die Gamma-Funktion
I'(z) (Siehe Beispiel [6.3| und sind reellwertig auf R, also folgt insbesondere:

¢(3) = ¢(s),

['(z) =T(z)

Jetzt noch allgemeinere Aussagen iiber die Wertverteilung holomorpher Funktionen.

Definition. Im Folgenden bezeichne

D, (2) ={2€C ||z — 2| <r}

die offene Kreisscheibe und D, (z) die abgeschlossene Kreisscheibe vom Radius r
um zop.
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Satz 7.4. Die Funktion f sei in einer Umgebung von D,.(z) holomorph. Gilt
[f(z0)l < min_ |f(2)], (7.5)

dann besitzt f eine Nullstelle in D,.(z)

Beweis. Besitzt f keine Nullstelle in D,(z0), so ist g(2) = f; holomorph in D, (z) und

sogar in einer Umgebung von D,(z) (denn nach (7.5) gilt: f(z) # 0 fiir |2 — 2| = r und
mit der Stetigkeit auch in einer kleinen Umgebung!). Mit den Cauchy’schen Ungleichungen
(Korollar folgt fiir n = 0:

19(20)| < llgllon, (z0)

beziehungsweise
! < max !
[f(20)]  le=zol=r | f(2)]
B 1
B min\zfzo\zr |f(2)|7
dies ist ein Widerspruch zu ! n

Der Satz hat erstaunliche Folgen, unter Anderem den folgenden Satz:

Satz 7.5. (Satz von der Gebietstreue bzw. Satz von der offenen Abbildung):
Sei [ eine holomorphe Funktion auf dem Gebiet Q). Dann ist das Bild f()) wieder ein
Gebiet oder besteht aus einem Punkt; letzteres genau dann, wenn f konstant ist.

Bemerkung. Das reelle Analogon gilt nur, wenn der Rang der Abbildung voll ist (siehe
hierzu Ana II Satz 16.3 [vom reguldren Wert| (Steuding-Skript)). Wir errinern uns: Ein
Gebiet ist eine offene und zusammenhéngende Menge. Das Bild vom reellen Sinus hinge-

gen ist das abgeschlossene Intervall [—1,1]! Das reelle Analogon ist also im Allgemeinen
falsch, (Ana II Satz 16.3 (Steuding-Skript));

Beweis. O.B.d.A. sei f:Q — C nicht konstant. Mit der Stetigkeit von f ist f(2) zusam-
menhéngend (klar); es verbleibt also nur die Offenheit zu zeigen: Betrachte wy € f(£2)
und wihle zp € Q mit f(z9) = wo. Nach dem Identitdtssatz (7.1 gibt es eine abgeschlossene
Kreisscheibe D,(zp) um zp die ganz in €2 liegt und neben zy kein weiteres Urbild von wy

enthél (sonst wire f(z) = wp). Auf der kompakten Kreislinie C,.(zg) = 9D, (2p) ist dann:

|f(z) = f(z0)] =2 3-¢ fir |z — 2| =7
fiir ein hinreichend kleines € > 0. Fiir alle w mit |w — wp| < € und |z — 2| = r gilt:

|f(z) —w| =|f(2) —wo +wo — w|
> [f(2) — wol — |wo — w|
>3 —¢e=2¢

Betrachten wir das Gebiet Q und das Bild f(2). Auf f() liegt der Punkt wy. Dieses hat (mindestens)
ein Urbild in 2. Eventuell gibt es ein z{, welches auch auf wy abbildet, allerdings muss dieses wegen
des Identitétssatzes einen gewissen Abstand zu zp haben, so dass es nicht in der Kreisscheibe D,.(z)
liegt.
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7. Abbildungseigenschaften holomorpher Funktionen

jedoch ist
| (20) —w| = |wo —w| <€

Mit Satz folgt nun die Existenz einer Nullstelle von f(z) —w in D,(z). Es gibt also
ein 2’ € D,(z0) C Q mit w = f(2') € f(Q). wir haben also damit gezeigt, dass f({2) eine
e-Umgebung D, (w) enthélt, wobei wy beliebig. Damit ist f(2) offen.

Abbildung 7.3.: Bildliche Darstellung des Beweises

]

Bemerkung. Gebietstreue hat wichtige Konsequenzen:
Zum Beispiel sind holomorphe Funktionen mit konstanten Real- bzw. Imaginérteil selbst
konstantf]

Noch erstaunlicher ist der folgende Satz:

Satz 7.6. (Maximumsprinzip):

Sei 2 C C ein Gebiet und f : 2 — C holomorph.

Wenn |f(z)| in einem Punkt zy € ) ein lokales Mazimum besitzt (das heifit | f(z0)| > | f(2)]
fir alle z aus einer Umgebung von zy), so ist f konstant. Ist Q beschrankt und f auf dem
Abschluss Q noch stetig, so nimmt |f(z)| das Maximum auf dem Rand 0 an:

7)) < max | F(O) V.o (7.6)

Abbildung 7.4.: Das Maximumsprinzip als Bild

Beweis. Sei U C € eine Umgebung von zp € () mit
|f (z0)| = [£(2)] V.ev

Dann ist

fU) c{w e Cllwl < [f(20)]}

und also ist f(U) keine Umgebung von f(zp). Also folgt f(z) = f(z) in U nach dem Satz
von der Gebietstreue und mit dem Identitatssatz folgt f = f(20) sogar in ganz €.
Die Behauptung fiir beschréinkte € folgt leicht. m

6Dies ist ein alternativer Beweis fiir die Aufgabe aus Erginzung [2.1
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17.11.08

Bemerkung. Wendet man das Maximums-Prinzip auf % mit f # 0 an, so ergibt sich
unmittelbar das Minimumsprinzip:

Definition. Minimumsprinzip:

Eine auf einem Gebiet ) holomorphe Funktion f mit einem lokalen Betragsminimum in
2z ist konstant oder besitzt eine Nullstelle in zg. Ist €2 beschriankt und f auf dem Abschluss
Q) stetig, so hat f Nullstellen in Q oder |f| nimmt das Minimum auf 9 an:

If(2)] > ?61(1?% £ Q)] fiir alle z € (7.7)

Bemerkung. Dies erlaubt zum Beispiel einen alternativen Beweis des Fundamentalsatzes
der Algebra (|P(0)| < miny,=, |P(z)| fiir hinreichend grofe Radien r, wobei P € C[z] nicht
konstant ist).
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8. lIsolierte Singularitaten

Bemerkung. Die Funktionen

sind im Nullpunkt nicht definiert, aber in einer gelochten Umgebung holomorph; Thr
verhalten in der Ndahe von z = 0 ist jedoch sehr unterschiedlich.

Definition. isolierte Singularitit und Hebbarkeit Es sei (2 C C offen und f : Q2 — C
holomorph. Ist £ € C ein Punkt, der nicht zu €2 gehort, es allerdings ein r > 0 gibt, so
dass die punktierte (gelochte) Kreisscheibe

D) :={z€Cl0<|z—¢ <r}

ganz in () enthalten ist, dann heifit £ eine isolierte Singularitit von f.

Sie heifst hebbar, wenn sich f auf (der offenen Menge) QU {¢} = QU D,.(§) analytisch
fortsetzen lésst, es also eine holomorphe Funktion F': QU{¢} — C gibt mit Flg = f. In
diesem Fall schreiben wir lieber f statt F' und definieren f(§) =: lim, ¢ f(z) (denn mit
der Hebbarkeit folgt die Existenz des Grenzwertes).

sin z z

Zum Beispiel besitzen die Funktionen ®2* und —*; eine hebbare Singularitit in z = 0
(jeweils mit f(0) = 1); etwa mit der Potenzreihenentwicklung:

. 23
sin 2 z—g%—... 14
. .

Satz 8.1. (Riemann’scher Hebbarkeitssatz, 1851):

Ser 2 C C offen und f : Q — C holomorph. Eine isolierte Singularitit & von f ist genau
dann hebbar, wenn es eine punktierte Umgebung von Dr(f) C C von & gibt, in der
[ beschrdnkt ist. Setzt man in diesen Fall f(€) := lim, ¢ f(2), so ist die so definierte
Fortsetzung von f auf QU {&} holomorph.

Bemerkung. Statt der Beschrinktheit von f in D, (¢) kann man fquivalent auch lim, ¢ f(2)-
(z — &) = 0 fordern.

Beweis. Ist £ hebbare Singularitit, dann ist f stetig nach £ fortsetzbar und insbesondere
in einer kleinen Umgebung beschréankt. Fiir den Beweis der Umkehrung sei 0.B.d.A £ =0
und

{z2f(z), falls z # 0

0, sonst
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Dann ist ¢g(z) in einer kleinen punktierten Umgebung DT(O) komplex diffbar. Sie ist sogar
in z = 0 komplex diffbar, denn:

g'(0) = lim 92) = 90) _ =limz- f(z) =0

z—0 z2—0 250 z z—0

Die Funktion g ist holomorph und damit um z = 0 nach Satz in eine Potenzreihe

entwickelbar
n 2 3
= an’t = a asz” + asz
9(2) HXZ% o + 10z+ 222+ asz® +
—=q(07=0 =

(wegen ap = ¢(0) = 0 und a; = ¢'(0) = 0). Fur z # 0 folgt somit

f(z):gij):ag—l—agzjt...

Diese Potenzreihe definiert nach Satz nun eine holomorphe Funktion in einer Umge-
bung von z = 0 (inkl); dieses F' ist die gesuchte analytische Fortsetzung von f. O

Definition. Pol:
Ist £ eine Singularitdt von f, jedoch keine hebbare Singularitét, so ist also f(z) um £ nicht
beschriinkt. In diesem Fall ist es naheliegend zu fragen, ob (2 — £)¥f(2) fiir hinreichend
grofses k € N um & beschrénkt bleibt. Ist dies der Fall, so nennt man £ ein Pol von f der
Ordnung

n:=min{k € N | (z — &)"f(2) ist beschréinkt um ¢} .

Analog heifst € eine Nullstelle von f der Ordnung n, falls
FE) =0, f" V() =0, aber f*(5) #0;

bzw.

f(2) = (z=&)"g(2)

mit einer bei £ holomorphen Funktion g, wobei g(§) # 0. Ist die Ordnung eines Pols bzw.
einer Nullstelle gleich Eins, so heifst der Pol bzw. die Nullstelle einfach (bei Ordnung
zwei dann doppelt, usw).

Merke. Pole entstehen grundsdtzlich aus Nullstellen durch Reziprokenbildung (1.<3.):

Satz 8.2. Es sei f holomorph in der punktierten Kreisscheibe D, (€) sowie n € N. Dann
sind dquivalent:

1. f hat in & einen Pol der Ordnung n.
2. Es gibt eine in D,.(€) (= D,(€) U{€}) holomorphe Funktion g mit g(€) # 0, so dass

fz) = I _ fiir alle z € D,(€)
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8. Isolierte Singularitéten

3. Es gibt eine offene Umgebung U C D,(§) von & und eine in U\{{} nullstellenfreze

holomorphe Funktion h mit einer Nullstelle n-ter Ordnung in &, so dass f = E mn

U\{E}-

4. Es gibt eine Umgebung U C D,.(§) von & und konstanten 0 < m < M, so dass
mlz— & "SI S M-z =€ fir alle 2 € U\{€}

Beweis. 1.=2.: Da (z — &)™ f(z) um & beschrénkt ist, existiert nach den Hebbarkeitssatz
B.1]eine bei & hebbare holomorphe Funktion g der Form; g(z) = (2—&)" f () fiir 2 # &.
Wiire ¢g(§) = 0, so erhalten wir mit g(z) = (z — £)g(2) mit einer bei £ holomorphen
Funktion g auch, dass (z — &))"~ f(2) um & beschrinkt wiire, im Widerspruch zur

Minimalitat von n!

2.= 8.: Wegen ¢g(&) # 0 ist g in einer Umgebung von ¢ nullstellenfrei und h(z) = %

leistet das Gewtinschte.

8.=4.: Ist U hinreichend klein, so gilt h(z) = (2—&)"h(z) mit einer auf U nullstellenfreien
holomorphen Funktion A. Mit

1
0 <0

1
0<m:=inf —— < M :=sup
h(2)|

zeU -

E(z)‘ zeU

folgt die Behauptung.

4.=1.: Wegen |(z — &)"f(2)] < M fiir z € U\{&} ist (z—&)" f(z) um £ beschrankt. Wegen
|(z—=&)"f(z)| > m liegt ein Pol in ¢ der Ordnung n vor.
(sonst ,explodiert* |(z — &)" 1 f(2)| > g bel z — £)
[

Bemerkung. Aus 1.=4. lesen wir das charakteristische Wachstumsverhalten im Pole ab.
Wir sagen f wéachst um £ gleichméfig gegen oo, und schreiben

lim f(z) = oo,
z—¢&
wenn zu jedem m > 0 eine Umgebung U von £ existiert, so dass

inf |f(z)| > m.

z€U\{¢}
Korollar 8.3. Fine in Dr(f) holomorphe Funktion f besitzt genau dann einen Pol in &,
wenn
hrré f = o0. (8.1)

Definition. Meromorph[}

Eine Funktion f heift meromorph in €2, wenn es eine (von f abhingige) diskrete Teil-
menge P = P(f) C Q gibt, so dass f in Q\P holomorph ist und in jedem Punkt P(f)
einen Pol besitzt. Insbesondere sind also die in €2 holomorphen Funktionen meromorph
(P = () . Ahnlich wie fiir die Nullstellen (bzw. die Lésung der Gleichung f(z) = a zu
festem a € C) einer holomorphen Funktion f gilt:

Die Polstellen-Menge P(f) einer in {2 meromorphen Funktion f ist leer (f ist
holomorph), endlich, oder abzihlbar unendlich (da P(f) diskret).

'Mero=griech. und bedeutet Teil, in diesem Sinnne bedeutet es also Teilweise holomorphe Funktionen
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Im Hinblick auf Korollar [8.3] setzen wir den Funktionswert von f in einem Pol als
f(z):=00  fir z € P(f)
Dann sind meromorphe Funktionen Abbildungen von €2 nach CU {oco} =: C.

Beispiel 8.1. Jede rationale Funktion f (= g : Quotient zweier Polynome) ist meromorph
in C, hier ist P(f) endlich, also in N(g) enthalten.

Beispiel 8.2. Der Cotangens
cos(mz)

try =
corm sin(mz)

ist meromorph in C; die Polstellen-Menge ist abzéahlbar unendlich (P(cot(7z)) = N(sin(7z)))

und insbesondere ist cot(mz) keine rationale Funktion, denn: fiir z bei m € Z gilt mit der
Potenzreihenentwicklung;

sin(rz) = (=1)"7(z — m) + O(|z — m[*)
cos(mz) = (=1)™ + c(z — m)? + O(|z — m|")

mit einer Konstanten ¢ und O als hohere Therme. Also folgt:

21.11.08
(=)™ +...
(I=)"x(z —m) + ...

diese ist insbesondere holomorph bei z = m. Dies ist eine lokale Form der Partialbruch-
zerlegung des cot:

Teotwz =& + Potenzreihe in (z —m)

1 0 1 1
mecotmy = — —l—Z( >
z m—i\z—m z+m
~—
Fall: m=0
1 © 2z
_;+Zz2—m2

m=1

wobei % eine einfache Polstelle in z = 0 bzw in z = +m ist. Diese Reihe in C\Z holomor-
pher Funktionen konvergiert normal (dank der Zusammenfassung der Pole +m; vgl mit
Beispiel und definiert also dort nach Korollareine holomorphe Funktion. Mit dem
Identitatssatz (bzw der Erweiterung auf meromorphe Funktionen; siche Ubungsauf-
gabe) folgt die obige Identitéit. Spater werden wir mehr iiber Partialbruch-Darstellungen
und &dhnliche Darstellungen erfahren.

Bemerkung. Holomorphe Funktionen auf einem Gebiet 2 lassen sich punktweise ad-

dieren und multiplizieren (Superposition); sie bilden einen Ring O(2) (Menge aller
holomorphen Funktionen f : ) — (C)EI

Meromorphe Funktionen kann man sogar invertieren:

2das O geht auf HENRI CARTAN zuriick, der im Sommer 2008 im Alter von 104 Jahren verstarb
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8. Isolierte Singularitéten

Definition. M(2) = Menge aller um €2 meromorphen Funktionen ist ein Kérper (=Quo-
tientenkorper zu =()).
Sowohl O als auch M(Q) sind abgeschlossen bzgl. der Differenzierbarkeit!

C(z) ¢ M(C)

Definition. wesentliche Singularitat:
Eine isolierte Singularitat £ von f heiflt wesentliche Singularitét, wenn £ keine hebbare
Singularitdt und auch kein Pol von f ist.

Beispiel. ¢ = 0 ist eine wesentliche Singularitdt vonf(z) = sin %, denn: £ = 0 ist
nicht hebbar:

. . .11 1 .
lim sin — = lim — (e v — ey) = 100"
R3y—0  yi  y—02g
kein Pol:
0 = sinkm = sin —
2k
mit
1 k—-*+o0 ..
a= 0, fir k € Z\{0}

s

also besitzt f in jeder noch so kleinen Umgebung von £ = 0 unendliche viele Nullstellen.

Beispiel. z — exp% besitzt eine wesentliche Singularitdt in z = 0. Dies zeigt man ganz
dghnlich zum obigen Beispiel.

Holomorphe Funktionen besitzen in der Nahe wesentlicher Singularitdten ein ,sehr nervo-
ses” Werte-Verhalten:

Satz 8.4. Satz von Casorati- Weierstrafs:
Es sei & € Q und Q C Q offen sowie f: Q\{C} — C holomorph, Dann sind dquivalent:

1. £ ist eine wesentliche Singularitdt von f.
2. Das Bild jeder punktierten Umgebung D.(€) von & liegt dicht in {ﬁ

f(D(§)=C

3. Es gibt Folgen z, € Q\{{} mit lim,, oo 2, = §, so dass die Bildfolge (f(zn))n keinen
Limes in C = CU {oo} besitzt.

Beweis. 1.=2. Angenommen, es gibt eine punktierte Umgebung D.(€) € Q\{¢}, so dass
f(Dc(€)) nicht dicht in C liegt. Dann gibt es ¢ € C und r > 0, so dass

f(D:(&) N @ =0

={2€C||z—c|<r}

3 f kommt also in einer beliebig kleinen Umgebung einer wesentlichen Singularitit jeder komplexen Zahl
beliebig nahe!
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F(D.(€)) liegt, wie in Abb ersichtlich, auferhalb vom Punkt ¢ und seiner abge-
schlossenen Kreisscheibe D, (c), das heift

lf(z) —c|>r Vz € Da(é’)

die Funktion g(z) := ﬁ ist also holomorph in D.(¢) und beschriinkt gegen %
Nach dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz ist £ damit eine hebbare Singularitat

von g. Also besitzt
1
f(z) =c+ —=
) 9(z)

entweder eine hebbare Singularitét in & (falls lim,_.¢ g(z) # 0) oder ein Pol in ¢ (falls
lim,_.¢ g(z) = 0). Auf alle Falle ist { keine wesentliche Singularitét von f!

2.=8.= 1. sind trivial.

Abbildung 8.1.: Veranschaulichung vom Beweis des Satzes [8.4] genauer 1.= 2.

]

Bemerkung. Nach Satz von der Gebietstreue ist f(D.(€)) fiir nicht konstantes f
offen. Weit dariiber hinausgehend besagt der grofte Satz von PICARDE], dass im Falle einer
wesentlichen Singularitét ¢ einer holomorphen Funktion f das Bild f(C\{(}) entweder
ganz C ist (wie beispielsweise im Fall z — sin 1) oder C mit Ausnahme eines einzigen
Punktes (wie etwa Null bei z — exp (i)) Es kann keine grofieren Liicken geben!

23.11.08

Im Folgenden entwickeln wir das Analogon des Cauchy’schen Integralsatzes fiir Funktionen
mit isolierten Singularitdten. Hierzu bendtigen wir zunéchst Kapitel [9]

Erganzungen

Da dieser Begriff in diesem Kapitel haufiger Aufgetaucht ist, soll er nun an dieser Stelle
definiert werden:

Definition. Zusammenhangskomponente:
Die Zusammenhangskomponente entspricht der maximalenE] zusammenhangende Menge.

4Der Beweis folgt in ,Funktionentheorie IT%.
Ssobald etwas hinzu kommt ist die Menge nicht mehr zusammenhéngend
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9. Der globale Satz von Cauchy

Bemerkung. Das Integral langs eines geschlossenen Weges innerhalb des Holomorphie-
Bereiches des Integranden muss nicht notwendigerweise verschwinden; zum Beispiel gilt
fiir die |m|-mal durchlaufene Einheitskreisscheibe mit der Parametrisierung:

Ym : [0,1] — C, t— et

mit festem m € 7Z, dass

t=m

271

1 @_ 1 127rime/2w“’”d
[ e

m 2 211

(vgl auch die Orthogonalitatsrelation aus Kapitel . Tatséchlich hangt das Verschwinden
oder nicht Verschwinden solcher Wegintegrale von der Topologie der Integrationswege bzgl
etwaiger Singularitdten des Integranden ab!

Definition. Umlaufzahl:
Sei 7 ein geschlossener Weg und w ein Punkt in C, der nicht auf v liege. Dann heifst

n(y,w) : 1/7 dz

2w Jy 2 —w

die Umlaufszahl von v um w. Im obigen Beispiel ist n(~,,,0) = m wobei das Vorzeichen
von m der Orientierung von 7, entspricht.

Satz 9.1. Sei vy ein geschlossener Weg in C und 2 := C\ Bild(y). Dann ist w — n(v,w)
eine ganzzahlige Funktion auf (), die in jeder Zusammenhangskomponente von € kon-
stant, und auf der unbeschrinkten Zusammenhangskomponente gleich Null ist.

Abbildung 9.1.: Anschauliche Darstellung von Satz
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Bemerkung. Da Bild(v) kompakt ist, gibt es eine diese Menge umfassende, beschrénkte
Kreisscheibe D, deren Komplement C\D zusammenhingend ist (siche Abb. [0.1)). Also
liegt C\D in einer Zusammenhangskomponente und insbesondere besitzt {2 genau eine
unbeschrankte Komponentdﬂ.

Beweis. Sei vy durch v :[0,1] — C, t — ~(t) gegeben und w € C fest. Dann gilt:

1

n(rw) = 5 [ 1 W(Z;(t_)wdt. (9.1)

Es ist genau dann 5= € Z, wenn e = 1 ist (Siehe Ubung 1 oder 2). Damit ist n(v,w) € Z
dquivalent zu (1) = 1, wobei

@(T):ZeXp<Alwddt>, fir0<7<1

Differenzieren (Kettenregel) liefert:

(1)

m ()

p(r) =

mit Ausnahme einer héchstens endlichen Menge T, auf der ¢ nicht (notwendig) diffbar
ist. Aquivalent hierzu ist

Damit ist

o(7)
(1) —w

T

eine stetige Funktion auf [0, 1], deren Ableitung auf [0, 1]\ T gleich

d_o(r) _¢0)0(n) —w) —(Telr) _
dr (1) —w (v(7) = w)?

(denn: ¢'(1) = Wz;gz)wap(r)). Da T endlich ist, ist % konstant auf [0, 1], und wegen
©(0) = €° = 1 ist, folgt schlieklich

bzw.

o(T) = —=—— fir0<7<1.

'Einen ganz dhnlichen Satz hatte Prof. Steuding in Ana IV bewiesen
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9. Der globale Satz von Cauchy

y()—
7(0)—

Da 7 geschlossener Weg ist (also v(0) = (1) gilt), folgt (1) =
eine ganze Zahl.

= = 1. Alsoist n(vy,w)

Das Bild einer zusammenhédngenden Menge unter einer stetigen Funktion — wie w +—
n(vy,w) — ist wieder zusammenhéngend; damit ist n(y,w) als ganzzahlige Funktion kon-
stant auf jeder Zusammenhangskomponente von 2 = C\ Bild(). Fiir hinreichend grofes

|w]| gilt (siehe Abb
1
=0 (1)
g |w]

rivial
1 dz ¢ v [(7)
also n(y,w) = 0 auf der unbeschrankten Komponente. ]

<o < 5
21 Jy |z — w| 27
0

@

Abbildung 9.2.: Orientierungen der Umlaufszahlen

1

Z—Ww

n(7,w)

Bemerkung. Hitten wir bereits den ,komplexen Logarithmus* zur Verfiigung, so hétten
wir kiirzer mittels /()
v\T /
———— = (log(7(7) —w))
(1) —w
argumentieren konnen. Hierzu und zur Mehrdeutigkeit des komplexen Logarithmus mehr
in Kapitel

Definition. Kette und Triger/Spur, sowie Zyklus:
Nun verallgemeinern wir die Kurvenintegrale auf Integrale iiber so genannte Ketten?]
Eine Kette I' ist eine formale (endliche) Summe

J
I'= ij%’ mit m; € Z,
j=1

wobei die v; (stiickweise stetig diffbare) Wege sind. Die Summe zweier solcher Ketten, in
denen genau dieselben Wege v; vorkommen (was man stets erzielen kann durch Addition
von Termen der Form ,,0 - v,“), ist erklért durch

J J
P41 = <2 mﬂj) + <Z mﬁ%‘)
j=1 j=1

J
= Zl (mj + m;) Y.
=

Die Menge aller Ketten besitzt also eine Gruppenstruktur, es ist die von allen Wegen
erzeugte freie abelsche Gruppe. Das Integral {iber eine Kette I' (wie oben) ist definiert
durch:

/Ff(z)dz = Z::lmj /%' f(z)dz.

2vgl Ana III
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(vgl. mit Differentialform-Kalkiil in Ana III). Unter dem Triger (Spur) der Kette I'
verstehen wir die Menge

J
Te(D) : = U Bild ~;.
Pt

Die Kette heifit geschlossene Kette, wenn alle «y; geschlossene Wege sind; eine geschlos-
sene Kette nennt man auch Zyklus. Ist v ein Integrationsweg und v~ der umgekehrt
orientierte Weg, so ist 7 4+ v~ eine geschlossene Kette (bzw ein Zyklus).

Abbildung 9.3.: Beispiele fiir geschlossene und nicht geschlossene Ketten

Bemerkung. Die Umlaufszahl einer geschlossenen Kette I' (wie oben) ist

z— W

J 1 dz
F — ; : = —

fir w ¢ Tr(I").

Definition. Nullhomolog:
Ist 2 ein Gebiet und I' eine Kette mit Triger in €, so heikt I' nullhomologf]|in Q, wenn
I' geschlossen ist und

n(lw) =0  V.go.

(siche Abb[9.4).

- ’

@ S '

r/,o . @ ’

nullh01n610g nicht
nullhomolog

Abbildung 9.4.: Beispiel fiir (nicht) nullhomologe Kette

Bemerkung. Betrachten wir zwei Gebiete 2; und €25. € ist Null-homolog, da I" in 2
liegt und w auferhalb des Weges I' liegen muss. Im Fall I'y betrachten wir ein Gebiet mit
einer ,Insel“, der Weg I'y verlduft um diese Insel. Dieses Gebiet ist nicht Null-homolog,
denn das w kann sich auf diese ,Insel* retten.

Zwei Ketten I'und I heiffen homolog in 2 (in Zeichen I' ~ I"), wenn ihre Differenz I' —I”
nullhomolog in €2 ist, also
n(l,w) =n(l",N)

fiir alle w ¢ Q (siche Abb[9.5).

3Homo=gleich; Logos=Wort
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9. Der globale Satz von Cauchy

Abbildung 9.5.: Zwei homologe Wege I'y und I'y

Beispiel. Es ist v, : [0,1] — C, t — y,(t) = ™™ fiir festes m € Z die |m|-mal
durchlaufene Einheitskreislinie mit positiver bzw negativer Orientierung, je nachdem, ob
m > 0 oder m < 0 (sieche Abb . Die Kette I' = 3" @,V ist genau dann nullhomolog
in D,(0)={2z€C|0<|z<7|} mitr>1, wenn

0=nT,w) =Y ann(ymw)

fiir alle w ¢ D,(0) bzw.

OZZamm

da n(y,,w) = 0 fir |w| > 7 und n(y,,w) =m firw =0

In D,(0) = D,(0) U {0} hingegen ist I" stets nullhomolog (da ,0“ aus dem Komplement

—

%

M{))
Abbildung 9.6.: Beispiel einer nullhomologen Kette

entfernt wurde).
Jetzt ein Haupt-Ergebnis der Funktionentheorie.

Satz 9.2. (Globaler Cauchy’scher Integralsatz und Integralformeln):
Seir 2 C C offen und I' eine nullhomologe Kette in 2 sowie f : 2 — C holomorph. Dann
gelten:

1. Jr f(z)dz = 0.
2. Fir jeden Punkt ¢ € Q\ Tr(I") und alle k € Ny ist

a0 190 = 5 [ s

28.11.08
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Bemerkung. Dieser Satz verallgemeinert den Cauchy’schen Integralsatz 4.4 und die
Cauchy’schen Integralformeln (Satz bzw Korollar (Siehe hierzu auch Satz

Beweis. [

1.<= 2.: Denn es gilt: Zu ¢ € Q\Tr(') ist F(2) = (2 — () f(2) holomorph in © mit
F(¢) = 0, sodass mittels 2. und der Definition der Umlaufszahl n gilt:

w F(C):leﬁz— 2m/f

_ 1
T 2w JT 2—C dZ

—,_/

27\'1 fl"

zu zeigen ist 2.: Hierzu folgen wir einem eleganten Beweis von DIXON (1971), welcher im
Wesentlichen nur die Cauchy’schen Integralformeln fiir Kreisscheiben und den Satz

von Liouville (Satz verwendet. Wir definieren:

g:2x0Q—C,

(10-1Q  fans 2 £ ¢
_ ¢
9(z:¢) if’(z), falls z = (.

Dann ist ( — ¢(¢) holomorph fiir jedes z € Q (die Singularitit in z € ¢ ist behoben).
Wir zeigen nun, dass g stetig auf 2 x € ist. Das ist klar fiir z # (. zeigen wir also
die Stetigkeit nahe der Singularitét, wir betrachten (z, () nahe (w,w):

1 z / !
9(,0) = glw,w) = - [[(f() = f'(w))du
Nebenrechnung:
) - f(©)
z—( / fu —C

Ende Nebenrechung

wobei das Integral iiber das Linien-Segment [, z] genommen ist. Die triviale Ab-
schitzung des Integrales und die Stetigkeit von f’ implizieren die Stetigkeit von g in

(w,w):
oz =) = gl < = [ 1) = /)] du
< 52@;;] f(u) = f(w)] Z=0

4in umgekehrter Reihenfolge
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9. Der globale Satz von Cauchy

damit ist die Stetigkeit auf € x Q gezeigt. Sei nun Q° die offene Menge aller z €
C\ Tr(I') mit Umlaufszahl n(I', z) = 0 (offen nach Satz Nach Voraussetzung
enthilt Q° das Komplement von 2 (siche Definition von Nullhomolog), also gilt:
C = QU Wir definieren eine weitere Funktion h : C — C durch

h(¢) = ;m./rg(z,é)dz fiir ¢ € Q
bzw.
ne)= L [ L8, fiir ¢ € Q°

C2miJrz— ¢

Achtung! bisher haben wir noch nicht gezeigt, dass Q@ N Q% = () (also disjunkt) sind.
Wir miissen also noch beachten, dass fiir ¢ € 2N Q° die beiden Integrale iiberein
stimmen:

f(’z)dz—/rg(z,oclz Def':“g/F<f(Z) ~ f@_f“)) dz

rz— (¢ z—C z—C
~ [ 2% icyuir o
CGZQOO

(an dieser Stelle geht die Topologie der Null-homologen Kette I" ein!) Als néchstes
zeigen wir, dass h eine beschrankte ganze Funktion ist; gilt das namlich, so ist
h nach dem Satz von Liouville (Satz konstant. Da Q° nach Satz die unbe-
schriinkte Komponente von C\ Tr(T") enthilt, folgt fiir ¢ € QY die Abschiitzung

wobei [(I') die Summe der Bogenldngen der Wege v; in I' (gezéhlt mit Vielfachhei-
ten@ ist. Es gilt

[A(C)]

(z € Tr(T") ,beschrankt”) Also ist h = 0. Somit ergibt sich fir ¢ € Q\ Tr(T)

I¢|—o0
—

0

2w
1 f(2) 1 dz
T omi Fz—CdZ_Zm'/Fz—(f(o
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bzw.

f(2)

27 rz—¢_

dz = f(¢)n(T, ¢)

Dies ist die Behauptung 2. fiir k£ = 0; der allgemeine Fall £ € Ny folgt durch
Differenzieren unterm Integral (wie im Beweis von Korollar [5.2). Es verbleibt zu
zeigen, dass h eine beschriankte, auf ganz C holomorphe Funktion ist. Es ist klar, dass
h holomorph in €V ist, dann verbleibt also der Nachweis fiir Q. Mit der gleichméRigen
Stetigkeit von g auf kompakten Teilmengen von €2 x €2 folgt die Stetigkeit von h. Fiir
die Holomorphie in 2 betrachten wir zu beliebigem (y € €2 eine offene Kreisscheibe
C C Q um (p. Dann gilt fiir jedes Dreieck A C D

fumerie = 5 [, fotencrazac

und mit der gleichméfigen Stetigkeit erhalten wir

21m‘ /r /A 9(z,()d¢dz.

Nun ist ¢ — g(z,() fiir jedes feste z holomorph und also verschwindet das innere
Integral nach dem Cauchy’schen Integralsatz fiir Kreisscheiben. Also gilt fiir
jedes Dreieck A C D:

[ (Q)dc =0

und mit dem Satz von Morera (Korollar folgt die Holomorphie von A in zunéchst
D und schlieRlich in ©Q bzw. sogar in ganz C = Q U Q. Fiir die Beschrinktheit
betrachten wir ein ¢ auferhalb einer grofen Kreisscheibe, |(| > R, dann gilt nach

Satz [9.1] (wie oben):

¢]—o0

z—C z—
Ebenso ist
f2) Koo
2 dz
rz— (¢ 0

mit der trivialen Abschéatzung.

Also ist h beschréankt auferhalb einer sehr groffen Kreisscheibe. Mit der Holomorphie von
h ist h somit beschrénkt in ganz C. [

Bemerkung. Die Forderung nach einer nullhomologen Kette I' in € ist in der Formu-
lierung des globalen Cauchy’schen Integralsatzes unerlasslich: Ist ndmlich I' nicht

nullhomolog, so existiert ein w € C\Q mit n(T,w) ;é 0 und fiir die Funktion f(z) = -

Z—Ww

ergibt sich

/f dz_/rz— =2mi-n(lw) #0
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9. Der globale Satz von Cauchy

Genau dieser Sachverhalt ist von besonderem Interesse, wenn wir spater meromorphe
Funktionen integrieren. . .

Korollar 9.3. Seien I" und I'" homologe Ketten in einer offenen Menge Q und f : Q — C
holomorph. Dann gilt:

Af(z)dz = /r/ f(z)dz. (9.2)

Vorstellen kann man sich eine Umgebung Q2 mit zwei sich schneidenden Wegen I' und T.
Man kann sich also den einfacheren Weg aussuchen, tiber den man Integrieren mdchte...

Beweis. folgt sofort aus Satz (2.), denn I' — I'" ist nullhomolog. O

Eine andere Konsequenz, die zeigt, wie man die Integration iiber eine geschlossene Kette
oft durch eine andere angenehmere Kette ersetzen kann:

T ¥y v 2y,

Abbildung 9.7.: Veranschaulichung zu Korollar [9.4]

Korollar 9.4. Sei Q) C C offen und die Kette I' nullhomolog in §2. Ferner seien (y,...,(m €
Q paarweise verschieden und vy; sei der positiv orientierte Rand einer abgeschlossenen
Kreisscheibe D; mit (; € D; C §Q, so dass Dy, N D; =0 fiir k # j. Dann ist

[~ f: n(l, ¢;)y; (homolog) (9.3)
j=1
in O\{C1,...,Gn} und es gilt:

/F F(2)dz = fjl n(T, ¢;) /7 f()d (9.4)

fir jede in Q\{(1,...,(n} holomorphe Funktion f.
Beweis. Sei I" :=T — 37" n(T', ¢;)7; und w € C\Q. Dann gilt

n(I",w) =n(l,w) = > n(l,)n(y,w) =0,

=0 7=l =0
denn w liegt aufserhalb jeder Kreislinie v;. Fiir w = (j, ist n(v;, () = 1 falls j = k und = 0
sonst. Also folgt n(I”,{;) = 0 und I" ist nullhomolog in Q\{(i, ..., (n}. Die Behauptung
folgt mit Korollar 9.3 O]
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Bemerkung. Fiir viele Anwendungen geniigt eine topologisch einfachere Version des
Cauchy’schen Integralsatzes.

Beweis. Seien 7y und y; geschlossene Kurven in einer offenen Menge (2 mit Parametri-
sierungen jeweils definiert iiber dem Einheitsintervall [0, 1], also mit jeweils gemeinsamen
Anfangs- und Endpunkten

bzw.

Dann heiften vy und 7, homotop in €2, wenn es eine stetige Abbildung H : [0, 1] x [0, 1] —
Q gibt (seihe Abb[9.8), so dass

1. H(s,0) =(s), H(s,1) =(s) fir alle s € [0, 1]
2. H(0,t) = H(1,¢t) fiir alle t € [0, 1].

wenn die Wege 7o und 7 also mittels H (genauer: durch die einparametrige Kurvenscharﬁ
s — Y(s) := H(s,t) mit t fest) stetig ineinander iiberfithrt werden kénnen.

Abbildung 9.8.: Veranschaulichung der Homotopie

O

Homotopien beschreiben stetige Deformationen und spielen eine zentrale Rolle in der
,algebraischen Topologie (vgl Ana IV).

Satz 9.5. Seien vy und v, geschlossene Wege in einer offenen Menge €. Sind vo und v,
homotop in §2, so sind sie auch homolog in €.

Bemerkung. Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht, wie das Bild [9.9] zeigt!

Abbildung 9.9.: Gegenbeispiel zur Umkehrung von Satz

5Die entstehenden Wege schmiegen sich so nahe, wie man nur will an die Wege vy und v
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9. Der globale Satz von Cauchy

Beweis. Fiir Q = Cist die Aussage trivial (denn die Bedingung n(vp,w) = n(v;,w) fiir alle
w ¢ Q ist leer). Sei also 2 # C und w € C\{ beliebig aber fest. Wegen der Kompaktheit
von [0, 1] x [0, 1] ist H gleichmékig stetig und H ([0, 1] x [0, 1]) kompakt. Also existiert ein
e > 0 mitl]

lw— H(s,t)| > 2¢ fur alle s,t € [0, 1] (9.5)
1

|H(s,t) — H(s',t')| < e fur |s—s'|+ |t —t/| < —. (9.6)
m

Wir approximieren nun die Kurven s — H (3, %) mit 0 < k£ < m durch Polygonziige

(siche Abb.[9.10)):

Abbildung 9.10.: Ein Stiick vom Polygonzug iiber H (s, k/4)

il[
ok _ —1 kY,
Pi(s) = H (‘7, ) (ms+1—j)+H <], ) (j —ms)
m’m m 'm
=7
firj—1<ms<jund j=1,2,...,m. Dann gilt:
k -k k
Pk(S)—H<S,>‘ < H<j,> —H<3,> ‘(ms+1—7)
m m’m m
<e nag}rl {©:3).
=7
:/{I
—1 k N
+|H <J,> - H <s,> «(j —ms)
m 'm
<e
Insbesondere folgt fiir k =0 und £k =m
Py(s) — v(s) | <e und |P,(s) — 1(s)|<e (9.7)
—— ~——
=H(s,0) =H(s,1)

Twir betrachten hier also wieder zwei Wege 7o und ; (die sich nicht schneiden) in der Umgebung Q. ;
ist ein Weg, der zwischen den beiden 7; ¢ = 0,1 verlauft. v.(s) = H(s,t) fiir feste ¢t. Auerdem gibt
es einen Punkt w € C\§) auferhalb von Q. w hat den Abstand 2e von H([0,1] x [0,1]). Des weiteren
betrachten wir einen weiteren Weg 4 (s) = H(s,t').
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Ferner ergibt sich fiir alle & und alle s € [0, 1] via
lw— Pu(s)| > ¢ (9.8)
(denn:|w — Py(s)| > |w — H(s, k/m)| — |H(s, k/m) — Py(s)| > 2¢ — ¢ = ¢) sowie noch fiir
k # 0 via[9.6]
|Pe—1(8) — Pr(s)] < e. (9.9)
Damit besteht also folgendes System von Ungleichungen (sukzessive durch Kombination
von (9.7) bzw mit (9.8)):
(o(s) — Po(s)] < = Pals)
|Pe1(8) — Pr(s)] < |w— Pe(s)| fir 1 <k <m. (9.10)
Un(s) = Puls)] < lw— Pals)|

(vgl mit Satz 16.6 iiber den Hund an der Leine; Ana IV). Insbesondere gilt w ¢ Bild F.
Mit

pls) = 73(;((?) :z fiir 5 € [0, 1]
folgt
¢'(s) _ wls)  F(s)
o(s) () —w  PRy(s) —w’
11— o(s)] = ‘Po(s) ;::S)—;you()s) +w £

-~

ist determiniert (also bestimmbar), da w ¢ Bild Py

Also ist p(s) stets enthalten in der offenen Kreisscheibe vom Radius 1 um den Mittelpunkt
1 und damit 0 ¢ Bild ¢. Wir berechnen

1 dz
0= 0)=— | —
H(SO, ) 271 p Z
1 1{ Yo(s) Py(s) }
_ L . s
2 Jo (y(s) —w  Py(s) —w
LYy
i z—w 2miJRz—w
= n(/Yva) - n(P07w)
Es ist also

n(y0,w) = n(Fo, w)
und sukzessive folgt aus ((9.10) nun

n(v,w) = n(Py,w) =n(y,w),

was zu zeigen war! m
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9. Der globale Satz von Cauchy

Bemerkung. Der Beweis war unter Anderem deshalb so technisch, da Homotopie nicht
als differenzierbar vorausgesetzt wird. Intuitiv ist die Aussage des Satzes selbstverstand-
lich, allerdings mahnt bereits der Jordan’sche Kurvensatz| zur Vorsicht

Definition. einfach zusammenhingend:

Abbildung 9.11.: Beispiel fiir ein einfach zusammenhéngendes (links) und ein nicht einfach
zusammenhéngendes Gebiet (rechts)

Ein Gebiet 2 C C heifst einfach Zusammenhangend, wenn jeder geschlossene Weg ~
in ) homotop zu einem Punktﬂ ist, sich topologisch also auf einen Punkt innerhalb (2
zusammenziehen lasst. Zum Beispiel konvexe Mengen wie offene Kreisscheiben, nicht
aber gelochte Kreisscheiben oder C\{0} (Vgl Abbildung [9.11])).

Korollar 9.6. (Cauchy’scher Integralsatz fir einfach zusammenhdngende Ge-
bieteﬂ:

Es sei Q0 C C einfach zusammenhdngend. Dann ist jede geschlossene Kette I' in Q null-
homolog und fiir jede in 2 holomorphe Funktion f gilt:

/Ff(z)dz ~0. (9.11)

Beweis. In einem einfach zusammenhédngenden Gebiet €2 ist jeder geschlossene Weg ~ in
2 homotop zu einem Punkt, also ist nach Satz jede geschlossene Kette I' nullhomolog
(denn die Umlaufzahl eines konstanten Weges ist Null); die Aussage folgt nun aus dem
globalen Cauchy’schen Integralsatz (9.2 O

Bemerkung. Korollar 9.6[ist tatséchlich schwécher als Satz (Homologieversion), wie
das in Abbildung [9.12] aufgefiihrte Beispiel eines nullhomologen Weges in dem nicht
einfach zusammenhéngendem Gebiet C\{wy, ws} zeigt.

Abbildung 9.12.: homolog <~ homotop

8Jede geschlossene Jordankurve zerlegt die Ebene in ein Inneres und in ein unbeschriinktes AuReres.
Beweis in Ana IV

9—=Lkonstanter Weg

10der letzte in dieser VL
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Trotzdem spielen einfach zusammenhéngende Gebiete eine zentrale Rolle in der Funk-
tionentheorie. Aquivalent sind.
Q) ist einfach zusammenhéangend

& jeder geschlossene Weg/Kette in 2 nullhomolog (folgt aus Satz
& C\Q besitzt keine beschriinkte Zusammenhangskomponente (siche Ubung/Tutorium)
& C\Q ist zusammenhingend (hierzu kompaktifiziert man C := C U {oo}

& Mit jedem geschlossenen Weg v in (2 ist auch das Innere von v ganz in {2 enthalten
(dies benutzt den Jordan’schen Kurvensatz )]

< Jede in Q holomorphe Funktion besitzt eine Stammfunktion in Q (analog zum Beweis
von Satz Ubung).

Spater kommen hierzu noch die Existenz eines holomorphen Logarithmus bzw Quadrat-
wurzel fiir jede in 2 nicht verschwindende holomorphe Funktion f hinzu.

I Anschaulich: © ist einfach zusammenhingend, wenn €2 ,keine Locher* hat
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10. Analytische Fortsetzung und
komplexer Logarithmus

05.12.08

Die analytische Fortsetzung]] zeigt eine zentrale Rolle in der Funktionentheorie. Manche
Funktion gewinnt ihre Bedeutung erst in einem Teil der komplexen Ebene, wo sie anfangs
noch gar nicht definiert war.

Beispielsweise gilt fiir die Riemann’sche Zeta-Funktion (vgl :

(o) =3 -

n=1 n’
ist die alte Definition, die neue ist:

0ls) = s >

n=1

ns
fiir Res > 0, was also eine analytische Fortsetzung von ((s) als meromorphe Funktion in
die rechte Halbe-Ebene liefert (mit einfachem Pol in s = 1; die weiteren Nullstellen von
1 — 2'=* sind hebbare Singularititen [siche hierzu auch die Ubung 7]).

Neben dem nur eingeschrénkt einsetzbaren Schwarz’schen Spiegelungs-Prinzip (Satz (7.3])
ist die Fortsetzung langs Kreisketten von grofer Bedeutung:

Definition. Kreisketten:

Eine endliche Folge (Ky, ..., K,)nen von offenen Kreisscheiben in C heift Kreiskette,
wenn die Mittelpunkte von K; ; und K, fiir « = 1,...,n im Durchschnitt K; | N K]
enthalten sind. Es gibt nun holomorphe Funktionen f; : K; — C mit

fiia(2) = fil2), Vier, K-

fiir { =1,...,n, so sagt man, f, entstehe aus f, durch analytische Fortsetzung lings
der Kreiskette (Kjy,..., K,). In diesem Fall ist f,, nach dem Identitétssatz eindeutig
bestimmt, da sukzessive die Funktionen f;_; um den Mittelpunkt von K; nach Satz
in eine Potenzreihe entwickelt werden konnen, die dann also f; darstellt. [

Nun ein niitzliches Hilfsmittel fiir die Existenz der analytischen Fortsetzung langs Kreis-
ketten:

'bzw holomorphe und meromorphe Fortsetzung
2Eigentlich wiirde es ausreichen, wenn die Schnitte der Kreisscheiben nicht leer sind!
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Satz 10.1. Sei (Ko, ..., K,) eine Kreiskette und fy holomorph auf K. Besitzt die Ablei-
tung fi eine analytische Fortsetzung lings (Ko, ..., K,), so auch fy selbst.

Beweis. Seien g; : K; — C die Funktionen, die f} =: go analytisch langs (Ko, ..., K,)
fortsetzen. Wir machen die fiir £ = 0 trivialerweise erfiillte Induktionsannahme, dass sich
fo durch fy, ..., fr lings (Ky,..., K) analytisch fortsetzen lisst. Dann gilt f/ = g, fiir
0 <i < k (nach dem Identitétssatz siehe oben). Also ist f; eine Stammfunktion von
gx- Nun wéhlen wir einen Stammfunktion G,y von gxy1, was moglich ist, da ggy1 durch
eine konvergente Potenzreihe gegeben ist. (Satz .

Abbildung 10.1.: Uberlappende Kreise K}, und K4

Dann gilt:
G;chl = fl/c(z) Ve KKy

(siehe Abb [10.1)) und somit ist

Gra1(2) = f(2) + ¢
mit einer Konstanten ¢ (nach Korollar [3.4). Mit

fer1(2) 1 = Gra(2) — ¢
fiir z € Ky ist fp nun fortsetzbar zu fy,, auf Ki,q. Die Induktion ist beendet. O

Wir geben mit dem komplexen Logarithmus ein wichtiges Beispiel:

Beispiel 10.1. Sei 2 = C\{0} und K eine ganz in €2 enthaltene, offene Kreisscheibe mit
Mittelpunkt zy = 1. Sei gy = % fiir z € Ky und fy : Ky — C definiert als die Stammfunk-
tion von go mit fo(1) = 0. Aus der reellen Analysif]ist die Potenzreihenentwicklung

fo(z) = 2(_1)%(2 —1)" fir [z —1] <1

n

bekannt; tatsédchlich ist dies die Potenzreihenentwicklung des reellen Logarithmus log z
fir z € (0,2] Mit Satz lasst sich fy lings jeder Kreiskette in 2 = C\{0} analytisch
fortsetzen. Jedoch gibt es keine in 2 holomorphe Fortsetzung f, sonst wire dies eine
Stammfunktion von g;(z) = 1 (siche hierzu Korollar , im Widerspruch zu

B3
/|| E_oni 2

zl=r Z

Tatséchlich kann analytische Fortsetzung langs Kreisketten vom Verlauf der Kreisketten
abhéngen und somit auf eine ,,mehrdeutige’ Fortsetzung f fithren! — so auch beim
komplexen Logarithmus!

3genauer aus Ana III
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10. Analytische Fortsetzung und komplexer Logarithmus

Definition. Zweige und Hauptzweig:
Die Exponentialfunktion z = z+iy +— exp(z) = €*- (cosy+isiny) bildet jeden 27-breiten
offenen Horizontstreifen

{z=z+iy|la—nmT<y<a+mr}
bijektiv auf die geschlitzte Ebene {re’? | r > 0,a—7 < ¢ < a+} ab, und die Abbildung

z=re"¥ 1 logr +ip = log|z| +iarg z

Abbildung 10.2.: Veranschaulichung der Mehrdeutigkeit der Exponentialfunktion

(diese Abbildung macht aus dem Horizontstreifen eine Gerade, die an einem Punkt z,
beginnt und sich unendlich lang in eine Richtung verlangert, sieche Abb definiert
fiir diese » und ¢ die Umkehrung; diese ist holomorph, was aus der Holomorphie der
Exponentialfunktion und nach dem Satz iiber die Differenzierbarkeit der Umkehrfunkion
aus der reellen Analysisﬁ folgt, der sich sofort auf die komplexe Diffbarkeit auswirkt. Fiir
jedes reelle a nennt man diese Umkehrfunktion einen Zweig des komplexen Logarith-
mus und fiir « = 0 spricht man vom Hauptzweig; wir notieren jeden dieser Zweige mit
z — log z. Wegen z = exp(log(z)) folgt mit der Kettenregel (logz)' = £ wie im Reellen.
Im obigen Beispiel ist fy also der Hauptzweig des Logarithmus eingeschréankt auf K, und
jede analytische Fortsetzung f; ldngs einer Kreiskette fiihrt auf einen geeigneten Zweig
des Logarithmus. Fiihrt zum Beispiel eine Kreiskette einmal im mathematisch positiven
Sinne um de Nullpunkt herum, bis sie bei K,, = K, wieder ankommt, so ist aus dem
Hauptzweig fy ein Nebenzweig f, = fo + 27 entstandenﬂ (sieche Abbildung .

f_k-_- Loy | < m

Abbildung 10.3.: Fortsetzung des Hauptzweiges @ = 0 {iber den Schlitz zum ersten
Nebenzweig

Insbesondere ist auf Grund der Mehrdeutigkeit des Logarithmus Vorsicht bei der Funk-
tionalgleichung geboten! Man verifiziert leicht:

log z + logw = log(z2w) < arg z + argw € (—m,7),

4aus Ana I

Bereits J.BERNOUILLI kannte 1702 die Gleichung logi = % bzw. ilogi = —7; erst EULER stellte 1749
das Permanenzprinzip fiir den Logarithmus in Frage und schreibt, dass jede Zahl unendlich viele
Logarithmen besitzt.
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also insbesondere fiir alle z,w € C mit Rew > 0, Rez > 0.
Letztlich entspricht die Mehrdeutigkeit des Logarithmus genau der 27i-Periodizitat seiner
Umkehrfunktion.

exp(z + 2mik) = exp(2) Viez

Bemerkung. Die Mehrdeutigkeit des komplexen Logarithmus lasst sich am besten an der
zugehodrigen Riemann’schen Flache visualisieren. Diese geometrische Objekte besteht
aus abzdhlbar unendlich vielen Exemplaren der komplexen Ebene C,, (m € Z), jeweils
entlang der negativen reellen Achse aufgeschnitten und die beiden Schnitte mit jeweils
einem Schnitt der Blatter C,,_; bzw C,,, verklebt, so dass um den Nullpunkt herum
die unendlich vielen Blatter C,, wie eine flach gedriickte Wendeltreppe zusammenhéngen

(Siehe Abb.[10.4)).

Abbildung 10.4.: Riemann’sche Flache nach Prof. J. Steudinig

Dann kann man auf jedem Blatt einen der abzadhlbar unendlich vielen Zweige des Loga-
rithmus

log z = log |z| 4+ i(arg(z 4+ 2mm))

fir m =0,£1++2,... und arg z € (—m, 7) definieren, so dass log z auf dem m-ten Blatt
C,, der Flache durch den m-ten Zweig erklart ist und an dem Schnittstellen ebenfalls
eindeutig und holomorph iiber Fortsetzung entlang Kreisketten definiert ist. Damit ist nun
mit dieser Riemann’schen Fliche ein Argumentbereich fiir den komplexen Logarithmus
gefunden, auf dem log z eindeutig erklért ist ohne der analytischen Fortsetzung Grenzen
zu setzen.

08.12.08

Wir sammeln unsere Beobachtungen zum Logarithmus:

Satz 10.2. Es sei 2 C C\{0} ein Gebiet. Dann sind dquivalent:
1. Auf Q existiert ein Zweig des Logarithmus,
2. z % besitzt eine Stammfunktion in §Q;

3. Q ist einfach zusammenhdingend (also n(I',0) = 0 fir alle geschlossenen Ketten T' in

Beweis.
1.=2. =3 =1.
folgt sofort aus unseren Beobachtungen m
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10. Analytische Fortsetzung und komplexer Logarithmus

Interessant ist hier die Verbindung zwischen der Analysis (Existenz einer Stammfunktion)
und der Topologie (einfacher Zusammenhang).

Als néchstes fragen wir nach der Existenz eines Logarithmus einer holomorphen Funktion:

Satz 10.3. Es ser Q0 C C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet und f : Q — C
holomorph und nullstellenfrei in ). Dann gibt es eine holomorphe Funktion g : Q) — C
mat

f(z) = exp(g(2)) V.ecq. (10.1)

Die Funktion g nennt man dann einen holomorphen Logarithmus von f (in Verallge-
meinerung des Spezialfalls f =1id).

Bemerkung. Die Forderung der Nullstellenfreiheit von f ist notwendig (klar).

Beweis. Wegen f(z) # 0 fiir z € Q ist % holomorph in 2. Da Q einfach zusammen-

héngend ist, besitzt fTI eine Stammfunktion A (vgl. Kriterium in Kapitel @’ etwa erklért
durch das Kurvenintegral

h(z) = / ?(w)dw

mit einem geeigneten Polygonzug (VON WO?) 7, nach z in Q (wie im Beweis von Satz

. Wegen
(fe) =e™(f = fH)=0
da b/ = fT/ folgt:

f(z) =exp(h(z) +¢)

mit einer passenden Konstanten c. Damit ist

der gesuchte holomorphe Logarithmus von f. O]

Bemerkung. Existiert auf f(2) ein Zweig des Logarithmus, so kann man einfach g =
logof setzen.

Definition. Der Quotient
I f'(z)
f f(2)

heifst logarithmische Ableitung von f und spielt noch eine wichtige Rolle. . .

(2) = = (log f(2))".
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Bemerkung. Die Argumentfunktion, also der Imaginérteil des komplexen Logarithmus,
erlaubt nun eine neue Interpretation der Umlaufszahl. Der Einfachheit halber untersuchen
wir n(7,0) fiir einen geschlossenen Integrationsweg

v :10,1] — C\{0}.
Mit einer hinreichend feinen Zerlegung 0 =ty < t; <ty < ... <1, = 1 gibt es Teilmengen

Ve = Vltr_r 4] die jeweils in einer offenen Kreisscheibe K, verlaufen, in der ein Zweig des
Logarithmus existiert.

Ji(z) = log |z] + ik (2),

so dass

p it or(y(1))

(fiir ¢ € [tg_1,tx]) stetig auf [0, 1] fur ¢ € [tx41,tx] und jedem ¢ € [0, 1] wird ein Argument
von 7(t) zugeordnet. Mit z, = ~(¢x) gilt dann

d on . [

[ oo 1 g a4+ g 1] i (pn(an) — (1)

Ve B — 0 2=z _1 N ~~ N ~~ d
Teleskopsumme =a wie in Abb. 0.5

Hierin mift der Imaginirteil die Anderung des Argumentes von ~(t) fiir t;_; < t < t4.
Bei Summation der Integrale iiber alle Teilwege v heben sich die Realteile auf (wegen
der Geschlossenheit unseres Weges 7 : y(to) = 20 = 2z, = ¥(¢,,)) und es verbleibt:

Ve <

Wf_é i ontzo) = pr(z0) | =i+ (0(1) = 0(0))

Abbildung 10.5.: Verbildlichung vom Offnungswinkel o

also misst der Imaginérteil die Gesamtanderung des Argumentes ¢ ldngs des Weges ~
und des Kurvenintegral ﬁ I/ % gibt in der Tat an, wie oft v(¢) denn Nullpunkt umlauft

(positiv oder negativ gezédhlt entsprechend der Orientierung).

Spater werden wir verwandte Integrale mit der allgemeineren logarithmischen Ableitung
f7 betrachten, um Nullstellen holomorpher Funktionen f zu zéhlen. ..
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10. Analytische Fortsetzung und komplexer Logarithmus

Definition. Wie in der reellen Analysis definieren wir im Komplexen durch

a® = exp(blog a) fir a,b € C, a #0.

wobei log a irgendein Logarithmus von a einen Wert der b-ten Potenz von a. Man
beachte, dass verschiedene Logarithmuswerte i.A. zu verschiedenen Werten von a® fiihren.
(obwohl die Abhingigkeit des Logarithmus in der Schreibweise a’ nicht zu sehen ist)!

Je zwei Werte von a’ unterscheiden sich um einen Faktor exp(2mikb) mit einem k € Z,
was bei irrationalen b auf abziahlbar unendlich viele verschiedene Werte von a’ fiihrt.
Fiir b € Z ist hingegen a’ eindeutig, namlich die {ibliche Potenz von a.

Beispiel 10.2. Fiir n € N und a € C\{0} nimmt a* genau die n Werte

1 k
exp < log a) exp | 2mi—
n n

fir K =1,2,...,n an; diese sind genau die n-ten Wurzeln von a an.

Beispiel 10.3. i' = exp(ilogi) unter anderem haben wir als einen Lésungszweigﬁ =
exp (—g) =0,207...€R

Entsprechend ist die fir a # 0 definierte Exponentialfunktion z — a* = exp(zloga)
mehrdeutig, jedoch stets ganz (fiir positiv reelles a interessiert uns meist nur ¢* mit dem
Hauptzweig des Logarithmus). Die Diskussion der Potenzfunktion ist etwas schwieriger:

Definition. Sei 2 C C\{0} ein Gebiet, auf dem ein Zweig des Logarithmus erklért ist,
so heifst die Funktion

Q3> 2z 2" = (exp(blog 2)
ein Zweig der D-ten Potenz. Jeder solche Zweig ist holomorph mit
(zb)/ = b2

wobei 27! mit dem selben Zweig des Logarithmus zu erkliren ist wie 2°. Die Funktio-
nalgleichung (z - w)® = 2% - w® gilt nur dann, wenn fiir den zugehérigen Logarithmuszweig
log(z - w) = log z + logw gilt. Gibt es auf € iiberhaupt einen Zweig der b-ten Potenz, so
existieren i.A. unendlich viele entsprechend den unendlich viele Zweige des Logarithmus,
fiir ganze Exponenten b gibt es mit der uns vertrauten gewohnlichen b-ten Potenz nur
einen Zweig.

Satz 10.4. Sei Q C C\{0} ein Gebiet, auf dem ein Zweig des Logarithmus existiert. Ist
f emne auf Q stetige Funktion mait

(f(z)" =2 V.ca, (10.2)

wobein € N, so stimmt f mit einem der Zweige exp (% log z) -exp (27m'%) mitk=1,...,n

1. .. .
von zn in ) uberein.

5Buler, 1746
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Beweis. Sei log ein Zweig des Logarithmus auf € und ( = exp (%277). Mit g(z) :=
exp (% log z) gilt:

(1) = sppme ="
[(z)

fiir alle z € €Q, also ist o) fir jedes z € Q eine n-te Einheitswurzel (vgl Kapitel , das
heift ¢¥*) mit k(z) € {1,2,...,n}. Da f stetig ist, gilt selbiges fiir z — ¢**). Da die n-ten
Einheitswurzeln diskret sind und €2 zusammenhéangend ist, muss z — Cﬁ(z) konstant sein
(Gebietstreue). Also:

f(2) = Grg(2).
fiir ein passendes k. O

12.12.08

Korollar 10.5. Sei Q2 einfach zusammenhdngend und f : Q — C holomorph und null-
stellenfrei. Dann gibt es eine holomorphe Funktion g : Q0 — C mat

f(z) = (9(2)" (10.3)

fur ein festes n € N.
g heifit dann holomorphe n-te Wurzel von f in Q.

Beweis. folgt aus Satz mittels

1
£(2) = exp(h(=)) = |exp (h(2))
—_——
=:9(2)
mit einem holomorphen Logarithmus h(z) von f(2) O

Bemerkung. Ist ) ein einfach zusammehdngendes Gebiet und lasst sich eine auf einer
offenen Kreisscheibe D C () eine holomorphe Funktion f; langs jeder Kreiskette in €2
fortsetzen, dann ist fy die Einschriankung einer eindeutigen holomorphen Funktion
f 2 — C. Dies ist eine Konsequenz aus dem sog. Monodromiesatz . Die Beweis-
idee ist, dass benachbarte Kreisketten eine eindeutige analytische Fortsetzung haben, die
schlieflich ganz 2 ausschoépft und f definiert.

Abbildung 10.6.: Veranschaulichung der Einschrankung
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10. Analytische Fortsetzung und komplexer Logarithmus

10.1. Erganzungen
Betrachten wir noch einmal unser ,etwas zum Nachdenken®* (Kapitel [1| auf Seite
Bemerkung. Was ist hier falsch?

ir _ om0 (ezm')% 29

e =e

Das mit dem (%) gekennzeichnete ,—“ gilt nicht allgemein, da hier Umformungen vorge-
nommen werden, die nicht mit dem komplexen Logarithmus vereinbar sind! Damit
ist diese wunderschéne Gleichungskette im allgemeinen falsch!
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11. Laurent-Reihen

Bemerkung. Benannt sind diese Reihen nach dem Mathematiker PIERRE LAURENT,
der von 18.13 bis 1854 lebte.

Wir betrachten jetzt nicht mehr nur Abbildungen von einer Kreisscheibe mit einem Pol
(Punkt) auf ganz C, sondern wir erweitern Abbildungen von Kreisscheiben mit groferen
Lochern.

Betrachten wir zur Veranschaulichung ein Beispiel:

Beispiel. Ist f meromorph mit einem Pol m-ter Ordnung in (, so gibt es eine holomorphe
Funktion ¢ in ¢ mit

_9(®)
f(z) = Goom (9(¢) # 0,00)
und nach Satz 8.2 2. ist auerdem
=@ e
n!

Nach Satz besitzt dieses g eine Potenzreihenentwicklung und damit gilt

2) = 2 Gomi1 e ooak z—C)F
IO =gt et g T M9

Ein weiteres

Beispiel. Eine dhnliche, wenn auch unendliche Reihe erhédlt man bei der Entwicklung
1
von exp :

1 =1 1 I S
I [ - 2 6
esz_kz::On! 2n 1+z+22+z3+”'

Dies sind erste Beispiele der sog. Laurent-Entwicklung und den Laurent-Reihen:

Definition. Ringgebiet:
AT

Abbildung 11.1.: Veranschaulichung des Ringgebietes

Im Folgenden sei 0 < r < R < oo (r = 0 und R = oo sind zuléssig!) Wir untersuchen
holomorphe Funktionen auf dem Ringgebiet

AR(Q) ={z€C|r<|2—¢l < R}.
AE(¢) beschreibt ein Ringgebiet um ¢ (siche Abh11.1)).
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11. Laurent-Reihen

Satz 11.1. Laurent-Zerlegung:
Jede auf einem Ring-Gebiet AZ(0) holomorphe Funktion f besitzt eine eindeutige Zerle-

gung

F(2) = (=) + 1 (1) | (11.1)

z

wobei g : Dr(0) — C und h = D1(0) — C holomorphe Funktionen mit h(0) = 0 sind.

Beweis. Eindeutigkeit: Vorbemerkung: Zwei holomorphe Funktionen fi, f3, definiert

86

auf den Gebieten €24, )y C C, lassen sich zu einer auf {2; U )y holomorphen Funktion

f verschmelzen (siehe Abb [11.2))

Abbildung 11.2.: Beweis zu Satz (Bild der Mengen 2; N Q)
mit

(
. fi(z) auf O
f< ) ifg(Z) auf QQ

falls f1(z) = fo(2) auf Q1 N Qy und Q; N Qy # 0). Da die Differenz zweier Laurent-
Zerlegungen wieder eine Laurent-Zerlegung ist, reicht es aus, dem Fall f(z) = 0 zu
betrachten. Aus dieser Gleichung g(z)+h(1/z) = 0 folgt, dass man g(z) und —h(1/z)
zu einer ganzen Funktion H : C — C verschmelzen kann, wobei gilt:

H(z): = g(2) auf Dr(0)
' i—h(l/z) auf C\D,.(0)

(wie in Abb dargestellt). Wegen lim, ., H(z) = lim,_o, —h(1/2z) = h(0) = 0
ist H beschrankt und nach dem Satz von Liouville konstant. Damit folgt:

H(z)=0 auf C

H ist also die Nullfunktion und damit gilt g = h = 0.

Abbildung 11.3.: Beweis zur Eindeutigkeit von Satz [I1.]]



Abbildung 11.4.: Beweis zur Existenz von Satz [11.1]

Existenz: Fiir festes 2 € A%(0) definieren wir

G :A%(0) — C,
([ £(O—f(2) fiir ¢ # 2

G(Q) = if/é,)z fiir ¢ = 2

Dann ist G stetig auf A%(0) und holomorph auf A%(0)\{0}. Nach dem Riemann’schen
Hebbarkeitssatz ( Satz[8.1) ist dann G holomorph auf ganz A%(0). Fiir r < o1 < 02 <
R sei v,, die positiv orientierte Kreissline vom Radius g;. Dann ist ' := 7, — 7,,
nullhomolog in AZ(0) und es gilt nach dem Cauchy’schen Integralsatz (Satz (9.2 bzw.

9.3)
L G = / GO

Sei nun z so gewéhlt, dass p; < |z| < go. Dann folgt

/M_c 7(2) / /c f()/mgdfz

Es gilt:

L cd—cz =0

da z nicht in dem von 7,, umschlossenen Gebiet liegt und

d¢ .
= 271,
/722 C -z

da z im Gebiet von 1,, liegt. Damit ergibt die obige Gleichung:

f(z)zl./ f(C) A f(ozdé

270 Jryey C — 2m1 ¢ —

=9(2) + h(l/Z)

Die gewiinschte Zerlegung ist dann fiir |z| < o9

N (9]
9(2) = 5 / e
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11. Laurent-Reihen

und fiir |2] < =
01

_ 1 2
he) =5 [T

Diese Funktionen sind holomorph mit h(0) = 0 und liefern die Laurent-Zerlegung
fiir das Ring-Gebiet A%(0). Die Vereinigung aller solcher Ring-Gebiete mit r < g; <

02 < R liefert die eindeutige Laurent-Zerlegung auf AZ(0).
0

Definition. Laurent-Reihe:
Entwickelt man die Funktionen g und h jeweils in Potenzreihen

= Z akzk
k=0
und
z) =Y bz"
k=0
und definiert man noch a_;, = by, so entsteht

f(z)=g9g(z) + h(1/2) = Z apz®.

k=—o00

Diese beidseitige unendliche Reihe nennt man Laurent-Reihe von f in A%(0). Natiirlich
kann man auch Ring-Gebiete mit vom Nullpunkt verschiedene Mittelpunkte betrachten
— die Mathematik &ndert sich dadurch nicht.

Korollar 11.2. Laurent- Entwicklung:
Die Funktion f sei in dem Ringgebiet AR(w) holomorph. Dann lisst sich f dort in eine
Laurent-Reihe entwickeln:

o0

f(z)= Y an(z—w)" (11.2)

n=—oo

welche in AR (w) normal konvergiert. Diese Laurententwicklung ist eindeutig bestimmt und
es gilt:

_ L IO

27i — w)ntl

fir r < o < R und fir alle n € 7Z, wobei die Integration tber die positiv orientierte
Kreisscheibe |( — w| = 0 genommen wird. Es besteht die Abschdtzung:

L

|an| =
0

max |f(C) (11.4)
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Beweis. Die Eindeutigkeit folgt sofort aus Satz[I1.1] Die normale Konvergenz ergibt sich
aus der Potenzreihendarstellung von g und h aus Satz [I1.1] Die Abschétzungen beweist
man analog zu Satz 6.1} O

15.12.08

Beispiel 11.1. Fiir 0 < |z| < 1 ist (mit Partialbruchzerlegung und geometrischer Reihe)

1 1 11 )
f2) = —— = ——=—s=l—z—2— ..
2(z—1) z—1 z A ~~ g
S—— =geometrische Reihe
Grenzwert der geom. Reihe

hingegen gilt fiir 1 < |z

1 1 1 1 1
f(z):z<1—i_1>:z?+z3+z4+”'

Mit Hilfe von Laurent-Reihen lésst sich recht einfach der Typ isolierter Singularititen
bestimmen (zum Beispiel der einfache Pol aus Beispiel [11.1)):

Korollar 11.3. Es sei f holomorph in der punktierten Umgebung Dg(w) = Af(w) (=
{z€ C|0<|z—w| <R}) von w mit Laurent-Entwicklung
f(2)= > an(z—w)™ (11.5)

n=—oo

Dann ist die Singularitdt in w
e hebbar, wenn a, = 0 fir alle n <0,
e cin Pol k-ter Ordnung (k € N), wenn a_j, # 0, a, =0 fir alle n < —k ist

e wesentlich, wenn a, # 0 fir unendlich viele n < 0 ist.
Beweis. folgt sofort aus dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz 8.1 und Satz O

Beispiel 11.2. [[|Sei f: C\{+1,-1} — C,

f(z)zsin( ! >

22 —1
a) Von welchem Typ sind die Singularititen in z = +17

b) Esseien 72 an(z—1)"und >0 b,(z+1)" Laurent-Entwicklungen von f. Zeigen

n=—oo n=—oo

sie b, = a,(—1)" fiir alle z € Z.

c) Beweisen sie

/Z|:2 f(z)dz = 0.

Losungsskizze:

IStaatsexamen-Aufgabe Frithjahr 2008
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11. Laurent-Reihen

a) Die Singularitaten sind wesentlich, da sie nicht hebbar sind (|f| ist unbeschrinkt
um z = £1) und auch keine Pole (denn sie sind beschrinkt auf R._; und R.;)f]

b) Mit der Koeffizientenformel (aus Korollar [11.2)) gilt:

— 1 f(Z) ==z 1 f(—Z)
“”_M/z—umz—l)n“dz N 27r/| - i)

mit f(z) = f(—=2) (da f eine gerade Funktion ist), folgt:
= (—1)"by.

c) folgt ahnlich wie b) mit einem Symmetrie-Argument bzw mit dem Riemann’schen
Residuenkalkiil des kommenden Kapitels ganz einfach aus

ay+0. Za (14 (-1)) =0

Wir schlieffen dieses Kapitel mit einer Anwendung auf periodische Funktionen: Sei (a, b) C
R (wobei auch a = —oo und b = 400 zugelassen seien) und

Tz /v~ (O)
: R

Abbildung 11.5.: Veranschaulichung der Menge D und die Abbildung auf den Kreisring

D={2€C|la<Imz<b} wiein Abb[ILH links.

Wir untersuchen holomorphe Funktionen f : D — C, die periodisch mit einer reellen
Periode w # 0 sind, das heifst: f(z +w) = f(z) fiir alle z € D. Da die Funktion g(z) =
f(wz) dann periodisch mit Periode 1 ist, diirfen wir im Folgenden also w = 1 bzw. f(z +
1) = f(z) annehmen. Die Abbildung z + ¢ := €*™* bildet den Horizont-Streifen D auf
den Kreisring ab (wie in Abb zu sehen)

AF(0)={q€C|r<lq| <R},

—27a (

wobei r = e2™ R=c¢ bzw. r = 0 falls b = oo und R = oo fiir a = —00). Durch

q— 9(q) = g (™) := f(2)

wird nun eine Funktion g : A®(0) — C definiert; das ist tatséchlich definiert, denn mit
der 2mi-Periodizitat von exp gilt

2miz 2miz’ /

S z2-2 el

2Im Staatsexamen selbst sollte die Antwort etwas ausfiihrlicher sein!

90



Dartiber hinaus ist g holomorph (als Verkettung holomorpher Funktionen) und also lasst
sich g nach Korollar in eine Laurent-Reihe entwickeln:

9(q) = Y anq”

mit

1 / 9(¢) i,
|

" 2mi Jigl=e ¢ntl

wobei (r < o < R). Mit o = e *™  y € (a,b) ergibt sich via ( = pe*™® (d¢ = o -
2mie*™ @ dy = (2mridx)

1 0 ,2mix 1 ) )
a, = de = / f(x + iy)e 2mn@+) gg.
0 Qne TINIT 0

Bemerkung. Zusammen fassend haben wir bewiesenﬂ:

Satz 11.4. Fourier-Rethenentwicklung holomorpher Funktionen:
Seif:D={z=2+1yeC|a<y<bl — C holomorph mit Periode 1, das heift
f(z+1) = f(z) fur alle z € D. Dann lasst sich f in eine in D normal konvergente
Fourier-Rethe entwickeln

f(z)= i ane*™ (11.6)
mat
an = Al f(z)e " dx. (11.7)

3vgl mit Sitzen aus Kapitel 10 der Ana IV
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12. Residuensatz

Bemerkung. Nun verallgemeinern wir den Cauchy’schen Integralsatz von holomorphen
Funktionen auf solche mit isolierten Singularitdten. Hierbei erweist sich sich die Laurent-
Reihenentwicklung aus Kapitel [11] also dufserst hilfreich!

Definition. Residuum| und Hauptteil:
Es sei f : Af{(w) — C holomorph mit Laurent-Reihenentwicklung (vgl Satz bzw

Korollar [11.2))

-1

(
-] ¥ o+ %

—_—————

an(z —w)" (12.1)
H n=-—00 H
! N—— ~~ 1
I unter Umstanden  holom. in 1
\ Singular |z—w|<R)

fir 0 < |z — w| < R. Nach dem Cauchy’schen Integralsatz verschwindet das Integral
iiber den holomorphen Anteil liings jeder nullhomologen Kette im Ringgebiet A% (w). Die
Reihe 31 a,(z — w)" heikt der Hauptteil der Laurent-Entwicklung von f in w; der

Koeffizient a_; heifst das Residuum von f in w, in Zeichen:

1
Res, f=a_1=—
271

ALl (12:2)

fiir o € (0, R). Die Integraldarstellung folgt aus der Koeffizientenformel aus Korollar [11.2]
(n = —1) und ist nach Korollar [9.3| unabhéingig von .

In hebbaren Singularititen ist das Residuum Null (nach Korollar [11.3)), allerdings kann

es auch in nicht hebbaren Singularitdten verschwinden:

(. ..

1, f =-1

Beispiel 12.1. Fiir f(z) = 2" ist Resofi T "
0 sonst

Beispiel 12.2. Besitzt f einen Pol k-ter Ordnung in w, so gilt (sieche Ubung)

Res, f = lim (/@—11)' <jz> i (z —w)¥f(2). (12.3)

Tatséchlich liefern die Residuen die wesentlichen Beitréage fiir die Integrale komplexer
Funktionen:

Nat. fiir ,Rest®
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Satz 12.1. Der Residuensatz von CAUCHY, entwickelt um 1826:

Es sei f eine bis auf isolierte Singularititen in einem Gebiet €2 holomorphe Funktion.
Dann gilt fiir jede nullhomologe geschlossene Kette I" in €2, auf deren Spur keine Singula-
ritat von f liegt,

/ f(z)dz =27 Y n(l,w) Res, f. (12.4)

weN

Die Summe rechts enthélt nur endlich viele von Null verschiedene Summanden, denn fiir
die Umlaufszahl gilt n(I",w) # 0 nur auf einer kompakten Teilmenge von €2, welche (weil
sie dank HEINE-BOREL beschrankt und abgeschlossen ist) nur endlich viele Smgularltaten
von f enthélt (da diese diskret liegen), wihrend das Residuum in den reguldren Punkten
w von f verschwindet (weshalb wir sogar tiber w € 2 statt iiber w € Q\ Tr(I') summieren).

Abbildung 12.1.: Veranschaulichung der Umlaufzahl um Singularitaten

Beweis. Seien wy, . .. ,w,, die Singularitdten von f mit n(I',wy) # 0 und M die Menge der
tibrigen Singularitdten von f in Q. Ferner sei hy(z) der Hauptteil der Laurent-Reihe von
f um wg. Nun ist

& o)

hy, = —— 2
k z—wk+(z—wk)2+

holomorph auf C\{w} (denn dies gilt zunéchst lokal in einer punktierten Umgebung von
wk, wegen der negativen Exponenten aber erst recht fiir z mit |z — wy| — 00). Also ist
f(z) = X3, he(z) holomorph in Q\M. Weil I" in © und daher auch in Q\ M nullhomolog
ist, liefert der Cauchy’sche Integralsatz

/F (f(z) - g:lhk(z)> ds — 0

mit der Linearitét

A dz-/th

m

= Z/ hi(z)dz

=171
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12. Residuensatz

Mit der auf Tr(T") gleichméfig konvergenten Laurent-Reihe
-1
he(2) = Y all(z —w)"

n=—oo

folgt dann hierin

-1
/ hi(2)dz ghm. Zonv. S ol /(z —w)"dz
r r

n=—oo

#0 nur fir n=-1

=a™ . 2mi n(I', wy)

Summation iiber k liefert die Residuenformel des Satzes.

]

19.12.08

Bemerkung. Ist ) insbesondere einfach zusammenhéngend, so ist jeder geschlossene
Wege nullhomolog (nach Korollar 9.6 und ist ferner «y ohne ,,Uberschneidungen® (Jordan-

kurve) so vereinfacht sich Satz 2]

Korollar 12.2. Ist Q einfach zusammenhdingend und f in € mit Ausnahme isolierter
Singularititen wy, . .., wy, holomorph, sowie v ein geschlossener Weg in  mit n(y,wy) = 1

firk=1,...,n, so gilt

;Tiﬂf(z)dz = éReka f.

(12.5)

Zunéchst einige reell-analytische Konsequenzen des Residuensatzes, ndmlich die Berech-

nung uneigentlicher reeller Integraleﬂ

Zii

s
Yiteve

> IR —— e s N2
-¥ + 7K

Abbildung 12.2.: Halbkreis mit Radius » > 1. Fiir die rechte Abbildung gilt: v, = 7, +

[—r,+r] und 7, : t — re*™

Beispiel 12.3. Es ist

too  dx

—0o0 $2—|—1:7T7

2dem meistens vollig ausreichendem Korollar
3Standardaufgabe in den Staatsexamensaufgaben
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denn die Funktion f : C\{#i}, z — f(z) = 25 besitzt einfache Polstellen in z = i und
ist holomorph auf C\{=£i}. Die Residuen in z = 4i berechnen wir iiber den Hauptteil von

f in den Laurent-Entwicklungen von f um z = +1.

~ Resy; f

f(z)= ~ + jirgendwas holomorphes
Z2Fi
denn zglﬂ =G +Z.)}(Z_Z.) (Vgl mit Beispiel |12.2)). Also gilt
Ress, f = lim (=% 0)(2) = lim (= F 1) ———
esy; f= lim (z Fi)f(2) = lim (2 F1 , ,
* T Pt (z—1)-(241)

einer der beiden Faktoren im Nenner kiirzt sich heraus, allgemein ausgedriickt erhalten
wir

1 1
D, — =g, = Reswi f

Sei 7, der Rand eines Halbkreises vom Radius » > 1 um den Nullpunkt (siehe Abb
links). 7, beschreibt also den Weg von r € R nach —r € R (mit Schnittpunkt ir € C) und
wieder entlang der reellen Achse zuriick zu +r. Es ist also:

¥ [0,1] — C,
{7‘62”“ fir0<t< %
t—
ir(4t—3) fir £ <t <1

Dann ist v, geschlossen und nullhomolog in C; aufserdem liegt +¢ im Inneren von ~, und
—¢ im Auferen von ~, mit n(y,+i) = +1 und n(y, —i) = 0. Mit dem Residuensatz folgt
nun

/ f(2)dr = 2mi - Resy,; f Res S o

T

Bezeichnet 4, den oberen Kreisbogen von 7., so gilt fiir das Integral iiber -,

dz dx
dz = / + /
Yr f(Z) : Fr 22 +1 =771 2 +1
%/_/

ist reelles Integral!

Mit der trivialen Abschéatzung gilt:

1

dz .
| aols 160 a9l
e 22+ 1 —_—— 2%+ 115,
Bogenldnge “N>——

Betragsmaximum
des Integranden

und mit der Abschitzung |2% + 1| > r? — 1 folgt dann:

T oo
= — 0.
rz2 —1
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12. Residuensatz

Also folgt:

Aus der reellen Analysis (Ana I) ist uns bereits
/y dz "
——— = arctan
0o 2241 Y
bekannt, was auf genau dieses Resultat fiihrt.

Satz 12.3. Sei R(z) eine rationale Funktion, die auf R keine Pol(ﬂ hat und der Grad des
Nennerpolynoms von R sei um mindestens zwei grofier als der Grad des Zdihlers. Dann
existiert das uneigentliche Integral [*2° R(x)dz im Lebesqueschen Sinne und es gilt:

/ z)dr =2mi Y Res, R(z). (12.6)

Imw>0
Hierbei lduft die Summation tber alle (Pole) w in der oberen Halbebene.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt:

C
<
R@)| < "

mit einer hinreichend grofsen Konstanten ¢ > 0. Also existiert das uneigentliche Integral
nach dem Satz von der Majorisierten Konvergenz (Ana III) mit der Majorante

+oo  dx

—00 5(72+1:7T

aus Beispiel [[2.3] Wir benutzen die Bezeichnung aus Beispiel [12.3] Fiir hinreichend grofes
r liegen alle Pole von R(z) in der Kreisscheibe vom Radius  um den Nullpunkt (sicher
moglich, da nur endlich viele Polstellen existieren). Also gilt mit dem Residuensatz (Ko-

rollar [12.2)) wie im Beispiel [12.3}

+r
/ R(z)dz + | R(x)dz=2mi » Res, R

-r r Imw>0
Mit der trivialen Abschétzung ergibt sich wiederum

r—00 O

/ R(z)dz

T

damit folgt die Behauptung. O]

4Pole sind die einzigen Singularititen, die bei rationalen Funktionen auf Polynomen existieren kénnen
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Beispiel 12.4.
+oo g2 7r
N mdm = ﬁ
Dies sollte man in der Vorbereitung der Klausur selbst nachrechnen (kénnen)ﬂ
Beispiel 12.5.
too g2k 7r

L | - n - sin ((2k—i7-11)7r)

firkneZ, 0<k<n
Ganz ahnlich zu Satz gilt:

Satz 12.4. FEs sei R(z) eine rationale Funktion, die auf R keine Pole besitzt, und der Grad
des Nennerpolynoms sei um mindestens zwei grofSer als der des Zdhlers. Dann existiert
das uneigentliche Integral

400 . +r2 .
R(z)e"dr : = lim R(z)e*dx, (12.7)
—00 T1,7r2—00 —r1
und es gilt:
+oo . .
R(z)e™dx = 2mi Y Resy,(R(2)e”) (12.8)
o Imw>0
Beweis. [l
S < oS

¥ >1Q

Abbildung 12.3.: Skizze zum Beweis von Satz [2.4]

Wir wahlen v als den positiv orientierten Rand des Rechteckes mit den Ecken ry,ry +
is,—ry + is, —ry (siehe Bild , wobei 11,79 und s so grof sind, dass alle Pole von
R(z) der oberen Halbebene im Inneren dieses Rechteckes liegen. Dann gilt mit dem
Residuensatz:

—+r . ; i
/ ’ R(z)edx =2mi Y Res,(R(z)e”) + /R(z)e”dz
Jn -— _ Imw>0 —_—
Weg von —ry bis ro auf R-Achse restlicher Weg von ~

wobei das rechts stehende Integral tiber die Liniensegmente [—ry, 1 +is|, [—r; +1is, r2+ 5]
und [ry + is,75] zu integrieren ist. Triviale Abschitzungen zeigen, dass es bei ry,ry —
oo verschwindet, was die Existenz des reellen Integrals links und die Formel des Satzes
beweist. [

Swill man méglichst schnell mit der Berechnung fertig werden, so kénnte man auch nur Beispiel
zuerst rechnen und dann den Spezialfall Beispiel @ ermitteln
Seher eine Beweisskizze
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12. Residuensatz

Bemerkung. Analoge Formeln gelten auch fiir Integrale der Form [*2° R(z)e™dz bzw.
sin

durch Kombination [*2° R(x)cos(a:)da:.
Beispiel 12.6.
+o00
BT gy = Teme fiir a > 0
—o 1241 a

09.01.2009

Nun zu einigen komplex-analytischen Konsequenzen des Residuensatzes:

Definition. Sei 2 ein Gebiet und f : Q@ — C meromorph. Ist w € €2 eine Pol- oder eine
Nullstelle von f, so gilt nach Satz 3.2}

f(z) =(z —w)"g(2) fiir ein k € Z
mit einer in einer Umgebung U von w holomoprhen Funktion ¢ mit g(w) # 0 (k ist

dabei eindeutig bestimmt — klar!) Wir berechnen das Residuum der logarithmischen
Ableitung fTI von f in w wie folgt: In U ist

bzw.

Da der Term % holomorph in einer Umgebung von w ist (da ja g(w # 0), folgt nun

I% {k falls w Nullstelle von f der Ordnung k,

Res, = =k =
f —k, falls w Polstelle von f der Ordnung &

Mit dem Residuensatz (etwa in der Form von Korollar [12.2)) folgt sofort:

Satz 12.5. Argumentprinzip:
Es sei f meromorph in dem Gebiet Q) und I' eine nullhomologe Kette in ), deren Trdger
weder eine Pol- noch eine Nullstelle von f enthdlt. Dann gilt:

1 !/
—/ L(z)dz = > nw)-ord,f— > 0l w)-ord, f. (12.9)
2mi Jr f w Nullsjt[elle w Polstfelle

wobei ord, f die Ordnung der Null-bzw. Polstelle w von f bezeichnet.
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Bemerkung. Mit dem Integral tiber die logarithmische Ableitung lassen sich also die
Null- bzw. Polstellen zéahlen: Ist etwa f holomorph in der Kreisscheibe D C €2, so gil

1 /
o /9 7 (?)d= = # der Nullstellen von f in D
(mit Vielfachheiten gezihlt). Selbstverstandlich spielen hier die Nullstellen keine beson-
dere Rolle! Interessiert man sich allgemeiner fiir die a-Stellen von f, das heift fiir die

Losungen z der Gleichung f(z) = a, so arbeitet man stattdessen mit der logarithmi-
f'(2)
f(z)—a

schen Ableitung von f(z) — a.

Definition. Seinen Namen Argumentsprinzip hat Satz auf Grund der folgenden
Interpretation:
Fiir einen geschlossenen Weg v in ) ist

L) L&
P ———dz = 7/ = ) )
27ri/7f(z)—a : 211 Jfoy C — a n(fo,a)

die Umlaufszahl des Weges t +— fovy(t) = f(7(t)) um a, welches bis auf den Faktor 27 die

Gesamtinderung des Argumentes von f(7y(t)) — a beim Durchlauf von ¢ durch das
Definitionsintervall von v angibt. (vgl. Kapitel [L0| und Bild von A arg = 27 - n(f o7, a)).

Als nédchste Anwendung zeigen wir, dass eine ,kleine Storung* die Nullstellenanzahl einer
holomorphen Funktion invariant lasst:

Satz 12.6. Satz von Rouchd¥l:
Es sei Q) C C offen und f,g : 2 — C holomorph. Weiter sei v ein geschlossener nullho-
mologer Weg in Q0 und es gelte

|f(2) = g(2)| < |f(2)],V:eBilae) (12.10)

Dann besitzen f und g dieselbe Anzahl von Nullstellen im Inneren von ~y (mit Vielfach-
heiten gezdhlt).

Beweis. Fiir 0 < A < 1 betrachten wir die holomorphen Funktionen hy := f + A(g — f)
auf 2. Wegen

Alg =l <lg—fl

und nach Voraussetzung

< |f]

auf Bild(y), besitzt hy keine Nullstellen auf Bild(y). Also ist die Anzahl der Nullstellen
von hy nach Satz gegeben durch
1 R\

— [ 2dz= N
omi | iy (P02 = N

"vgl. alte Ubungsaufgabe zu Polynomen — Satz von Gauk-Lucas
8Hierzu gibt es sehr viele beliebte Aufgaben im Staatsexamen
YEUGENE ROUCHE lebte von 1832 bis 1910, gefunden hat er diesen Satz 1862
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12. Residuensatz

Der Integrand
M _ TE NG - ()
2 f(2) + Mg(2) = f(2))

und damit auch N, héingt stetig von A ab; wegen N, € Z ist also N, unabhéngig von A
(d.h. konstant). Damit ist aber N; = Ny. O

Beispiel 12.7. [(Staatsexamen 2008)
Betrachten Sie das Polynom

P(z) = 2" +62+3 € C[2].

Zeigen Sie:

1. Alle Nullstellen von p(z) liegen in By(2), wobei B, := {z | |z| < r} die offene Kugel
um den Nullpunkt vom Radius r < 0 bezeichnet.

2. Genau eine Nullstelle liegt in By (0).

3. Folgern Sie, dass p(z) mindestens zwei reelle Nullstellen besitzt. Wie viele Nullstel-
len von p(z) sind reell, wie viele liegen in der oberen und wie viele in der unteren
Halbebene? Hat p(z) doppelte Nullstellen?

Bemerkung. ,Wann immer sie so eine Aufgabe sehen, denken Sie an ROUCHE!“ (Prof.
J. Steuding)

Loésung. 1. Sei g(z) = 2%, so ist
p(2) —q(2)| = 62 + 3] <15 < 16 = [¢(2)],

fir |z2| = 2, dem Rand von By(0). und also haben p und ¢ nach dem Satz von
ROUCHE in B,(0) gleich viele Nullstellen, also genau vier.

2. Analog zeigt man mit ¢(z) = 6z etwa, dass p in B;(0) genau eine Nullstelle besitzt,
was 2. beantwortet.

3. Hierfiir bemerken wir, dass wegen der reellen Koeffizienten von p die Nullstellen in
komplex-konjugierten Paaren auftreten: Ist

0:p<w) :Za’jwj7 a; ER;
so gilt ebenso
p®) =3 a;e’

daajE]R

=Y ajw =pw)=0=0

nach 2. hat p also mindestens 2 reelle Nullstellen (siehe Abbildung|12.4)) und mit einer
reellen Kurvendiskussion zeigt sich, dass p tatséchlich genau zwei reelle Nullstellen
besitzt.

10 Dies ist eine Dankbare Aufgabe fiir Klausuren jeder Art“ Prof. J. Steuding
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Abbildung 12.4.: Veranschaulichung der Lésungen

Beispiel 12.8. Der Satz von Rouché impliziert auch den Fundamentalsatz der Algebral
— Wie hat man hier vorzugehen? (Siehe Ubungsaufgabe!)

Als vorerst letzte Anwendung des Residuenkalkiils:

Satz 12.7. Satz von Hurwitd':

Es sei Q C C ein Gebiet und fy, f1, fa,... : 2 — C eine Folge holomorpher, nullstellen-
freier Funktionen, die lokal gleichmdf$ig gegen die (holomorph@ Funktion f : Q@ — C
konvergiert. Dann gilt entweder f =0 oder f besitzt ebenfalls keine Nullstellen in €.

(=

S

Abbildung 12.5.: Beweis zu Satz

Beweis. Angenommen, f ist nicht identisch Null, beséfe aber eine Nullstelle w € €. Sei
dann € > 0 so klein, dass

f(z) #0 Vaen0 < |2 —w| < 2¢

gelte. Die Folge der logarithmischen Ableitungen % konvergiert in der punktierten Um-

gebung Do (w) von w ebenfalls lokal gleichmiRig, und zwar mit dem Grenzwert £ (klar).

f
Insbesondere gilt dann nach dem Argumentprinzip (Satz [12.5))
1 / oo 1 /
271 J|z—w|=¢ fn 271 J|z—w|=¢ f
nach \;;rr. =0 ;ZO
im Widerspruch zur Annahme f(w) = 0. O

1 ApoLr HURWITZ, 1859 geboren, gestorben 1919
12Die Holomorphie der Grenzfunktion f ergibt sich mit Satz von Weierstrafl aus der lokal gleichmé-
Bigen Konvergenz f = lim, .o fn
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13. Partialbruchzerlegungen

Beweis. [
Die Funktion z — cot 7z ist meromorph auf C mit einfachen Polstellen in z € Z. Fiir
w € C\Z betrachten wir

Abbildung 13.1.: Polstellen des Beweises [13.1]

1 cot mz
7/ dZ,
2mi Je z —w
wobei C die positiv orientierte Kreislinie sei, gegeben durch |z| = 7, :== n + 5 > |w| mit
hinreichend groften n € N. In dem von C berandeten Gebiet besitzt der Integrand Pole an

den Stellen z = 0, £1,+2, ..., 4+n (siche Abb , sowie im Punkt z = w, falls w # m—i—%
fir m € Z. In z = w ist das Residuum (nach der Formel (12.3)) aus Beispiel [12.2)

cotmz
= cot Tw.

ll—r%(z_w)z—w

In der Umgebung eines Punktes z = m € Z gilt (vgl. Beispiel

cot 1z = —— + Potenzreihe in (z —m)

(z —m)

und damit erhalten wir

t 1 1
cormz _ . + Potenzreihe in (z — m)
z—w 7(z—m) (z2-w)
1 1

= p — . o) + Potenzreihe in (z — m),

denn ﬁ — ml_w = (1;35Z;tﬁ) Also ist das Residuum in z = m gleich ﬂ(ml_w). Mit dem

Residuensatz (in der Form von Korollar [12.2)) folgt daher

1 t 1 & 1
/CCO 7T'chz:co‘mrw—— Z ;

2mi Je 2 —w T =, w—m

"'Wir nehmen an dieser Stelle den Beweis von Satz bereits vorweg
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diese Formel besteht auch fiir w = m + % fiir ein m € 7Z, da dann cot 7w = 0 und somit
die Singularitdt hebbar ist.

Abbildung 13.2.: Darstellung der oberen (C;) und unteren (Cy) Halbebene

Bezeichnet C; den zur oberen und C, den zur unteren Halbebene gehérenden Halbkreis

von C (wie in Abb [13.2] so gilt

cotmz cotmz
/ dz = {/ + } dz.
C zZ—WwW C1 Co Z— W

Substituieren wir im letzten Integral 2 = —t und durchléuft z den Bogen Cs, so durchlauft
t den Bogen C; in umgekehrter Orientierung. Also

cotmz cot z cot Tt (%) cotmz
[T,y o,
cz—w C1 2 —Ww ¢ 24w e 22 —w?
(mit (x) als 1= — = = %) Mit n — oo strebt der Radius 7, von C gegen unendlich.

Wir zeigen nun, dass das Integral dann gegen Null konvergiert: Wegen der gleichméfigen
Konvergenz

eﬂ(nyrix) + eﬂ(yfi:v)

y1—1>1inoo cot (x + 1y) = yl{gloo b Cytin) _ gn(y—ia)

= Fi,

ist [cot mz| < M mit einer positiven Konstanten M fiir alle z mit einem Abstand > i von
der Polstellen in z = m € Z. Damit folgt nun (mit der trivialen Abschitzung)

ar,M . —

/ cotmz < 0
—> .
o2 = = f
O
Wir haben also bereits folgenden Satz bewiesen:
Satz 13.1.
n 1 1 > 2w
m-cotmw = lim = —+ —_. 13.1
naoom;nw—m w mz::1 w? — 22 ( )
Residu;;summe

Die Rethe konvergiert absolut und gleichmdfiig auf jeder kompakten Teilmenge, die keine
der Polstellen z = m € Z enthilt (dh. kompakt konvergent auf C\Z [wie in Kapitel[§])
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13. Partialbruchzerlegungen

Geht das auch allgemeiner? Lisst sich etwa auch ﬁ als unendliche Reihe iiber seine
Polstellen ausdriicken?

Zunachst untersuchen wir die Fragestellung, ob der Hauptteil einer meromorphen Funk-
tion f im Punkt z = w, die dort einen Pol der Ordnung £ > 1 hat, eine rationale Funktion
der Gestalt

Q_f A_g+1 a1 .
h(z) = el t apm € C, ag £0 13.2
) (z—cu)’“Jr(Z—w)’“‘ljL R mit ap, € C, 0y, 7 (13.2)

(also ein Polynom in (z —w)~! vom Grad k) ist. Dies ist gewissermaken der meromoprhe
Anteil der Laurent-Reihe von f in w.

Gibt es eine meromorphe Funktion f, die in abzdhlbar vielen Punkten w;,ws,...
ohne Hafungspunkt jeweils einen vorgeschriebenen Hauptteil besitzt? Sind endlich
viele w,, gegeben, so geniigt es einfach die Hauptteile aufzusummieren:

f(z) = Z;l hun(2)

(denn fiir k # m ist der Hauptteil hj(z) holomorph in z = w,,).

Definition. Methode der konvergenzerzeugenden Summanden:

Fiir unendlich viele Polstellen w,, bzw. Hauptteile konvergiert die entsprechende Reihe
im Allgemeinen nicht. Man rettet sich hier mit der so genannten Methode der konver-
genzerzeugenden Summanden:

Addition holomorpher Terme veréndert nicht die vorgeschriebenen Haupttei-
le, fiihrt aber unter Umsténden zu Konvergenz!

Satz 13.2. Satz von Mittag Lefflelf] (1877):

Sei (wm)m eine Folge komplexer Zahlen, die sich in C nirgends hdauft. Fir jeden Punkt w,y,
sei ein Hauptteil h,,(z) der Form vorgeschrieben. Dann existiert eine meromorphe
Funktion f, die genau in den Punkten w,, Pole besitzt und dort jeweils den Hauptteil h,,
aufweist.

Sind f1 und fy beides Funktionen mit dieser Eigenschaft, so ist deren Differenz f1 — fo
eine ganze Funktion.

Beweis. ] OBdA gelte 0 < |wi| < |ws| < .... Ferner seien Zahlen e, > 0 mit .00, &,,, <
oo gewahlt, dann eine Folge von Zahlen 7, > 0 mit 0 < r < ry < ... und 7, < |Wp|,
sowie 7, —> +00.

Fir |z| < |wy,| ist der Hauptteil h,,(z) holomorph und besitzt nach Satz eine auf
einer ganzen Kreisscheibe konvergente Potenzreihenentwicklung:

hm(z) = Z byn2"™;
n=0

2MAGNUS GOSTA MITTAG-LEFFLER lebte von 1846-1927, wegen Ihm gibt es, so die Geriichte, keinen
Nobelpreis (welche allerdings nicht stimmen)
3nach Weierstraf§
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auf der Kreisscheibe D, (0) ={z € C | |z| <r,} ist die Konvergenz sogar gleichméfig.

Sei nun n,, € N so gewihlt, dass

> gmn"

hm(z) — Z bmnz”‘ = < Em
n=0 n=nm+1
fir alle z € D, (0). Mit g, (2) := 20" byn 2™ setzen wir
f(z) =3 (hn(2) = gm(2))
m=1

(Die gm(z) sind die konvergenzerzeugenden Summanden)

Wir weisen nun fiir ein beliebiges R > 0 die gewiinschten Eigenschaften fiir f in der
Kreisscheibe |z| < R nach; mit der Beliebigkeit von R folgt die erste Aussage des
Satzes. Sei M € N so grofs, dass r); > R gilt. Nach Wahl der ¢, (als eine Folge, deren
Summe Konvergent ist) konvergiert die Reihe

o0

fz) =2 (hn(2) = gm(2))

m=M

auf |z| < R gleichméfig und ist also nach Satz von Weierstraf dort holomorph. Die
Restsumme (=Differenz zu f)

. M-1
f(Z) L= Z (hm('z) - gm(z))
m=1
ist sowieso holomorph mit Ausnahme der z = wy,...,wy—1 € Dr(0) = {2 € C | |2] < R}.
Insbesondere ist f —hy fir k=1,..., M — 1 holomorph nach z = w;, fortsetzbar und also

geniigt

fir |z] < R den geforderten Eigenschaften.

Zur zweiten Aussage des Satzes: Sind f; und f; beides meromorphe Funktionen mit jeweils
identischen Hauptteilen, so ist deren Differenz holomorph in jeder Umgebung der wy, also
holomorph in ganz C. O

Bemerkung. Zu jeder Vorgabe von Hauptteilen existiert eine entsprechende meromorphe

Funktion (sogar unendlich viele solcher durch Addition ganzer Funktionen)!
Wir konnen diese also stets losbare Interpolationsaufgabe auch zur Auffindung von
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13. Partialbruchzerlegungen

Reihenentwicklung bekannter Funktionen nutzen: Fiir m € Z schreiben wir den

Hauptteil h,,(z) = % vor. Mit der Potenzreihenentwicklung (geméf obigen Beweis)
—1)™m —1)mt+l 1

ey = (001

zZ—m m 1—-=

m
—1)m+t z 22

C TN

m mom

ergibt sich fiir |z| < r bei beliebigen r > 0

-1 m+1 1
hm(Z)—( i Y K-
m |m| |z|=r |™M m2
\ — )
m—z
1 £ 1 z
< - m .
— |m| (P 1—2|7 m2 HHax 1—z/m
v
<}
2r
= m?
—~~
=€m

fiir [m| > 2r. Fir Y&, < X7 -5 = %2 ergibt sich die kompakte Konvergenz der Reihe

16.01.09

flz) = i +m+§i <i__1)7: N (—nll)m>
o

(wobei der letzte Summand die Konvergenz erzeugt) fiir z € C\Z. Fassen wir die Terme
zu +m zusammen, so ergibt sich

0= S ()

e -—m zZ+m

als Losung der Integrationsaufgabe, eine meromorphe Funktion zu diesen gegebenen Haupt-
teilen zu finden. Tatsédchlich ldsst sich diese Funktion f noch genauer identifizieren:

Korollar 13.3. E] Es gelten:

- :i+i(—1)m< L ! ):z- g U (13.3)

sinmz — z—m z+m e 22— m?
T \2 > 1
= —_—. 13.4
(Sin 7rz> m;m (z —m)? (134)

4 Analogon fiir den cos als Ubungsaufgabe
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Beweis. Die meromorphe Funktion f(z) besitzt dieselben Hauptteile wie —"—; sie unter-
scheiden sich also nur um eine ganze Funktion. Diese Differenz ist 1dentlsch Null wie man
leicht aus dem Additionstheorem

C Satz BW) 00 2
—— =cot~ —cot( TE™ — 4+ —_
sin ¢ 2 ¢ z Z ‘22 —m?

und der Partialbruchzerlegung des cot aus Satz entnimmt. Dies beweist die Formel
(113.3); (13.4) folgt aus gliedweise Differentiation der kompakt konvergenten Reihe ((13.3]).
0

Bemerkung. Alternativ hiatten wir auch die Partialbruchetnwicklung des cot aus Satz
tiber die Vorgabe der Hauptteile

1

zZ—m

hm(2) =

fiir m € Z herleiten konnen. Der Beweis des Mittag-Leffler’schen Satzes [I3.2] fiihrt dann
auf die kompakt konvergenten Reihe

(mcotmz =)— + Z ( 1)

o \z—m i
m#0

was nach zusammenfassen der Terme zu +£m genau zu der Darstellung aus Satz fiihrt
(die konvergenzerzeugenden Summanden % addieren sich dabei zu Null auf — was aber
die Konvergenz nicht beeintrachtigt!).

Ein weiteres Beispiel:

Beispiel 13.1. Fiir 2 = —n mit n € Ny schreiben wir nun die Hauptteile
—1)" 1
b D"
n! zZ4+n

vor. Die Reihe

—1)” 1
Z+n

:§<

konvergiert fiir z # —n, n € Ny (wegen des Faktors n! im Nenner) lokal gleichméRig,
definiert also eine meromorphe Funktion in C. Diese hat etwas mit der Gamma-Funktion
zu tun! Fir Re z > 0 gilt bekanntlich (vgl. Beispiel

1 0o
/ t*levtdt =T'(z) — / t*te~tdt;
0 1

(das Integral rechts existiert fiir alle z € C), definiert also eine ganze Funktion. Mit Hilfe
der Exponentialreihe gilt (dank glm. Konvergenz):

/ tz 1 —tdt / tz—i—n ldt
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13. Partialbruchzerlegungen

vertauscht man nun ,,> > und ,,[“, so erhalt man

tz+n 1

Z4+n

= [f(2).

t=0

- (‘nll)" .

Auf diese Art und Weise haben wir folgenden Satz gewonnen:

Satz 13.4. Die Gamma-Funktion I'(z) besitzt eine analytische Fortsetzung als eine in C
meromorphe Funktion mit der Partialbruchzerlequng

— (=1)" 1 a1t
T(z) = . / Lot dt: 135
(2) Y;) n! z+n * 1 c ( )
sie besitzt Polstellen genau in den Punkten z = —n, n € Ny (welche allesamt einfach
sind), mit Residuum
_1)
Res,—_,['(z) = (=1) : (13.6)

Bemerkung. Die meromorphe Fortsetzbarkeit war bereits Gauf bekannt’} die Partial-
bruchzerlegung wurde zuerst vom Wiirzburger Mathematiker PRYMH 1876 bewiesen.

In einem spéteren Kapitel werden wir uns mit dem verwandten Problem der Konstruktion
holomorpher Funktionen zu vorgegebene Nullstellen widmen.

Svgl. Ana III, Korollar zu Satz 6.4
5PryM, FRIEDRICH, 1841-1915
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14. Ganze Funktionen endlicher
Ordnung

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (Korollar besitzen nicht konstante Polynome
in C genau so viele Nullstellen wie ihr Grad angibt, Holomorphe bzw. meromorphe Funk-
tionen konnen hingegen unendlich viele Nullstellen haben (z.B.: sin z bzw. cot z), aber
auch keine (exp z). Tatsédchlich ,kann* eine Funktion umso mehr Nullstellen besitzen, je
schneller sie gegen unendlich wéchst!

Eine quantitative Version dieses Prinzips liefert der folgende:

Satz 14.1. Jensen’sche Formell] 1898:

Es sei Q C C offen und enthalte den Abschluss der Kreisscheibe Dr(0) = {z | |z] < R}.
Ferner sei f holomorph in Q, f(0) # 0, und f verschwinde nicht auf dem Kreisrand
Cr = 0Dg(0). Bezeichne (i, ..., n die Nullstellen von f in Dgr(0) (mit Vielfachheiten),
so qilt

Linge ist Anz. d. Nst.
/_A_\

log | £(0)] — 210 'C” :1/2”10g\f<36w)\d¢. (14.1)
2m Jo . ,

~ J

=log(11(0) I 1%)

=cR

Beweis. Zunéchst stellt man fest:

1. Erfilllen f; und f, die Voraussetzungen von Satz [14.1] so erfillt f;fo die Vorausset-
zungen von Satz [14.]]

2. Erfilllen f; und f, jeweils die Gleichung (14.1)), so erfiillt f;f, die Gleichung ((14.1))

wegen

log | 1(0) f2(0)] = log [ f1(0)| + log | f2(0)|

Es gilt:
f(2)
O R Ee e KRR NN Rt
=:9(2)
wobei ¢(z) eine holomorphe Funktion ohne Nullstellen ist, da ¢; fir j = 1,...,n die

Nullstelle der Funktion f(z) beschreibt.Idee: Zeige, dass fiir g und fiir z — z — (; die
Gleichung (14.1)) gilt. Wegen 1. und 2. gilt (14.1)) dann auch fir f.

LJENSEN, JOHAN L.W.V. 1859-1935
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14. Ganze Funktionen endlicher Ordnung

(i) ¢ (ohne Nullstellen in Dg(0)) erfiillt (14.1)
Nach Satz [10.3] gibt es eine holomorphe Funktion h, so dass g(z) = exp(h(z)),
also |g(0)| = |exp(h(z))| = exp |Re h(z)|. Zu zeigen ist:
2m

1 A 1 )
Re(h(2)) = log|9(0)| = 5 /) 2 log |g(Re'®)| do = 57, Reh(Re®)dg  (142)

was der Cauchy’schen Integralformel in Kapitel [ entspricht. Es gilt sogar

1

T or

noy=- [ 7 h(Re®)do (14.3)

Damit folgt, dass g (ohne Nullstellen) der Gleichung (14.1)) geniigt.
(ii) Betrachte nun z — z — (. Zu zeigen ist

2 .
log |(| = log’g +A log |[Re'? — (| dy (14.4)
—log|¢|—log R log B|eie— &

=log R+log ’ ei“’—w’

: _<
mit w=%

Es ist also nur zu zeigen,

2w
0 :/ log
0

fiir w = % mit |w| < 1. Betrachte

) 27 )
e — w‘ dp = / log ‘1 —we "?dy (14.5)
0

F(z)=1—-wz,
F(z) # 0in Dy(0). Nach Satz ist
F(z) = exp(G(2))
mit einer holomorphen Funktion G. Damit erhalten wir
log |F(2)| = ReG(2).

Wegen F'(0) = 1, also log |F'(0)] = 0 gilt

- 1 2T .
0 = log |F(0)| 7/ log |F(¢'9)] do
21 Jo
1 2 —ip
= %A log ‘1 —we

und damit folgt die Formel ([14.5)). ]

do

Bemerkung. Aus der Jensen’schen Formel gewinnt man Informationen {iber die Nullstellen-
Anzahl in Abhéngigkeit von der Gréfe der zu Grunde liegenden holomorphen Funktion.
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Korollar 14.2. Unter den Voraussetzungen von Satz bezeichne n(r) die Anzahl der
Nullstellen von f (mit Vielfachheiten gezihlt) in der Kreisscheibe D,(0) = {z € C| |z| <
r}, wobei 0 < r < R ist. Dann gilt

R dr 1 i

| n0) = o [10g|£(Re)|dp — 10g | £(0)] (14.6)
0 r 2m

Beweis. Bezeichne (i,...,(y wie gehabt die Nullstellen von f in Dg(0), so geniigt es

wegen der Jensen’schen Formel ([14.1]) zu zeigen, dass

R
Tl 14.7
om0 2 log| (14.7)
gilt.
Es gilt
- R N R dr
log |—| = / @
Wir definieren uns
( .
(r) = 1 fiir r > |G|
= iO sonst ’
dann gilt
N
> () = n(r).
n=1
Nun folgt (|14.7)) sofort aus
al dr XL (R dr R N dr
S e T =D w5 = [ Xm0
=n(r)
R dr
—A n(r)7
O

Definition. endliche Ordnung und Ordnung von f
Eine ganze Funktion f ist von endlicher Ordnung < p, wobei p eine positive reelle Zahl
sei, wenn es Konstanten A, B > 0 gibt mit

[fR) < A-exp(B-[2]°)  Viec

gilt Die Ordnung von f ist das Infimum p; := inf g aller o > 0, so dass f von einer
Ordnung < p ist.

Beispiel 14.1. z — exp(2?) hat die Ordnung 2.
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14. Ganze Funktionen endlicher Ordnung

Satz 14.3. Ist f eine ganze Funktion von endlicher Ordnung < p, so gelten
1. Die Anzahl der Nullstellen von f in |z| < r geniigt der Ungleichund?.

n(r) <c-r (14.8)

fiir eine Konstante ¢ > 0 und alle hinreichend grofien r
2. Bezeichne (1,(s, ..., N die Nullstellen von f, so gilt fiir alle r > o die Ungleichung

Z mr < 00 (14.9)

Beweis. OBdA sei f(0) # 0 (ansonsten betrachte z +— %, wobei h die Ordnung der
Nullstelle in z = 0 sei). Nach Korollar [14.2] gilt

[T 0T = [ 1og| (e)| do 1o | £(0)

r 21 Jo

bzw. fur R = 2r

[ < [l -

Die Funktion z — n(z) ist monoton wachsend, also ist

[T > i) [T = nr)og 2

Andererseits liefert die Wachstumsbedingung fiir f, dass
27 . 21
A log \f(Rew)\ do < /) log |[A - exp(B - R°)| do
< R

mit einer absoluten Konstanten ¢ fiir hinreichend grofse R, insgesamt liefert das 1. Dariiber
hinaus impliziert 1. Behauptung 2.:

—r(*) - T j+1
ZICnI Z > Gl <Z2” (2"7)

J=02i<|¢n <29t

Cn;ﬁo N ()
K’ﬂ|21 |Cn‘*r<2—jr
1. =X .
< ¥ 279 20D L onst = const! - > 27(e=1) 5o
7=0 Jj=0

genau fir r > p. In (%) wird ein Trick angewandt, bei dem Nullstellen vom Betrag < 1
verschenkt werden. Auferdem ist (xx):

> 1<n(2

29 <[l <291

2Das Wachstum gibt an, wie viele Nullstellen es gibt
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Die folgenden Beispiele zeigen, dass die Bedingung r > p in Behauptung 2. nicht verbessert
werden kann:

Beispiel 14.2.

f(z) =sinmz = 217r (e —e ™).

Es gilt | f(2)| < e™* und speziell fiir z = iz mit = € R folgt, dass f von Ordnung o = 1
ist. Demgegeniiber verschwindet f(z) genau fiir z =n € Z und es gilt 3, [n| " < 00 &
r > 1 (dies ist alt, man 16st dies etwa mit dem Riemann-Integral-Vergleichs-Kriterium).

Beispiel 14.3.

) = eos(=) = S -1

Hier ist f von der Ordnung % und besitzt Nullstellen in z, = ((n + %) 7r)2; ferner gilt
> |za| " < 00 & 1 > 3 (siche Tutorium).

Wir setzen nun unsere Untersuchungen zur Gamma-Funktion fort:

Satz 14.4. Fuler’scher Erginzungssatz:

D(2)[(1 - z) =

v, 14.10
sin(mz) eC ( )

Beweis. Nach Satz (Pryms Partialbruchzerlegung von T') sind sowohl T'(2)T'(1 — z)
als auch $ meromorphe Funktionen mit einfachen Polstellen in Z. Mit dem Iden-

tititssatz geniigt es daher die Identitdt fiir 2 € (0,1) zu zeigen. Wir benutzen die
Integraldarstellung mit v = vt (¢t > 0).

Nl-2)= / e tu " du = t/ e "t (vt) " *dv.
S—— 0 0
€(0,1)

Damit folgt

M1l—2)-T(z) = /OO et /OO e " (vt)*dudt,
—= Jo 0
€(0,1)

mit FUBINI folgt weiter

:/ / e+, =2 dtdy
o Jo
[e'e] ,U—Z
= d
[) 1+wv v

der folgende Teil ist nicht im Handgeschriebenen Skript zu finden

(denn

00 —t(1+v
/ et0mgy — 0 1).
0 14+ wv lt=oo 1+wv
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14. Ganze Funktionen endlicher Ordnung

7777 Ist nicht eigentlich

d e—t(1+v) ot | —(1+wv) __t(1)
dt\ 1+ 1+

Mittels v = e™” ergibt sich das letzte Integral als

+oo ex(l—z) +R %

—00 1—|—€x

e®. Ist nicht eigentlich dann

dr = lim
R—oo J-R 1+ €%

77?7 Angenommen v(z)

oo pT% v~ (oc0) -z
/ Y v = / @) V' (x)dx
o 14w v=10) 14 v(x)
—xz +oo px(1—2)
e e dr.

= cefdx =
/—ool—l-@gj —00 1+€x

oder 777
= £ {iber das Rechteck vz mit den Ecken +R, +R+

Integrieren wir die Funktion f(w) = T
27i, so liefert der Residuensatz (Korollar uns siehe auch Abb. [14.1)

/ fw)dw =27 Resr; f
TR

wobei sich das einzige Residuum wie folgt berechnet:

Resq f = lim (w — 7i) - T e
e(.d

w—T
N

~~

1

" — —1ist (in (+*) eingesetzt). Nun gilt

da €+l — <=¢" ynd mit HOSPITAL lim,,_,,; & =
w—Tt wW—Tl 1

o 6z(iR+iu)

Mfﬂ f(:i:R+z'u)du‘ <[

welches beschrénkt ist gegen exp(z — 1)R bzw. exp(—zR) je nachdem , ob wir iiber die

rechte bzw. die linke vertikale Seite von g integrieren. Ferner ist

du,

1 + e:l:R-‘riu

/+Rf(ac + 2mi)dx = ¥ . /if(x)dx

-R
mit der Funktionalgleichung und der 2mi-Periodizitat von exp. Aufserdem gilt fiir
ez(m+2ﬂ'i)

f($ + 27TZ> = W = 627riz . f(l')
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Insgesamt folgt damit nach dem Grenziibergang R — oo

1 — &™) /%0 f(z)dr = —2mie*™*

bzw.
too e 2mie™ 21
x - - = 7T T
oo 1 + ez 627r7,z -1 ez _ p—miz
m
sinmz
. h
_R+ZF'| K‘{’Z'\i
7 15 To
-R / 1R

Abbildung 14.1.: Skizze zu Beweis von Satz [14.4]

O
23.01.09

Korollar 14.5. 1.

()= 1) - v

F(;—I—z)f‘(;—z): i , D(z)-I(=2) =— -ﬂ

COSTZ ZS8INTzZ

ﬁ ist eine ganze Funktion mit einfachen Nullstellen in z =0, —1, =2, ... und keinen
weiteren Nullstellen.

4. FEs qilt
1
m < ¢y exp(cq |2 log|2]) Vaz0

mit positiven absoluten Konstanten ¢ und cs.

5. F(lz) ist von der Ordnung or = 1.

Beweis. 1. und 2. folgen sofort aus Satz[14.4]
3. ergibt sich aus Satz (oder alternativ aus Satz |14.4]).
4..7Zux >0sein € Nso, dass ¢ <n < x4+ 1. Dann

/ Tt < / At =T(n+1) =n! <n"
1

S logn < e(z+1)log(m+1). (*)

115



14. Ganze Funktionen endlicher Ordnung

Mit der Partialbrichzerlegung aus Satz in Kombination mit Eulers Erganzungssatz
gilt:

1 Satz:mf(l ) .sin7rz
['(2) — 7
Satz [13.4]
Y § e e — /OO e~t=ar ) ST
—nln+1—-2) N T
Sat:m

Mit |sin 72| < ™ und (%) entsprechend

/OO ettZdt‘ < /OO ety 2 oD os(lal+1)
1 N N

fiir z = x 4 iy. Auferdem erklért sich die erste Abschétzung der obigen Zeile mit

‘t—x—iy

_ ‘e(—x—zy)logt‘ _ e—azlogt

Diese Abschétzung beachtend ergibt scih also eine Abschitzung der angestrebten Form
fir den zweiten Term. Fiir den erten Term unterscheiden wir zwei Félle; |y| > 1 und |y| < 1
(wobei nach wie vor z = z + 4y). Im ersten Fall erhalten wir:

> (=)™ sinz

=1
Z%]n!(n—l—l—z) T n!

ey
n=0 n:

wobei [n+1— (x —idy)| > |iy| > 1 ist. Im zweiten Fall wihlen wir k& € Z so, dass
—%§x<k‘—|—%. Wenn k > 1, dann ist

> (=)™ sinz (—1) sinz 3 (—1)"sinmz

;::On!(n—{—l—z) T ——7(k—1Dlk—2) nln+1—2)r

n+l=k n#k—

Rechts sind beide Terme beschrénkt; der erste, da sinmk = 0, der zweite lasst sich wieder-
um gegen E abschétzen. Fir k < 0ist x < 5 L und die Reihe wird analog wieder durch
>4 = maJorlslert

5.: Nach 4. ist ﬁ ganz von einer Ordnung < 1. Mit der Stirling’schen Formel (Bufs-

und Bet-Tag-Vorlesung Ana III)

n n
| ~ _
nl ~ V2 (e) (14.11)
fir N> n — oo (hierbei ist f(n) ~ g(n) < lim, % = 1) folgt, dass die Ordnung = 1
ist. [

Bemerkung. Alternativ geniigt fiir 5. auch die ,,schwache Stirling’sche Formel*

Fn+1)=n!= H = Z exp(log k) = exp (Z log k;)
=1 k=1 k=1
x

= exp An log xdx + O(n)) = exp <m log —

e lz=1

n

+0(n))

= O (exp(nlogn)).
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Genauer als 4. bzw Formel (|14.11)) ist die Stirling’schen Formel

[(z) =V oz 3 e mit |u(2)| <

fiir alle z € C\ (—o0, 0]; es gibt auch Reihenentwicklungen fiir den Fehlerterm p(z) (etwa
von GUDERMANN), die noch préziser Asymptotik erlauben.

117



15. Unendliche Produkte

Definition. Konvergenz des unendlichen Produktes:
Gegeben sei eine Folge komplexer Zahlen a,,. Das unendliche Produkt [ 7, a, heift
konvergent, falls

e entweder alle a,, # 0 sind, der Grenzwert
A := lim H anp,

N—oo el

existiert und A # 0,
e oder es ein M gibt, sodass a,, # 0 fiir alle n > M und

im obigen Sinne existiert; in diesem Fall setzen wir

A:=A" H .
n<M
In beiden Fallen setzen wir -
H ay = A;
n=1

andernfalls heifst das unendliche Produkt nicht existent.

Bemerkung. Ein unendliches Produkt verschwindet also genau dann, wenn mindestens
ein Faktor a; = 0 ist. Die Folge der Faktoren eines konvergenten unendlichen Produktes
konvergiert notwendig gegen Eins.

H a, existiert = lim a, =1

ne1 n—oo
Insofern schreiben wir unendliche Produkte auch gerne in der Form J](1 + «,) mit einer
Nullfolge komplexer Zahlen «,, € C

Unsere erste nicht triviale Beobachtung vergleicht unendliche Produkte und Reihen:

Satz 15.1. Das unendliche Produkt 1, ,(1 + ay,) konvergiert genau dann, wenn es ein
M gibt, so dass
1. ap ¢ (—oo,—1|={z € R |z < =1} fir allen > M,
2. 3 s log(1+ ) konvergiert, wobei der Logarithmus der Hauptzweig des komplexen
Logarithmus sei.
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Beweis. Falls 1. und 2. giiltig sind, so folgt, dass

N

(1+ an) =[] exp(log(1 + av,)) —exp(Zlog —|—an>,
n=M

und mit der Existenz der Reihe bei N — oo (und der Stetigkeit von exp) folgt

ﬁ(l—i—ozn = [ exp(log(1 + a,)) —exp(Zlog +an).
n=1
Existiert Umgekehrt
ﬁ 1+ a,),
so gibt es ein M mit 1+ «,, # 0 fiir n > M. Dann existiert der Grenzwert P der Produkte

PN::

3
I
L=

(1+ ay) und P = 0.

Insbesondere existiert ein M > M, so dass fiir alle m,n > M
e |P, —P,| < 1|P|, da (P,), eine Cauchy-Folge ist.
5 |P| < |P,], weil lim, o P, = P # 0 ist.
Also ist [Py, — P,| < L |P,| bzw. ‘% - 1‘ < % und somit ist

m 1
IT (1+a) e Dy1) = {z 1121 < 5|
k=n+1 —— 2
- 1<%

fiir m > n > M. Wegen lim,, . a,, = 0 liegt der Grenzwert

N
a1 e
k=M+1

in der abgeschlossenen Kreisscheibe D%(l). Mit der Anwendbarkeit des Logarithmus auf
jeden Faktor (und dessen Stetigkeit) folgt

[e.9]

log I (1+ o) Z log(1 + a),
k=M+1 k=M+1
was den Beweis der Umkehrung abschliefst. O]

Bemerkung. Jetzt werden wir uns von dem Logarithmus losen: Konvergiert die Reihe
> log(1 + av,) in Satz 2. absolut, so heifit auch das zugehorige Produkt [T(1 + «,)
absolut konvergent.
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15. Unendliche Produkte

Wir notieren:

Korollar 15.2. Das undendliche Produkt [17°,(1 + ) konvergiert genau dann absolut,
wenn die Rethe Y 77 | o, absolut konvergiert.

Beweis. Mittels
d
log(l1+a) = / i

1,14a] Z

(hier ist [1, o] das gerade Liniensegment in der rechten Halbebene) ergibt sich fiir |a| <
giiltige Ungleichung

1
4

~ lol < [log(1 + )| < o
woraus die Behauptung nach Satz folgt. [
Bemerkung. Die wesentliche Idee ist die Taylorentwicklung des Logarithmus mit
log(1 + a) = o + hohere Terme (nach Taylor)

Definition. unendliche Produkte von Funktionen:

Jetzt gehen wir zu Produkten von Funktionen iiber: Gegeben ist eine Folge stetiger

Funktionen f, : Q — C, definiert auf einer offenen Menge €2 C C, so heifst das Produkt
> (1 + f.) (punktweise) konvergiert gegen die Grenzfunktion f : 2 — C, wenn fiir

jedes z € ()

o0

I+ ful2)) = f(2)

n=1

falls Y- f,, absolut (lokal) gleichméfig auf 2 konvergiert, so heift [T(1+ f,,) absolut (lokal)
gleichmafsig konvergent.

26.01.09
Mit dieser Begriffsbildung ergibt sich aus unseren bisherigen Untersuchungen nun
Satz 15.3. Es sei Q) C C offen und fi, fo,... : Q@ — C stetig. Dann konvergiert das

unendliche Produkt TIo° (1 + f,) absolut lokal gleichmdf$ig auf 2, wenn und nur wenn
es zu jedem Kompaktum K C €2 ein N gibt, so dass
> log(1+ fn) (15.1)

n>N

auf K absolut gleichmdfsig konvergiert. Sind in diesem Fall alle Funktionen f,, holomorph,
so ist auch die Grenzfunktion

F(2) =TI+ Ful2)) (15.2)

n=1
holomorph.
Beweis. folgt sofort aus Satz bzw. Korollar [15.2] sowie den Definitionen; man beachte

dabei die gleichméafiige Stetigkeit der Exponentialfunktion fiir die glm. Konvergenz.
Die Holomorphie der Grenzfunktion ergibt sich mit Satz[6.3] von Weierstrak. O

In Analogie zur Fragestellung aus Kapitel ob es zu jeder Vorgabe von Hauptteilen eine
meromorphe Funktion gibtl] stellen wir das folgende Interpolationsproblem:

Lwelche eine interessante Fragestellung auch fiir eine Klausuraufgabe ist
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Gegeben sei eine Folge komplexer Zahlen (a,,), ohne Haufungspunkt in C sowie

eine Folge nattirlicher Zahlen (k,),. Gibt es eine ganze Funktion f, die genau in
den Punkten a,, Nullstellen der Ordnung k,, besitzt?
Bemerkung. Sind nur endlich viele a, gegeben, so kann f als Polynom
gewihlt werden. Sind f und g ganze Funktionen mit identischer Nullstellenver-
teilung (mit Vielfachheiten gezédhlt), so ist f/g eine ganze Funktion ohne Null-
stellen?] und — wegen des einfachen Zusammenhanges von C— nach Satz von
der Form

‘; = exp<h) bzw. f =4g- exp(h)

mit einer in ganz C holomorphen Funktion h (=holomorpher Logarithmus). Dar-
iber hinaus ist obiges Interpolationsproblem nicht eindeutig l6sbar (da
mit g auch f = g-exp(h) fiir jede ganze Funktion h eine Losung ist). Das Problem
mit den vorgeschriebenen Nullstellen ist eng mit dem Problem der vorgegebenen
Hauptteilen verbunden

Satz 15.4. Ist [ eine ganze Funktion, die genau in den Punkten a, (ohne Hdu-

fungspunkte in C) Nullstellen der Ordnung k,, besitizt, so ist ];((ZZ)) eine meromor-
phe Funktion mit den Hauptteilen

kn !
in den einfachen Polstellen z = a, von i (15.3)

Z—ay,
Beweis. Lokal gilt
f(z) = (2 = an)™gu(2)

mit einer ganzen Funktion ¢, (z), wobei g(a,) # 0 gelten muss. Logarithmisches
Differenzieren fiihrt auf

/ kn /
L= v B,
£ = 0Qn  Gn
wobei i—/: in einer Umgebung von z = a,, holomorph ist. O]

Beweis. Diese unscheinbare Beobachtung liefert bereits einen Losungsansatz fiir
unser Interpolationsproblem (und einen Beweis fiir Satz|15.5): Wir ordnen oBdA
die Nullstellen a,, von f an geméfs:

0= |ao| < |as| <lao| < ..o,

wobei stets der Punkt ag = 0 mit aufgenommen sei, wobei allerdings auch ky = 0
zugelassen ist (falls f(0) # 0). Nach dem Satz von Mittag Leffler (Satz|13.2)) gibt
es zu den Hauptteilen

hn(z) = Fon fir n € N

Z— ay,

2alle Nullstellen von g sind hebbare Singularitéiten von f/g
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15.

122

Unendliche Produkte

eine in C meromorphe Funktion H(z) mit genau diesen Hauptteilen; der Beweis
dieses Satzes liefert zu dem die in C lokal gleichméfig konvergente Reihe

Ho =Sk (5 () ) SAE

Z—a an 570 \ay
hn(2) konvergenzerzeugender
Summand
Hierbei sind die m,, so zu bestimmen, dass die Partialsummen - > (ai) zu
n n

zilan:aln'<11 > an,nz:()( )

Qn

Konvergenz erzeugen! Setzen wir

- (-2 (E )

In () = k;n< L 1§ <Z>m> — H,(2).

9n

so folgt

Falls also das Produkt
z) 1 = zko II 9:.(2)
n=1

kompakt (lokal glm) konvergiert, so ist f nach Satz ganz und verschwindet
nach Konstruktion genau in den Punkten a,, von der Ordnung k, (n € Np).

Fiir den Nachweis der Konvergenz sei R > 0 beliebig und N so grof, dass fiir
n > N stets |a,| > R gelte. Dann ist g,(z) auf

Dg(0) =A{z [ |z] < R}

ohne Nullstellen und

Gn(z)::/ogn )d¢ = /H

existiert fiir z € Dg(0) (mit Integration 0 nach z in Inneren von Dg(0) entlang
eines beliebigen Weges in Dr(0)). Wegen

exp(Gn(2)) = gn(2)

und der Konvergenz der Reihe Y- H,,(z) konvergiert ebenso
> Gulz) = 3 logga(2)
n>N n>N

diese Konvergenz ist sogar gleichméfig auf Dg(0) (dank der geometrischen Reihe,
siehe oben). Damit konvergiert auch [I,,>y gn(2) dort gleichméfig O



Satz 15.5. Weierstraf3’scher Produktsatz (1876):

Es sei ag = 0,a1,as,... eine Folge ohne Hdaufungspunkte in C mit 0 < |aq] <
las] < ..., sowie kg € Ny und ky,ko,... eine Folge natiirlicher Zahlen. Dann
existiert eine ganze Funktion f(z), die genau in den Punkten z = a, von der
Ordnung k, verschwindet. Wdhlt man m,, € N so, dass die unendliche Reihe

Sh( 2ot (2)) (15.9

Z — ap, anm 0

lokal gleichmdflig konvergiert, so kann man f wie folgt wihlen:

== (- Deo (X L)) o9

n=1
(wobei der Term im Ezponenten die Konvergenz erzeugt).

Bemerkung. Der Weierstraft’sche Produktsatz (Satz [15.5]) 16st unser Interpola-
tionsproblem, kann dariiber hinaus auch Produktentwicklung fiir bekannte Funk-
tionen liefern:

Satz 15.6. Fir alle z € C gilt:

sinmz = 7z ﬁ <1 - 22) (15.6)

n=1 77’2
————
=(1-3)(1+3)
Sz=4n
sin mz=0
Sz=meZ
Beweis. Die Reihd?l
1 +oo (_1)m (_1)m
; * m:Z_oo <Z —m + m )
m#0

konvergiert kompakt (und stellt nach Korollar die Funktio
dem Weierstrak’schen Produktsatz [I5.5] gilt also

). Nach

o0

sinmz = exp(h(z))rz ] <1 — %) exp (%»

~ v
~~

existent

wobei h eine ganze Funktion ist. Um zu zeigen, dass die Formel des Satzes besteht,
muss also h(z) = 0, denn zusammenfassen der Faktoren zu +m im unendlichen
Produkt liefert

3Die Produktreihendarstellung von cot 7z, <— und der Gamma-Funktion sind wichtig fiir den Zettel
in der Klausur!
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15. Unendliche Produkte

Hierzu bilden wir die logarithmische Ableitung

1 1 1
PO+ Y ()

sinmz m—o\z—m m
m#0
bzw.
0 2z

1
’/TCO'C’/TZ:h/(Z)—i-*‘i‘ T2 9
Z =R m

/

nach Satz [13.1]

Nach Satz folgt hieraus h/(z) = 0. Damit ist h(z) konstant. Da 327= in z = ()

eine hebbare Singularitat besitzt mit

. sinmz
lim =
z—0 T2
folgt
h(z) = h(0) =0,

Korollar 15.7. ] EULER 1737
Fiur die C-Funktion gz’hﬂ:

o 1 9ri)2k
(o) = 3 o = =G
Was dann insbesondere auf
1 2
¢(2) = nz::l 2= %
1 4
=3 =5
1 6
<@=;M—55

fuihrt.

4Vertretung JENS JORDAN
Sgefiillt Steuding besonders gut, da es mit der (-Funktion zu tun hat
6Zur Erinnerung: Die Bernulli-Zahlen sind wie folgt definiert:

e e DRl
i=0
was zZu
1 1 1
B —, By—, By =0By = ——
1 27 26’ 3 4 307
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Beweis. Wir zeigen:

2koo )
Zz%_—z C(2k) Z

sz

Koeffizientenvergleich liefert dann

BQk 211 2k
c2n = 2

was auf
d sinmz Satzm < 2>
4 ( ) 2 1 1=
Zdz 08 Tz 08 H
d [e%¢] 22 [ele] 272
dzg( %) (2
9522 (X ) = 3 ctons
n—=1 k=11 n—1
wobei fiir (x) gilt:
P2V 1 2k — 1 o L opio 2
(*):<1_nQ>nX:1anz :nz::lﬁz _n2k+22 2
Teleskop;;ummme

Kommen wir wieder zurtick zu

d sin 7z
zlog( ) :z<cot7rz—>
dz TZ 2
(3™ e 1\ 2miz 2miz
o 211 (ezﬂ'z _ e—iﬂz) P - 627riz -1 2
es fithrt auch weiter:
w w © wl o w © w2k
i B2 X Bon——
e —1 73 JX_% T k;) **(2k)!
Korollar 15.8. WALLIS um 1656:
z_ﬁ 4n? _2 2.4-4..
2 54n?-1 3-3:5-5-..
_ (2m)?
S (2n—2)-(2n+1)

(15.8)

(15.9)
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15. Unendliche Produkte

Beweis. Mit Satz gilt:

1

. T 1
t=sin(r—3) =5 I (1= 40)

n

]

Bemerkung. Polynome besitzen nach dem Fundamentalsatz der Algebra (Ko-
rollar eine Produktdarstellung iiber ihre Nullstellen. Inwieweit lasst sich dies
auf ganze Funktionen verallgemeinern? Fiir den sin haben wir den Produktsatz
[15.6] Betrachten wir ganze Funktionen im Allgemeinen:

Seien aq, ..., ay vorgegebene Nullstellen dann gilt
1. Es gibt eine ganze Funktion f welche genau die Nullstellen a, hat, zum
Beispiel
f)=(z—a1) - (z—ag)-...- (2 —an)
2. Alle ganzen Funktionen welche genau die Nullstellen a,, haben, sind von der
Form

1:[ z —aj) exp(g(2))

wobei ¢(z) eine ganze Funktion ist.
Nun seien aq, as, ... eine Folge von Nullstellen ohne Haufungspunkt
1. Es gibt eine ganze Funktion mit genau diesen Nullstellen (Satz [15.5)
2. es gilt der Hadamard’sche Produktsatz (Satz
Eine allgemeine positive Antwort liefert der gleich folgende Hadamard’sche
Produktsatz, den wir nun herleiten wollen.

Satz 15.9. Hadamard’scher Produktsatd:

Sei f eine ganze Funktion endlicher Ordnund] o und k die Ordnung der Nullstel-
len von f in O (bzw. k=0, falls f(0) #0).

Ferner seien ay,... die Nullstellen von f(z)in z # 0 (Entsprechend ihrer Viel-
fachheiten aufgelistet). Dann gilt:

f(2) = 2" exp(P(2)) 001 <1 — ;) exp (Q <Z>> , (15.10)

n=
wobes

o]
Qw):= ).

w
1 m

(15.11)

m=

mit r := [p] = max{N € Z | N < o} und P(z) ein Polynom vom Grad < [g]
(wobei ,,| |“den Gaufklammern entspricht) bezeichne.

"HADAMARD hat diesen Satz gefunden, als er Untersuchungen zur Riemann’schen Zetafunktion anstellte
S4B |f(2)] < A-exp(B2[°)
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Beweis. Betrachte

E(z) = 2* i[l <1 - ;) oxp (Q (;))

Wir zeigen:

1. E(z) ist eine ganze Funktion
2. f(z) = exp(P(z)) - E(z) mit P(z) als Polynom vom Grad < p.

zu 1. Fir |w| < % gilt mit 1 —w = exp(log(1 — w)) und r = [g]

2 3 T
(1 —w)exp(Q(w)) = exp <log(1—w)+w+é+g+...+i>
=W

(vel. Kapitel. Wegen |W| < 2 |w|[" < 1 gilt:
1 — (1 —w)exp(Qw))| = ‘1 — e’W‘ < consty |[W] < consty |w|"

mit den absoluten Konstanten const, const, € RT. Insbesondere gilt

‘1 — <1 — ;) exp (Q <;>>‘ < consts

fir |a,| grok genug. Nach Satz 2. gilt

z r+1

Qn

1
2 <
mn

und ist damit konvergent. Nach Satz [I5.3]ist E auf jedem Kompaktum Kp =

Dg(0) gleichméfig. Damit folgt, dass E lokal gleichméfig konvergiert.

Zu 2.: Klar ist, dass é(—z)) ist eine ganze Funktion ohne Nullstellen (folgt aus Satz

(z

15.5). Mit Satz erhalten wir:

f(2)

EC) = exp(P(z)) (15.12)

mit P(z) ganz und

E(z): =2 ﬁ <1 - ;) - eXp <Qn <Z>> (15.13)

n=1 n

02.02.09
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15.

Unendliche Produkte

mit einem in ganz C holomorphen Logarithmus P nach Satz [10.3] Es verbleibt
zu zeigen, dass P ein Polynom vom Grad < r ist. Zunéchst

(
1 - w|exp(Q(w)) > i

exp(— consts |w|"),

1
2 (15.14)
|1 — w|exp(— consty [w|"), fir |w|>1

Denn: wie oben benutzen wir die Taylor-Entwicklung des Logarithmus und fin-
den. Aufserdem sind die consty, consts, ... (jetzt und im folgenden) absolut und
positive Konstanten!

(1 - w) exp(Qw)) = exp (— > ”m) — e,

m=r+1 m

Wegen ‘ew‘ > e Wlhund [W| < 2|w[™" fiir w| < 1. Dies liefert die erste Unglei-
chung in Formel (|15.14])); fiir die zweite Ungleichung beobachten wir fiir |w| > %,

dass
(1 —w)exp(Q(w))] > |1 — w|exp(—[Q(w)]).
W‘ eIl

dies liefert die zweite Ungleichung von ([15.15]). Die néchste Abschétzung zeigt,
dass das Produkt E abseits der Nullstellen a,, von f nicht zu klein werden kann.
Fiir alle s € (o, 7+ 1) gilt:

v

e

11 (1 — Z) exp (Q <Z>>‘ > exp(— consts |2]”) (15.15)
n=1 n an

Fiir alle z auRerhalb U, {z | |z — an| < |an|”""'}. Ist z = a,,, dann ist E(a,) =
0, dass heifst, die a,, liegen diskretﬂ

Denn: Fiir alle Nullstellen a,, mit |a,| > 2|z| liefert (15.14))

(-a) e (o)

> H exp <— consts
lan|>2|z] !

(15.14) > r+1)
o<t "

an, 2

> exp (— consts 2|1 Y |an|_r_1> :

lan|>2]z]
Hierin ist

s—r—1 s—r—1

|an|77"71 = |an| " |an] < constg |a,| "’ |2|

und da Y |a,|® nach Satz 2. konvergiert, folgt die gewiinschte Abschétzung
(15.15)) fiir das Teilprodukt.

9haben also jeweils disjunkte Umgebungen
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Fiir das andere Teilprodukt bemiihen wir wiederum ((15.14))

(15.14) r
H (1 - z> exp <Q <Z>> > H 1-— z H exp (— consty |— >
lan|<2|2| On @n | Z=|>3 n | =|>3 "
Z r —r
= JI 11— —| exp| —consty|z]" > |ay .
= |>1 tn an<2|z|
an |—2
Hierin ist

exp (— consty |2|" Y |an|™") > exp(— consty |z]*
( ]

(wie oben). Es verbleibt [] (1 — é) abzuschitzen: Nach Voraussetzung diirfen

wir |a, — z| > |a,|”""" annehmen, so dass also

= 1I

2
an

Qp — 2

Z H ’an’77“72 )

z 1
P

1 an

=2

Nun gilt fiir den Logarithmus der rechten Seite mit Satz 1.

(r+2) > logla,| < (r+2) n(2]z|) log(2|z])

<2
lan|<2|z| =Anzahl der ay, mit |an|<2|z|

I43 s o
< constg |z|” log|z| < constg |z]

fiir jedes s > s. Da s > p beliebig war, folgt (15.15)). Die Abschétzung (|15.15)

gilt sogar auf ganzen Kreislinien:

Es gibt eine Folge von Radien Ry, Rs, ... mit lim,, ., R,, = 00, so dass
s z z s
11 <1 - ) exp (Q ())‘ > exp(— consts |2]%) (15.16)
n=1 n n

fiir alle z mit |2| = R,,, wobei s > o beliebig aber fest. Wegen 3 |a,|”" ™" < oo
nach Satz 2. gibt es ein N, so dass

Z |an|77‘71 S i
= 10

Also gibt es zwischen M und M + 1 fiir hinreichend grofses M € N eine reelle
Zahl R € [M, M + 1], so dass die Kreislinien vom Radius R um den Ursprung
die Kreisscheiben {z | |z — a,| < |a,| "'} nicht schneiden. Ansonsten wiirde
die Vereinigung der Intervalle

1

r+1

1
Iy = |]an| - 17 jan] + ||

|an|
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Unendliche Produkte

Abbildung 15.1.: Skizze zu Beweis von Satz Kreisscheiben um a;

der Lénge 2 |a,| """ das ganze Intervall [M, M + 1] iiberdecken und damit

23 a,| T > 1

sein, was im Widerspruch zu

9] o 1

Z ‘an| ! S A

n=N 10
steht. Also ist ({15.16]) bewiesen.
Kommen wir nun zum Ende des Beweises: Mit Formel ((15.12)) und ([15.16)) gilt
fir |z] = Ry,

f(2)

exp (Re P(z)) = ‘ < constyg exp(consts |2]%)

bzw.
Re P(z) < ¢1|2)° (15.17)

Entwickeln wir die ganze Funktion P(z) in eine in ganz C konvergente Potenzreihe
P(z) = b,2",
n=0
so folgt etwa iiber die Cauchy’schen Integralformeln (und Satz

( .
1 2 , : b,R", f >0,
7/ P(Re")e”"™dyp = ?r "=
2m Jo 0, fiirn <0

und zusammen mit dem komplex Konjugierten folgt fiir n € N

1 _ . :
n o_ (P 4+ P ip\ ,—ing
b, R Py A (P + P)(Re"¥)e”"dyp



sowie

1 21 _ ,
— = [T (P 1 P)(Re¥) dy.
Re bo 277%) (P + P)(Re*) dp

—(P+P) (@)

Wegen der Orthogonalititsrelation ([Z™ e~™?dy = 0 fiir n € N) ist damit

5
e,

( )
1 g i sl ine
bn—wR”A {\R ErRe ),_9ODSE“R }e dp
\

=1(P+P) =[(de j

/

< nach (15.17)

fir n € N. Hier ist nach (15.17))
{Re P(Re"?) — consty; R*} < 0.

Multiplikation mit —1 liefert

1 2 .
|b,| < / {consty; R* — Re P(Re™®)} dyp
0

TR* -~
>0 nach Formel (|15.17))
< 2const;; R*7"—2R™"™Reb, .

-

v

—0 —0
falls
s—n<0

Mit R — oo folgt b, = 0 fiir alle n > s > r = [p]. Also ist P(z) ein Polynom vom
Grad <r = [g]. O

Als Anwendung des Hadamard’schen Produktsatzes notieren wir:
Korollar 15.10.

1 = z z
— pF - =
F(z)_e znl;[l <1+n) exp( n), (15.18)
wobet
N

g :Nli_{no()(;—logN):Oj??...
N N dn
nZlNA ?:logN

die Euler-Mascheroni-Konstanté ist.
06.02.09

0wobei nicht sicher ist, ob v rational oder irrational ist
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15. Unendliche Produkte

Beweis. Nach dem Hadamard’schen Produktsatz gilt (mit Blick auf Korollar
T4.5)

z z

fo = PP I (1+ g) exp (_ﬁ) ,

wobei P(z) ein Polynom von einem Grad < 1 ist. Sei also P(z) = Az + B, so
folgt aus

lim 2I'(z) = Res,—o ['(z) =1

z—0

(nach Satz , dass B = 0 ist(da es keinen konstanten Term gibt). Mittels
I'(1) = 1 ergibt sich

e = exp(~P(z)) = Jim. ﬂ (14 ) e (~5)

= Jlim exp <§: (log <1 + :L) - 71l>)

n=1
N1 1
= exp (—]\}1_{1;0 <;n—logN—log <1+N>>>
wobei fiir log N gilt:
al 1 Non+1
log(1+—) =1
2 3 N+1 N+1
-] L Qo | —_— log N
ot 3 M) e (T8)

Teleskop-Produkt

machen wir weiter vor unserer kleinen Nebenrechnung

e =...=¢€

das heifst, A = —~. m

Definition. Gauf$’sches Produkt:
Damit gewinnt man auch das sog. Gau®’sche Produkt['l]

zZ.nl
I'(z) = lim HaREL

n=0 z.(z4+1)-...-(z+n)

(15.19)

fir z£0,—-1,-2,-3,....
Zum Schluss nun noch ein erstaunlicher Satz:

Hygl. Ana III, Korollar zu Satz 6.4
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Korollar 15.11. Eine ganze Funktion f von endlicher Ordnund™, die zwei
verschiedene komplexe Werte a,b nicht als Wert annimmt, ist konstant.

Beweis. OBdA seien a = 1, b = 0 (ansonsten betrachte man die Funktion %;
diese ist = 1, genau dann, wenn f(z) = b und = 0, genau dann, wenn f(z) = a
ist). Da stets f(z) # 0 gilt, ist:

f(2) = exp(P(2)),
wobei der holomorphe Logarithmus P(z) nach Satz existiert und nach dem

Hadamard’schen Produktsatz ein Polynom ist. Wegen f(z) # 1 darf P nicht
verschwinden, was nach dem Fundamentalsatz der Algebra nur fiir

P(z) = const

moglich ist. [

12tatsichlich gilt die Aussage des Korollars auch ohne die Annahme, dass f von endlicher Ordnung sein
muss. Dies ist der kleine Satz von Picard der in der Funktionentheorie 2 bewiesen wird.
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Die Funktionentheorie II spezialisiert sich auf Themen, die an die analytische
Zahlentheorie ankniipfen. Gewisse arithmetische Problemstellungen wirkten als
,Katalysator fiir die Entwicklung der Funktionentheorie im 19. und 20. Jahr-
hundert:

e Thetafunktion zum Beispiel JACOBI (1829)

<m§m qm2>8 = 20 (16 %(_1)ndd3> -

~ /
~~

= Anzahl der Darstellungen von n € Ny als summe von ,8“ quadraten

bzw. Modulfunktionen bzw. -formen (seit EISENSTEIN 1847), sowie elliptische
Funktionen und Kurven (seit POINCARE 1901)

e Die Zeta-Funktion (seit RIEMANN 1859)

g;:;oo;: I (1_1>_1 (Res > 1)

p prim ps
(2m)°

~ 2cos ZI(s)

((1-5=)

(Funktionalgleichung mit Beweis in der Vorlesung) und ihre Bedeutung fiir
die Primzahlverteilung (Stichwort Riemann’sche Vermutung)
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16. Biholomorphe Abbildungen

Im Hinblick auf meromorphe Funktionen ist es Sinnvoll, der komplexen Zahlene-
bene C einen unendlich fernen Punkt ,,00 hinzuzufiigen:

C:=CU{oo}

und folgende Rechenregeln zu vereinbaren:

00 - 001 = 00
a4+ 00: =00 firae C; a#0
a-00:=00
sowie
1
TR
1
— =0
00
nicht Definiert bleiben weiterhin: , 00 4 00, ,,0 - 00,* ,,22*.

Definition. Riemann’sche Zahlensphére:

Die Menge C = C U {oo} heift Riemann’sche Zahlensphire, da sie mit einer
geeigneten Projektion homéomorph zu einer zweidimensionalen Einheitssphére
(Kugeloberflache) ist:

S* = {(z1, 20, 23) € R® | 2] + a3 + 25 — 1}.
Wir definieren hierzu

C= {(xl,xg,()) € R3} c R?
und die stereographische Projektion:

®: SP\{N} — C c R?

T )
(xlaanxi’)) +1 )
1 — T3 1 — T3

wobei N := (0,0,1) der Nordpol und jedem Punkt (z1,z,73) € S*\{N} wird
der Schnittpunkt ®(xq,x9, x3) der Verbindungsgeraden von N durch (zq,x2, z3)
mit der horizontalen Ebene C zugeordnet: hier fehlt das Bild zur Veran-
schaulichung. Klar, denn aus N, z, ®(x) auf einer Geraden ist dquivalent zu

1—z3
Sdet | 0 a9 12213 =0
1 T3 0
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® ist eine Bijektion (anschaulich klar), denn fiir

z = ®(z1, 19, x3)

gilt:
2 2
2 ___ T H X
|z|" = 2z 1= 1)°
_1+563
_1—$3

da (z1,29,73) € S? = 22 + 3 = 1 — 23 und als Umkehrabbildung ergibt sich

2 — 1
g — s
TP+ 1
z—Z
Ty = —T—5
i(]2]* + 1)
z+z
X1 = —
YT+

Bemerkung. Die stereographische Projektion:

e bildet jeden Kreis auf der Kugel, der den Nordpol N nicht trifft, auf einen
Kreis in der Ebene ab,

e bildet jeden Kreis auf der Kugel, der den Nordpol N trifft, auf eine Gerade
ab

Beweis in den Tutorien. . .

Dabei setzen wir ® kanonisch fort mittels

d: 25 C
(0 fallsz =N
m»—>i

®(r) fallsz # N

Damit lisst sich auf C eine Topologie erkliren:

Fiir z1, 29 € C ist die sphirische Distanz

d(z1,22) : = @fl(zl) — @’1(22)‘ )
Dann gilt
2|21 —22| .
d(z1,29) = fiir 21,29 € C
T VP D (P ) 1
2
d(z1,00) =

_ fir z; € C
\V |Zl| + 1

Damit erweift sich d als Metrik auf C; durch den Nachweif der HEINE-BORELL sche
Uberdeckungseigenschaft (sieche Ana IT) folgt
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16. Biholomorphe Abbildungen

Satz 16.1. C ist ein kompakter metrischer Raum.
Beweis. als Ubungsaufgabe. O

Diese Einpunktkompaktifizierung der komplexen Ebene erlaubt eine neue
Sichtweise auf Altbekanntes:

Satz. Satz von Liouville (vgl. Satz[5.4)):
Jede holomorphe Funktion f : C — C ist konstant.

Bemerkung. Hierbei heift f holomorph (meromorph) in co, wenn z —
f(1/2) holomorph (meromorph) in z = 0 ist. Damit beweist sich obiger Satz
wie folgt:

Beweis. Jede stetige Funktion f mit Werten in C nimmt auf der nach Satz [16.]]
kompakten Menge C ihr Betragsmaximum an; ist f zudem holomorph, so folgt
die Konstantheit mit dem Maximumsprinzip. O]

Gegeben sind nicht-leere Mengen U,V C C, gibt es eine holomorphe Bijektion
f : U — V7 Betrachten wir die Einheitskreisscheibe D : {z € C | |z] < 1},
die auf die obere Halbebene H := {z € C | Imz > 0}. Diese Abbildung wird
beschrieben durch z — z% Eine Abbildung auf ein nicht zusammenhéngendes
Gebiet ist nicht moglich (Satz von der Gebietstreue, Satz [7.5).

Beispiel 16.1. Hier fehlen noch die entsprechenden Skizzen

Definition. biholomorph:

Sind U und V offene Mengen, so heifit die Abbildung f : U — V biholomorph,
wenn sie bijektiv ist und sowohl f als auch die Umkehrabbildung f~':V — U
holomrph sind; in diesem Fall heifsen U und V' biholomorph dquivalent.

wichtige Fragen sind:
e Welches sind die (bi-) holomorphen Automorphismen von C bzw. C?

e Biholomorphe Aquivalenz definiert eine Aquivalenzrelation (klar); welches
sind die zugehorigen Aquivalenzklassen?” Wie sieht die Aquivalenzklasse
mit der Einheitskreisscheibe aus?]

Satz 16.2. f : U — V ist genau dann bitholomorph, wenn f holomorph und
bijektiv ist und

fl(2)#0 Vv (16.1)

qilt; in diesem Fall ist

1
)

Die Umkehrabbildung einer biyjektiven holomorphen Funktion ist also stets holo-
morph.

(F - (f(2)) (16.2)

IDies entspricht dem Riemann’schen Abbildungssatz, Beweis folgt in Kapitel 18 oder 19
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Beweis. Angenommen, f’(z9) = 0 fiir ein zo € U. Dann ist
f(2) = f(z0) = ¢+ (z = 20)* + O(|2 — 2|,

mit einer Konstanten ¢ # 0, sowie 2 < k € N. Fiir hinreichend kleines w sei
F(z) :=c- (2 — 20)* — w, sodass fiir alle z mit |z — z| = ¢

f(2) = f(z) —c- (2= 20)"| < |F(2)]
- —
=O(ek+1) lele® —|w]|

bei hinreichend kleinem e > 0. Nach Satz (Satz von Rouché) besitzt f(z) —
f(20) — w mindestens zwei Nullstellen in der Kreisscheibe

|z — 20| < € (k >2).

Da f’(z) # 0 fiir alle z # z hinreichend nahe an zy gilt (f ist nicht konstant),
sind die Nullstellen von f(z)— f(z9) —w verschieden und also ist f injektiv (denn

f(z1) = feey=w = 0 = f(22) — flz6)=w), ein Widerspruch. Die Holomorphie
von f~1 ergibt sich (wie in der reellen Analysis) mit dem Differentialquotienten;
ebenso folgt die Formel fiir (f~1) O

23.04.09

Eine geometrische Charakterisierung biholomorpher Abbildungen:

Definition. orientierter Winkel:

Zu zy € C betrachten wir glatte, von z, ausgehende Wegen ~; : [0,1] — C mit
7j(0) = 20 und vj(t) # O fiir alle ¢ € [0,1]. Der orientierte Winkel Z(v1,72)
zwischen zwei solcher Wege 71, 7 ist definiert als Winkel zwischen den jeweiligen
Halbtangenten

z 20 +7;(0)z :

)

71(0)

Ist € ein Gebiet und f : 2 — C stetig diftbar, so heifst f in 2y € Q Winkeltreu
und orientierungstreu, wenn es eine Umgebung U von z; in € gibt, sodass f |

ein Diffeomorphismus auf eine Umgebung V' von f(zg) ist und fiir je zwei von
zo ausgehenden glatten Wegen 71, 7

Z(fom, foy) =2, ) (16.3)

gilt. f heifst konform, wenn f in jedem Punkt von €2 winkel- und orientierungs-
treu ist, sowie 2 bijektiv auf f(£2) abbildet.

Ist v ein glatter von 2, ausgehender Weg, so ist auch der Bildweg f o v glatt
(klar) und

=

4(’717’72) = arg

(f ©7)'(0) = f:(20)7'(0) + f=(20)7'(0)
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16. Biholomorphe Abbildungen
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mit f, als die partielle Ableitung von f nach z, und f; die partielle Ableitung
nach dem komplex Konjugierten von z. 7/(0) folgt aus dem Wirthinger-Kalkiil.
Ist f holomorph in zp mit f'(z9) # 0, so folgt (siche Kapitel [I)) f:(z0) = 0 und
f2(20) = f'(20) # 0 sowie

(f2)'(0) = f'(20)7'(0).

Im Falle zweier solcher Wege ergibt sich

4(f o1, f 072) = argm = 4(71,’72)

Wegen f'(z9) # 0 ist f lokal umkehrbar (klar) und f also in 2z, winkel- und
orientierungstreu. Es gilt auch die Umkehrung:

Satz 16.3. Sei Q) ein Gebiet, so ist f : 0 — C genau dann konform, wenn
f:Q— f(Q) biholomorph ist.

Beweis. Ist f in zy € ) winkel- und orientierungstreu, so gilt fiir die Wege ~; :
[0,1] = C t — 25 + €t mit 0 < s < 27 jeweils:

Z(fors, forn)=2(Vs%)=s

bzw.

f2(20)e” + fz(z0)e™™
f(20) + f=(20)

721'3)

—18

= arge” ‘-e ,

arg

sodass also arg(f.(z0) + f:(z0)e unabhéngig von s, was f:(zy) = 0 bzw. die
komplexe Diffbarkeit von f in zy nach sich zieht (siehe Kapitel .

Ferner gilt f'(zy) # 0, sonst wére f kein lokaler Diffeomorphismus. Mit Satz
folgt die Behauptung. m

Bemerkung. Konforme Abbildungen sind relevant in der Elektrotechnik, der
Stromungsmechanik, der Kartographie (MERCATOR),. . .



17. Mobiustransformationen

Definition. Mobiustransformation:
Die speziellen rationalen Funktionen der Gestalt

ax +b

&=y (17.1)

mit a,b,c,d € C und |ad — be # 0| heiken Mobiustransformationen (bzw.
gebrochen lineare Transformationen).

Bemerkung. Die Bedingung | ad — bc # 0 | verhindert das identische Verschwin-

den des Nenners bzw. das der Zahler ein konstantes Vielfaches des Nenners ist.
a
(ad — be = det <c d ).
1. Fall: Ist ¢ = 0, so ist f holomorph und bildet C konform auf sich selbst ab
(Automorphismus von C).

2. Fall: Ist ¢ # 0, so hat f einen Pol in —g, ist also meromorph, aber noch
konform auf C\ {—2}.

Zu einer Mobiustransformation f (wie oben) lasst sich auf den Holomorphiebe-

reich leicht die Umkehrfunktion angeben. Wegen | ad — bc # 0| gilt:
a b
(c d) € GLy(C),

wobei GL,, die Menge aller invertierbaren n x n-Matrizen (hier mit komplexen
Eintrégen) ist und die Gruppeneigenschaft der GLo(C) iibertragt sich mittels der
Abbildung:

a b az+b
CID.GLZ(C)—M\/{,(C d) - <f.zHCZ+d>

auf die Gruppe M aller Mobiustransformationen.

Die Mébiustransformationen in GLo(C) induziert in natiirlicher Weise die Hin-
tereinanderausfiihrung von Mobiustransformationen. Gegeben:

_az+b _az+f
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so ist auch

(aac+b03)z + (af + o)
(ca+dvy)z + (cf + do)

(fog)(z) = €M,

denn:
a b a B\ _ [(aa+by aB+0bo
<c d> ' <fy 5> N <ca+dfy cf + db € GL2(C).
Insbesondere ergibt sich die Umkehrung einer Mébiustransformation f (wie

oben) als

dw —b

we [T w) = —

denn:

a b\ 1 d —b
c d) ad-—be —c a )’
——
kiirzt sich bei f—1

Wir setzen Mobiustransformationen

az+b
cz+d

z f(2) =
in natiirlicher Weise nach C fort:
f(=d/c): =00,  f(o0):=

falls hier ¢ = 0 ist, so folgt f(00) = oo mit den Rechenregeln in C. Damit haben

wir die Ausnahme von —<, 2, oo topologisch beseitigt. Dariiberhinaus ist f auch

¢’ ¢’

in co holomorph, denn fiir ¢ # 0 ist die Funktion

w

(F(1/w) = =82 fiir w £ 0,
ii fiir w =0,

holomorph in w = 0 (was z = = = co entspricht).

Jetzt beantworten wir die Frage nach dem (bi-) holomorphen Automorphismen
von C bzw. C (aus Kapitel . Wir bezeichnen mit Aut C bzw. Aut C die Menge
aller Automorphismen von C bzw. @; diese sind jeweils bzgl. der Hinereinander-
schaltung Gruppen.

Satz 17.1. 1. AutC ist die Gruppe aller linearen Transformationen z —
az +b mit a # 0.

2. AutC = M st die Gruppe aller Mobiustransformationen (gebrochen li-
neare Transformationen).



Beweis. 1. Ganze lineare Transformationen z — az + b mit a # 0 sind Au-
tomorphismen von C (klar). Angenommen f € AutC, so ist f eine ganze
Funktion. Wéare f kein Polynom, so hétte f in co eine wesentliche Singulari-
tat (bzw. z — (1/2) eine solche im Nullpunkt auf Grund der Laurentreihen-
entwicklung, siche Kapitel [L1]), insbesondere lige f(C\D) dicht in C (nach
Casorati-Weierstraf), wobei D := {z € C | |2| < 1}. Wegen der Gebietstreue
ist f(ID) ein Gebiet und mit der Bijektivitéit von f folgte:

S(C\D)N (D) =0,

—_—— =~

dicht in C  Gebiet
ein Widerspruch, also ist f ein Polynom. Hétte es einen Grad > 1, so beséfe
/" nach dem Fundamentalsatz der Algebra Nullstellen in C, was Satz
widerspriche. Also f(z) = az + b fiir ein a # 0.

2. Sei f € AutC. Falls f(00) = o0, so ist f |c€ AutC und also nach 1. eine
ganze lineare Transformation (¢ = 0). Gilt f(oc0) = ¢ # o0, so setzen g(z) =
L und f:=gofe Aut C und es folgt h(co) = g(¢) = co. Also h |c€ Aut C.
Dies liefert f = g~ o h € M, wobei h linear ist.

m
27.04.09
Beispiel 17.1. Die Cayley Abbildung z — % € M ist eine Automophrismus

von (@, der R auf die Einheitskreislinie und die obere Halbebene auf die offene
Einheitskreisscheibe abbildet.

IR R A

L +i)  — 2i\~1 1

z+1
—z+1

h(z) =1

(denn: durch Nachrechnen erhélt man Im h(z) = ‘11__‘2:2 fir z # 1)

Beispiel 17.2. Die Inversion am Einheitskreis z +— % ist ein Autmorphismus

von C, z wird auf das Reziproke gestaucht oder gestreckt und an der reellen Achse
gespiegelt. (0 <> 00).
Bemerkung. Mobiustransformationen habe interessante geometrische Eigen-
schaften:
Es sei

az+0b

fe)=_—;#1d

mit ad — bc # 0. Dann besitzt f genau einen oder zwei Fixpunkte. (d.h.
Punkte w € C mit f(w) = w). Fiir ¢ = 0 sind dies w = 0o und w = & falls
a # d. Fiir ¢ # 0 sind die Fixpunkte Losungen einr quadratischen Gleichung:

_aw—i—b

cw+d
& aw(ld—a)w—b=0
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17.

144

Mobiustransformationen

nach dem Fundamentalsatz der Algebra l6sbar und hat zwei Losungen. Insbe-
sondere ist f € M durch Angabe der Bilder von drei verschiedenen Punk-
ten z1, 29,23 € C eindeutig festgelegt: Gilt fi(z;) = fa(z) fir j = 1,2,3 mit
fi, f2 € M, so hat f;' o fi € M die Fixpunkte 2y, 29, 23 (denn f5'(fi(z;)) =
fo ' (fa(2)) = 2). Also fy ' o fy =id baw. fo = f1.

Zeige nun, dass die Vorgabe der Bilder dreier Punkte eine Mobiustransforma-
tion determiniert:

Satz 17.2. Sind z1, 20, 23 und wy, wq, w3 zwei Tripel verschiedener Punkte von C,
so gibt es genau eine Mdébiustransformation f mit

f(z) = w, firj=1,2,3 (17.2)

Beweis. Wegen z;0 # z; fiir ¢ # j definieren wir

z=z1

22—Z3

Dann gilt fi(z1) =0, fi(z2) =1, f(z3) = co. Analog:

zmwy
f2(Z> = :27—?1 )
wo—w3
so dass fo(wi) =0, fao(ws) =1, fo(ws) = co. Die Abbildungen f1, fo € M bilden
die Tripel 21, 29, 23 bzw. w1, wq, w3 also jeweils auf 0, 1, oo ab. O

Die Mobiustransformationen f, fo aus dem Beweis bekommen einen Namen:

Definition. Doppelverhéltnis:
Gilt z; # z; fiir i # j, so definiert der Quotient

2=21
DV(Zl, 29, Z3) = 22212231 (173)
z2—23

das Doppelverhiltnis der vier Punkte z, 21, 29, 23.
Mit den Rechenregeln aus C gilt unter anderem

22 — 23
DV(27007Z27Z3) = 9
Z — Z3
zZ— 21
DV(2721700723) = )
Z — Z3

Bemerkung. Das Doppelverhéltnis definiert (wegen z; # z; fiir ¢ # j) eine
Moébiustransformation.

z+— DV(z, 21,29, 23) € M,

die z1, 29, z3 auf 0, 1, oo abbildet (klar siehe Skizze projektive Geometrie). Dariiber
hinaus ist sie aber auch eine Invariante unter Mobiustransformation:



Satz 17.3. Sind zq, 29,23 € C paarweise verschieden, so gilt:

DV(z, 21,2, 23) = DV(f(2), f(21), f(22), f(23)) (17.4)

fiir jedes = € C und jedes n € M I Ayt €.

Beweis. Die Abbildung g : z — DV(f(2), f(z1), f(22), f(23)) ist als Komposition
von z — f(z) und w +— DV(w, f(21), f(22), f(z3)) ein M&biustransformation mit

g(z1) = DV (f(21), f(21), f(22), f(23)) =0
9(z2) = DV(f(22), f(21), f(22), f(23))
f(z2)—f(z1)
_ e fG) _
f(z2)—f(21)
f(z2)—f(23)

Da nach Satz g damit eindeutig festgelegt ist, gilt

g(z) = DV(z1, 21, 2223).

Beispiel 17.3. Gesucht ist f € M mit f(£1) = —F 1, f(i) = .

+1 — 0 «— -1

. — 1 «— 1

-1 — oo «— +1
f=rftoh

fa(z) =DV (z, —1,7,+1)

setzt man dies in (17.3)) ein, so erhélt man:

z+1

[EnY
i1
z+1
=7

[N
[asy

z—1
fiir f, erhalten wir analog

z—1

= DV(z,4+1,i,~1) = —i
f1(2) (z,+1,i,—1) ZZ+1

die zugehorige GLy(C) Matrix ist:

T 1
F2_<1 _1>a

—1 1
=i )
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17. Mobbiustransformationen

Also

Satz 17.4. Mdobiustransformationen bilden Geraden und Kreislinien auf Geraden
oder Kreislinien ab. Dabei enthdlt jede Gerade stets den Punkt oo (in C) Geraden
und Kreislinien sind hierbei die Bilder der auf der Sphdare S? € R3 gelegenen
Kreislinie unter der stereotypischen Projektion $:52 - C.

Beweis. E|Die Gruppe M der Mdébiustransformationen wird von der Translation
z + z+b Drehstreckung z — s+ z (mit a # 0) und der Inversion z — % erzeugtﬂ,
also geniigt es, die Bilder von Kreisen und Geraden unter diesen speziellen Trans-
formationen zu betrachten. Nur der Fall der Inversion ist nicht trivial. Geraden
und Kreise werden durch Gleichungen der folgenden Form beschrieben:

azZyz+324+0=0
mit o, 6 € R, v € C und vy > ad (Nachrechnen!). Mittels z — % = w entsteht
_ 1 1 1 1
0=ww <a-+7+7+6>
w w w
=a+ YW+ Jw + dww,

also eine Gleichung desselben Typs. (vgl Beispiel [17.3)). O

Jetzt wollen wir die Automorphismen der Einheitskreisscheibe bestimmen.

Satz 17.5. Schwarz’sche Lemmcﬂ Sei f: D — ]Dﬂ holomorph mit f(0) =
Dann gilt:

f() <2l Veep und [f(0)] < 15 (17.5)
Gibt es 0 #w € D mit

[f(w)] = |w| (17.6)
oder gilt

1£'(0)] =1, (17.7)

so ist f(z) = ez fiir ein A\ € R (Drehung).

'Binen Teil wieder als Ubungsaufgabe

Dieser Teil enspricht Ubungsaufgabe 2.2. und ist hier als Ergéinzung des Kapitels (Kapitel Erginzung
zu finden.

3SHERMAN AMANDUS SCHWARZ entwickelte diese ,Lemma® 1869

“mit der Einheitskreisscheibe D = {z € C | |2] < 1}
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Beweis. Sei

) {f(zz) fir 2 #£0
Z) =
g if’(O) fir z =0,

so ist g holomorph (klar). Fiir |2| <7 < 1 gilt nach dem Maximumsprinzip (Satz

7.6)

1£(Q)]
l9(2)] < max = -

1
<=
r

(folgt aus f(D) C D) und iiber r — 1 folgt |g(z)| < 1 bzw. |f(2)| < |z| in D.
[f () < el
da |g(2)| < 1. insbesondere ist

l9(0)| = [f(0)] < 1.

Besteht ferner eine der Gleichungen |f'(0)] = 1 oder |f(w)| = |w| # 0, so er-

gibt sich |g(0)] = 1 oder |g(w)| = 1, womit g nach dem Maximumsprinzip eine
Konstante vom Betrag eins ist. O]
30.04.09

Bemerkung. Um die Automorphismengruppe der Einheitskreisscheibe zu be-
stimmen, betrachten wir:

Z— W

Mafw:»—>1

— W=z

fiir w € D (insbesondere fy = id). Diese ist ein Automorphismus von D, denn fiir
2z =1 1st:

Z—Ww Z—Ww

Jo(2)fulz) = 1—oz 1—wz
2Z —WZ — Wz + ww

p— :1
1—wz—wz+wwzz ’

also ist f,(9D) = OD. Ferner sei f,(w) = 0, so dass also nach dem Satz [7.5 von
der Gebietstreue f(D) = D (und nicht = C\D). Also ist f, € AutD. Bis auf

Drehung ist tatsédchlich jeder D-Automorphismus von dieser Form:

Satz 17.6. Die Automorphismengruppe AutD der Einheitskreisscheibe besteht
genau aus dem Mdbiustransformationen der Form

f(z)=e (17.8)

1—wz

mit A € [0,27), w € D.
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17. Mobbiustransformationen

Beweis. Die Automorphismen von I, die den Nullpunkt als Fixpunkt besitzen,
bilden eine Untergruppe I'y von AutD. Jede Drehung

Ty : 2z ez

mit A € R gehért zu [y, Ist f € [y, so ist auch sein Inverses f~! € I'y und nach
dem Schwarz’schen Lemma (Satz [17.5]) gelten

[f(2)] < Izl

sowie

fir z € D. Also stets |f(2)| = |z| und somit f = ' fiir ein A € [0,27), bzw.
Lo ={Tx|A€0,2m)}. Sei nun f € AutD. Mit w := f71(0) € D gilt

fof,l=flw)=0

(mit f, wie oben), das heiflt f o f;! € 'y und somit folgt nach dem Gezeigten:

fof™t =T,
fir ein A € [0,27) bzw.

F(2) =Tho fu(z) = e* 2=

1—wz

Erganzung

Die folgenden Abbildungen f : C — C bezeichnen wir als elementargeometrische
Abbildungen:
e Translation z — a+ 2z mit a € C
e Rotation z — Az mit A € C\{0}.
e Inversion z %
(a) Zeigen Sie, dass sich jede Mébiustransformation als geeignete Hintereinan-
derausfithrung elementargeometrischer Abbildungen schreiben lasst.
(b) Wieviele elementargeometrische Abbildungen braucht man mindestens um
eine beliebige Mobiustransformation zu generieren?

Bemerkung. Einen aus a, b, ¢, d kann ich normieren:

az+b
cz+d

Z —
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1. Fall: O.B.d.A.seic=1:

1
b—ad) - b—ad) -
z+d'—>( a)z+dH< a>z+d

Z— z+d—

2. Fall: ¢c=0
a a b az+b

T T
(b) Fiir den Fall ¢ # 0 braucht man 4 Transformationen, denn

1. Es muss eine Inversion vorkommen, sonst ist

f(z) € Aff :={az+b|a e C\{0},beC}

2. Fiir die 3 Parameter a, b, d braucht man je eine Translation oder Rotation.

_az—l—b
 2+4d
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18. Normale Familien

Bemerkung. Es ist ein unglaublich starkes Gebiet, allerdings muss man es schon
mogen.

Definition. Familie Sei (2 € C ein Gebiet, dann heiftt eine unendliche Menge
F von f: € — C eine in 2 gleichméafiig beschrankte Familie, wenn ein M
existiert, sodass

f(2)| <M
fiir alle z € Q und alle f € F.

Satz 18.1. Satz von Montell, 1907

Es ser F eine gleichmdfiig beschrinkte Familie holomorpher Funktionen f : U —
C, wobei U C C offen. Dann besitzt jede Folge von Funktionen f, € F eine in U
kompakt konvergentd!| Teilfolge.

Bemerkung. Der Satz erinnert ein wenig an den Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS
(Analysis I):

Beweis. (vgl. Satz von ARZELA ASCOLI in der Funktionalanalysis):
Sei (fn)n eine Folge in F. Wir zeigen zuerst:

Behauptung 1: Fiir jede kompakte Menge K C U und jedes € > 0 existiert ein
0 > 0, sodass

[fn(2) = faw)| <€

fir allen € N z,w € K mit |z —w| < 4.

Bemerkung. Die f, sind also gleichgradig stetig auf jedem Kompaktum,
insbesondere ist jedes f,, glm. stetig

Wire die Behauptung falsch, so gidbe es ein € > 0, so dass fiir alle § > 0 ein
n € N existiert, sowie z,,w, € K mit

|fa(2n) = fulwn)] > €

und |z, — wy| < J. Verkleinern von § liefert Folgen von Punkten z,, ,w,, € K
mit

lim |z, —wp, | =0
k—oo
und

|fnk(znk) - fnk(wnk” > €.

Hokal gleichméfig konvergent auf jedem Kompaktum
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Wegen der Kompaktheit von K existiert nach dem Satz von BOLZANO
WEIERSTRASS eine Teilfolge (2,,, ) und (wy, ) mit

lim z,, =z = lim w,,

m—00 m—00

Ist o > 0 so, dass U die Kreisscheibe D3, (z0) enthélt, sowie my € N mit
‘znkm — zo‘ <o
und
‘wnkm — zo‘g
fur alle m > my. Ferner gelte (nach Annahme iiber F)
[f(z)l < M

fir alle z € U, f € F. Dann folgt mit der Cauchy’schen Integralformel ([5.2))

von Satz 5.2l
1 1
/ Fun,, (€ ( — - <—wnkm> dc‘

‘fnkm ( ”km ) fnkm ”km 27T

|C—Zo| =20

Wir schétzen trivial ab und erhalten

Ao

<

nach Konstruktion erhalten wir

2M
— ‘znkm — Wy,

0

7.

Im Widerspruch zu

[ ) = S (@, )| >

Dies beweist Behauptung 1!

Behauptung 2: Es existiert eine Teilfolge von (f,,),, die auf einer abz&hlbaren

und dichten Teilmenge V' und U konvergiert.
Zum Nachweifs setzen wir

Vi={z€U|Rez,Imz € Q} (=UnN(Q+1:Q)).

Damit ist v abzdhlbar und dicht in U (klar) und wir diirfen also schreiben
V ={z, | n € N}. Es gilt nach Voraussetzung:
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18. Normale Familien

Die Zahlenfolge (f,(21))n ist beschrankt. Sei (f1,(z1))1n eine konvergente
Teilfolge (existent Dank Bolzano-Weierstrafs).

Die Zahlenfolge ( f1,(22))1n ist beschréankt. Sei ( fa,(22))2n eine konvergen-
te Teilfolge, (existiert nach Bolzano—Weierstraﬁ)ﬂ
Sukkzessive ergibt sich fiir jedes k& € N eine Teilfolge (fxn)kn von (fy)n, so dass
die Zahlenfolge ( fin(2;))nen fir j = 1,..., k konvergiert. Sei nun g, := fi,, so
ist fiir n > m nun (g, ), eine Teilfolge von ( fi,)ms und folglich ist (g,,(2;))nen

konvergent fiir j = 1,..., m. Betrachten wir das ganze im Diagonalverfahren:
Jir fi2 fi3
Jar fao fa3

f31 f23 f33

Da hier m € N beliebig, ergibt sich die Konvergenz von (g, (2;)) fiir alle j € N
bzw. z; € V. Das liefert Behauptung 2!

04.05.09

Behauptung 3: Die Funktionenfolge (g,,) konvergiert gleichméfig auf jeder kom-
pakten Teilmenge K C UF] Denn: Da die g, eine Teilfolge von (f,) bilden,
gilt nach Behauptung 1:

Fiir alle € > 0 existiert ein § > 0, so dass

3

lgn(2) — gn(w)] < 3 VneN, zwex Mit |z —w| <6 (18.1)
Auf Grund der Kompaktheit von K gibt es endlich viele Produkte z1, 2o, ..., 25 €
VN K, so dass
N
K C UDj(Zj)7 Dj(Zj) = {ZE(C| |Z—Z]‘ <5}
j=1

Nach Behauptung 2 existiert ein ng € N, so dass m,n > ng gilt:
€
[9n(25) — gm(2))] < 3 Viz1,..N (18.2)

Sei nun z € K beliebig, so existiert ein z; (1 < 7 < N) mit |z — z;| < 0.
Dann folgt fiir m,n > ng nach (18.1]) und (18.2))

19n(2) = gm ()] < |90(2) = gn(2)] + 90 (25) = g (2))| + |9m (%)) — gm(2)] < &
dabei héngt ng nicht von z sondern nur von K ab. Mit dem Cauchy-Kriterium

fiir Funktionenfolgen ergibt sich die gleichméfige Konvergenz von (g,), auf
K (Behauptung 3).

Znebenbei ist (fo,(21)) konvergent
3 Aus Behauptung 1 wissen wir bereits: g, (:= fn,) konvergiert punktweise auf einer abzihlbaren dichten
Teilmenge
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Da K eine beliebige kompakte Teilmenge von U war, ergibt sich die Aussage. [

Bemerkung. Ist U C C offen, so heifst eine unendliche Teilmenge F von Funk-
tionen f : U — C eine normale Familie , wenn jede Folge (f,,) in F eine in U
kompakte Teilfolge besitzt.

Damit formuliert sich der Satz [I8.1] von Montel wie folgt:
Satz. Jede gleichmdf$ig beschrinkte Familie holomorpher Funktionen ist normal.

Der néchste Satz zeigt, dass im Falle gleichméfiger Beschrianktheit bereits die

Konvergenz auf einer ,kleinen Menge* die kompakte Konvergenz nach sich zieht.
Satz 18.2. Satz von Vitali:
Sei Q C C ein Gebiet und (f,)n eine in Q gleichmdfig beschrinkte Folge holo-
morpher Funktionen. Gibt es eine Folge paarweise verschiedener Punkte z; € €)
mit Haufungspunkten in Q, so dass (fn(z))n fir alle z; € N konvergiert, dann
konvergiert die Folge der f,(z) bereits kompakt.

Beweis. Sei zy € ) fest gewdhlt und die Folge (f,.(20))n beschrénkt. Nach dem
Satz von Bolzano-Weierstrafs besitzt (f,(20)), einen Haufungspunkt, tatséchlich
zeigen wir zuerst, dass fiir je zwei solche Haufungspunkte wy, ws Gleichheit besteht
(also f,.(z0) sogar konvergent ist):

Seien (fi,) und (fa,) Teilfolgen von (f,,) mit (Achtung: nicht alle j sind hier die
gleichen! Sieh handgeschriebenes Skript)

lim fjn(ZO) = Wy, j = 17 2.

n—oo

Nach Satz von Montel existieren Teilfolgen (g;,) von (fj,), wobei j = 1,2,
welche in  kompakt konvergieren. Mit g; := lim,,_, g;, ergibt sich nach Vor-
aussetzung

91(z) = lim fi(z) = g2(2;)  jeN.

Da die Punkte z; sich in Q haufen, folgt mit dem Identitétssatz[7.I|bereits g1 = g,
und insbesondere

Wy = 91(20) = 92(20) = Wa.

Also konvergiert (f,,), auf Q punktweise; die kompakte Konvergenz der f,, folgt
wie in Beweis des Satzes [18.1F] O]

Die Vorraussatzungen der Satze von Montel und Vitali iiber die gleichméafige
Beschranktheit sollen nun etwas abgeschwécht werden. Hierzu ein technischer
Satz:

Satz 18.3. Sei Q) C C ein Gebiet, so existiert eine Folge von Gebieten €2, mit
den Eigenschaften:

1. Q,, ist kompakt.
2. Q, C Qi1 CQ,

4also iiber die gleichméRige Beschranktheit
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18.

Normale Familien

3. Un:l OOQn == (ﬂ

eine solche Gebietsfolge (S2,,), nennt man eine Ausschépfung von Q.

Beweis. Wir definierten fir z € 2

g(z) := min {1, ; dist(z, GQ)}

(wobei dist(z,02) das Infimum aller Abstédnde von z zum Rand von {2 ist), dann
gilt Do.(2)(2) C Q stets. Die Folge der €2, ergibt sich induktiv wie folgt:

Sei 21 € Q und y := Do.(2,)(21) (C Q klar); sind €y, ..., €, definiert, so sei

QnJrl = U Ds(z)<z>

ZGQn

Dann gelten sicherlich 7. und 2..

Der Nachweifs von 3. folgt mit Hilfe eines Weges v : [0, 1] — € mit v(0) = z; und
v(1) = z € Q beliebig, Ist z # Q, fiir alle n € N, so betrachte man eine Folge
von Punkten

wy € Tr(y) N oY, Vhen

(existent?), welche nach Bolzano-Weierstraft eine konvergente Teilfolge besitzt
und zeige w,, € {1, fiir hinreichend grofes m € N (dieser Beweisschritt als
Ubungsaufgabe). Dieser Widerspruch liefert die Behauptung O

Damit gelingt uns nun

Satz 18.4. Satz von Vitali — allg. Version:

Sei  C C ein Gebiet und (f,), eine in Q lokal gleichmdf$ig beschrdinkte
Folge holomorpher Funktionen, das heifst zu jeder kompakten Menge K C §2 gibt
es ein M mit |f,(2)] < M fir alle z € K und alle n € N. Gibt es paarweise
verschiedene Punkte z; € Q mit Haufungspunkt in , sodass (f,(2;))n fir alle
J € N konvergiert, dann konvergiert die f,(z) bereits kompakt in Q.

Beweis. Sei (2,,)m eine nach Satz existente Ausschopfung von 2. Zu jedem
Kompaktum K C 2 gibt es ein my mit K C ,, fir alle m > mgy. Mit diesem
speziellen Satz von Vitali ergibt sich die kompakte Konvergenz der f, in
jedem solchen €2, bzw. gleichméafige Konvergenz auf K. O]

Satz 18.5. Satz von Montel — allg. Version:
Es sei U C C offen und (f,), eine in Q lokal gleichmdflig beschrinkte Folge
holomorpher Funktionen. Dann existiert eine in U kompakt konvergente Teilfolge

von (fn)n-

Pein Beispiel: C = (),_, D, (¢) fiir jedes ( € C
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Korollar 18.6. Jede auf einer offenen Menge lokal gleichmdflig beschrinkte Fa-
milie holomorpher Funktionen ist normal.

Beweis. (zu Satz und Korollar

Ist U ein Gebiet, so sei U; offen und mit U; C U gewihlt, sowie eine nach dem
speziellen Satz [I8.1] von Montel existente, auf U; kompakt konvergente Teilfolge
(fin) von (f,). Dann folgt mit dem allgemeinen Satz von VITALI die kom-
pakte Konvergenz der fi,, auf U. Ist U nicht zusammenhéngend, so ergibt besitzt
U abzéhlbar viele Zusammenhangskomponenten V;. Analog zum Beweis von Satz
konstruiert man eine Teilfolge (fxn)rn die auf V1U. ..V, kompakt konvergiert.
Die Diagonalfolge ( fiun)mn liefert dann die gewiinschte kompakte Konvergenz auf

J=1

6Korollar ist eine Umformulierung von Satz m
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19. Der Riemann’sche
Abbildungssatz

Nun sollen einfach zusammenhéngende Gebiete in C unter biholomorpher (konformer)
Aquivalenz klassifiziert werden.
Definition. Dabei heift ein Gebiet 2 C C einfach Zusammenhingend, wenn
entweder Q = C ist, oder ein f € AutC (= M mit Satz mit oo ¢ f(Q2) gilt
(was gleichbedeutend mit dem einfachen Zusammenhang von f() ist).
Beispiel 19.1. C ist zu keinem echten Teilgebiet biholomorph dquivalent, denn:
fiir eine biholomorphe Abbildugn f : C — Q muss die offene Menge Q f ( )
kompakt sein, was nur fiir Q = C erfiillt ist. C ist kompakt nach Satz
Beispiel 19.2. Eine ,punktierte Sphire” (2 = Q\{p} ist blholomorph aquiva-
lent zu C, denn: jede Mobiustransformation f mit f(p) = oo bildet Q biholo-
morph auf C ab.
Beispiel 19.3. C ist zu keinem beschrankten Gebiet €2 biholomorph dquivalent
(insbesondere nicht zur Einheitskreisscheibe D), denn: jede holomorphe Abbil-
dung f : C —  ist nach dem Satz von LIOUVILLE konstant.

Es gilt der erstaunliche und tiefe Satz:
Satz 19.1. Riemann’sche Abbildungssatz (1851):
Sei Q@ c C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet, dessen Komplement min-
destens zwei Punkte enthiltoder f € AutC mit oo ¢ f(Q) existiert und einfach
Zusammenhdngend ist. Dann gibt es eine biholomorphe Abbildung f : Q — D.
Hierbei kann man fiir einen Punkt zy € Q, 29 # 00 noch f(zy) = 0 und f'(z9) >0
(positiv reell!!l) fordern, wodurch f eindeutig bestimmt ist.

07.05.09

Bemerkung. Damit existieren also insgesamt (nur) genau drei Klassen biholo-
morph dquivalenter einfach zusammenhangender Gebiete in C, namlich:

1. die Sphére C

2. die Ebene C (« Bsp bis (19.3)

3. und die Einheitskreisscheibe D
Beispiel 19.4. Skizzen von H — D — C~ := C\ (=00, 0], wobei H — D, z —
24 (siehe Bsp [16.1) und D — C~, z — (%})2
Satz findet man in Riemanns Dissertation von 1851; den ersten stichhalti-
gen Beweis gaben FEJER und RIESZ 1922; jetzt eine Variante nach CARATHEO-

DORY um 1928.

Beweis. Eindeutigkeit: Sind f und g zwei solche Abbildungen, soist h = fog™!
ein Automorphismus von D mit

h(0) = f(g7(0)) = f(z0) =0
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und

also ist h =

id bzw. f = gFufnotdy]
Existenzbeweis: wir konstruieren

1. eine biholomorphe Abbildung f; : Q — Q* wobei Q* C D ein Gebiet ist,

sodass f1(z0) =0, fi(z0) > 0 gilt:
Sei also 2 € C einfach zusammenhangend, a,b € (C\Q und oo # 2y €
Q. Wir wihlen einen Automorphismus?| h; € Aut C mit hy(a) = 0 und

hy(b) = oo. Dann ist nach dem Satz von der G/(\e/lbietstreue Q= h(Q)
ein einfach zusammenhéngendes Teilgebiet von C* := C\{0}, insbesonde-
re existiert auf €2; nach Korollar ein holomorpher Zweig g der Qua-
dratwurzel. €); wird durch ¢ also biholomorph auf ein Gebiet 2y C C*
abgebildet.

(Hier fehlt ein Bild von der Abbildung von €2 nach ©; und weiter nach

Qg.)

Dabei liegt Q5 im Aufieren einer passenden Kreisscheibe um den Null-
punkt: Mit w € 5 kann nicht auch —w € {2y gelten, sonst wére ¢ nicht
bijektij. Also impliziert D.(+wp) C 25 mit geeigneten wy € 2 und € > 0,
dass D.(—wo) Ny = 0. Jetzt wihlen wir ein hy € Aut C(= M), welches
(C\D (—wo) auf D. Eine solche Mobiustransformationsbbildung hs existiert
nach Satz . Insbesondere folgt

Q3 : = hQ(QQ) C D.

Mit einem Automorphismus k£ € AutD kénnen wir nach Satz dabei
erzielen, das fiir

fii=kohyogoh;:Q— Q" =k(Q3)CD

sowohl fi(z9) = 0 und f{(29) > 0 gelten (dank der zwei Freiheitsgrade in
der Mobiustransformation € AutD, Satz . Der Konstruktionsschritt
1. ist abgschlossen, insbesondere ist O € Q*.

Im jetzigen Schritt suchen wir unter allen injektiven Abbildungen f :

Q" — D mit f(0) =0 und f/(0) > 0 einen Kandidaten fiir eine Abbildung
auf D. Hierbei wahlen wir f/(0) (als ,Vergrofserungsfaktor von f um den
Nullpunkt) maximal:

Die Menge von Funktionen

F:={f:Q"— D] f ist holomorph und inkektiv mit f(0) = 0 und f’(0) > 0}

2

I'Man erinnere sich hierfiir an T'y < AutD im Beweis von Satz m
eine Mobiustransformation

3Fiir die Umkehrung wiire sonst ¢~} (w) = w? = g7 (~w).
4denn Kreise werden auf Kreise abgebildet
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19. Der Riemann’sche Abbildungssatz
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ist durch 1 (wegen der Einheitskreisscheibe) beschrankt, (das heifit | f(2)| <
1 fir alle z € Q*, f € F) und also eine normale Familie; dabei ist F nicht
leer (denn etwa f =id € F). Sei

a:=sup{f'(0)| f € F} € RU {400},

so gilt: & > 1 (mit der Ableitung von id € F). Nach Konstruktion existiert
eine Folge (f,), in F mit lim,, . f,,(0) = a. Nach dem Satz von MONTELL
(Satz enthélt (f,,), eine lokal gleichméfig konvergente Teilfolge,
welche wir wieder mit (f,),, bezeichnen und die den Grenzwert fj besitze.
Nach dem Satz [6.3] von WEIERSTRASS gilt dann

lim f;,(0) = fo(0) = &

n—oo

und insbesondere a < oo (wegen Konvergenz). Wegen a # 0 ist fy nicht
konstant und wegen

[fn(2)] <1

folgt
[fol2)[ <1, zeQ

mit dem Satz von der Gebietstreue ist fo(Q2*) C D ein Gebiet, also
sogar | fo(z)| < 1. Ferner ist fy sogar injektiv, was sich leicht aus der lokal
gleichméfigen Konvergenz der f, gegen fy ergibt (&hnlich dem Satz
von HURWITZ. — Ubungsaufgabe 3.1). Also gilt fy € F. (fo(0) = 0 gilt
trivialerweise). Um nun fy(2*) = D zu zeigen, bedienen wir uns folgender
Umkehrung des Schwarz’schen Lemmas [17.5, dem Satz auf Seite [159]
Damit beenden wir den Beweis des Riemann’schen Abbildungssatzes wie
folgt: Ist fo(Q*) = D fiir die in Schritt 2. gefundenen Funktion fy, so
folgt mit der in Schritt 1. konstruierten Funktion f; : @ — Q* durch
Komposition

fi=foof1:Q— Dy

biholomorph mit

f(20) = fo(f1(20)) = fo(0) =0

wird

f'(z0) = fo(f1(20)) - fi(z0) > 0

(faktorweise). Ist hingegen fo(Q2*) # D, sowie f = g o fy mit g aus Satz
(siehe Seite [159) eine Funktion aus F mit

f(0) = g(fg@) =g(0)=0



und

f1(0) = g'(f0(0) f6(0) = ¢'(0)ax > a
=0 e
Im Widerspruch zur Definition von a.

[]

Satz 19.2. Sei Q* ein einfach zusammenhdngendes echtes Teilgebiet von D mit
0 € Q. Dann ezistiert eine injektive holomorphe Funktion g : Q* mit g(0) = 0
und ¢'(0) > 1.

Beweis. Sei w € D\Q*. Der D-Automorphismus (siche Satz [17.6) ist

z— f1(2)

Z—Ww

:1—@z

(Bild von ebendieser Abbildung)

schickt w auf den Nullpunkt und den Nullpunkt auf —w. Dabei ist f;(£2*) einfach
zusammenhéngend und 0 € D\{ f1(2%)}; damit existiert auf f;(2*) nach Korollar
10.5| ein holomorpher Zweig h der Quadratwurzel, der zudem injektiv auf f; ()
ist und A(f1(2%)) C D (klar). Sei

a2 —d

1—dz’
wobei d := h(—w) € D und A € R spéter bestimmt wird. Damit ist f, € AutD
(wieder nach Satz |17.6)). Mit

g:=faohofi: Q" —g(Q)CD

z fo(z)=e

ist
9(0) = fo(h(-w)) = fa(d) = 0.
Nun sei A € R so gewdhlt, dass ¢’(0) > 0. Es verbleibt ¢'(0) > 1 zu zeigen: Mit
H = 2?
1st
G:=f'oHof;':D—D

holomorph und auf g(£2*) die Umkehrung von g. Es ist G(0) = 0 und offensichtlich
ist G keine Drehung; nach dem Schwarz’schen Lemma (Satz [17.5|) gilt

[G'(0)] <0

und also
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19. Der Riemann’sche Abbildungssatz

Bemerkung. Hier endet der Teil, der fiir das Staatsexamen relevant ist. Nichts-
destoweniger ist der kommende Teil nicht minder Interessant.

14.05.09

Bemerkung. Der Riemann’sche Abbildungssatz und Analoga fiir Riemann’sche
Flachen besitzen viele wichtige Anwendungen; mehr dazu kann man in ,,Unifor-
misierung” von ROLF NEVANLINNA (Springer 1953) finden.

Wir berichten noch kurz iiber die interessanten Werkzeuge, die wir im Beweis
kennen gelernt haben:
Definition. schlicht:
Sei 2 C C ein Gebiet, dann heifst eine holomorphe Funktion f : {2 — C schlicht,
wenn sie injektiv istE]; insbesondere gilt dann f'(z) # 0 fiir alle z € {2 nach Satz
16.2

Zur Untersuchung der auf der Einheitskreisscheibe erkléarten schlichten Funk-
tionen betrachtet man die Menge:

S:={f:D — C schlicht mit f(0) =0, f'(0) =1}; (19.1)

die Normierung ist dabei keine groke Einschrinkung. Jedes f € S besitzt ins-
besondere eine auf D konvergente Potenzreihenentwicklung

fz)=z+ ianzn. (19.2)

BIEBERBACHﬁ bewies 1916, dass stets |ag| < 2 gilt und vermutete dariiberhinaus
la,| < n fiir alle f € F. Diese Bieberbach’sche Vermutung wurde 1985 von
DE BRANGEY| bewiesen (siche Kapitel [L5] [777])

Bemerkung. In dieser (wie auch in vielerlei anderer) Hinsicht ist also die Koebe-
Funktion extremal:

k(z):(lfz)inn'Z”- <:ij <1iz>>

Zum Abschluss des Kapitels zeigen wir
Satz 19.3. Sei k € S und k(D) = C\(—o0, 1)
Bemerkung. Tatsdchlich besagt der i—Satz von KOEBE-BIEBERBACH, dass fiir

f € S das Gebiet f(D) stets die offene Kreisscheibe von Radius § um den Null-
punkt enthéalt.

Beweis. Die Cayley-Abbildung

1+ =z
7
1—=2

z h(z) =

°bzw. eine biholomorphe oder auch konforme Abbildung f von Q auf f(Q)
6L upwIG BIEBERBACH 1884-1982
"Louls DE BRANGES DE BOURCIA Geboren 1932
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(vergleich auch mit Beispiel [17.1)) bildet D schlicht auf die obere Halbebene H
ab, ihr negatives Quadrat

() =~k = (LE2)

bildet D schlicht auf C\ (—o0,0] ab (injektiv auf Grund der Injektivitét von k
und der Existenz der holomorphen Quadratwurzel). Also folgt die Aussage des
Satzes iiber

- L) o
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A. Approximation und
Universalitat

Bemerkung. Dies ist die Vorlesung vom 22.12.2008

Der Weierstrafi’sche Approximationssatz besagt, dass jede stetige Funk-
tion auf einem kompakten Intervall gleichméfig durch Polynome approxoimiert
werden kann[

Gilt selbiges auch fiir kopmakte Mengen K C C? Was ist das komplexe analy-
tische Analogon des Weierstraft’schen Approximationssatz?

Beispiel. Fiir welche kompakte Mengen K ist beispielsweise die meromorphe
Funktion z — f(z) = % polynomiell approximierbar? Fiir die Einheitskreislinie
C gilt bekanntlich

/CfF(z)dz =2mi #0= /Cp(z)dz

fiir jedes Polynom p (denn jedes solche p ist holomorph und also der Cauchy’sche
Integralsatz anwendbar). Eine notwendie Bedingung fiir polynomielle Approxi-
mierbarkeit ist also, dass das Komplement CK der kompakten Menge K zusam-
menhéngend ist (< K ist einfach zusammenhéngend).

Tatséchlich gilt:
Satz A.1. Approximationssatz von Rungd—ﬂ:
Sei Q2 C C offen und f : Q@ — C holomorph sowie k C 2 kompakt. Dann kann f
auf K gleichmdf$ig durch rationale Funktionen approxximiert werden, deren Pole
in CK liegen; ist in CK zusammenhingend, so kann f auf K gleichmdifig durch
Polynome approzimiert werden.

Der folgende Beweis basiert auf dem Cauchy’schen Integralsatz fiir ein Quadrat:

Lemma A.2. Mit dem obigen Bezeichnungen gibt es endlich viele Liniensegmen-
te Y1, ...,y in Q\K mit

Z SO 4 Voex (A1)

21t Sy C — 2

Beweis. Sei d = c - dist(K, 0, wobei 0 < ¢ < % konstant). Es bezeichne
Q = {Q1,...,Qn} die (nach Heine-Borel) endliche Menge von Quadraten ei-
ner achsenparallele Pflasterung von C durch Quadrate der Kantenldnge d, die
nicht leeren Durchschnitt mit K haben. Ferner seien vy, ....yx die positiv orien-
tierten Kanten der Quadrate in ), welche nicht zu zwei benachbarten Quadraten

LAna IV
2RUNGE, CARL VON 1856-1927
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Abbildung A.1.: Umrandung des Weges mit Liniensegmentes (Beweis zu Lemma, [A.2))

in @ gehoren. Auf Grund der Wahl von c¢ ist stets 7, C Q und v, N K = (. Fiir
jedes z € K, das nciht auf dem Rand eines Quadrates in () liegt, gibt es genau
ein Q; € @ und mit dem cauchy’schen Integralsatz [9.2] folgt:

L [ 1) g { f(2), fiirj =m

2mi ¢—z 0, sonst,

und damit

N f(©)
Z)_mZﬂQm'Z?QmC—

sind Q,, und Q,,, benachbart in Q, so verschwindet das Integral iiber ihre gemein-
same Seite (auf Grund der entgegengesetzten Orientierung), was auf die Formel
(A.1)) von Lemma fithrt, falls z € K nicht afu dem Rand eines Quadrates in
Q liegt. Wegen +,, C 0K mit der Stetigkeit selbiger auch fiir beliebige z € K. [

Lemma A.3. Mit den Bezeichnungen von oben gibt es fiir jedes Liniensegment
v C Q\K eine Folge rationaler Funktionen mit Polstellen auf v, welche das
Integral

/ Cf (_Ozdg (A.2)

auf K gleichmdf$ig approximieren.

Beweis. Sei 7y :[0,1] — C, t — ~(t) eine Parametrisierung von =y, dann gilt

L (@)
/<_2< ) — ~ ().

Wegen v N K = () ist der Integrand F(z,t) = % rechts stetig auf K x [0, 1],
und mit der Kompaktheit von K gibt es zu jedem € > 0 ein 6 > 0, so dass

max |F(z,t1) — F(z.t2)| < ¢ fir |t; —to] < 4.
z€K

Mit demselben Argument wie im Beweis von Satz folgt, dass die Riemann-
Summen des Integrals f; F(z.t)dt jenes auf K gleichmifig approximieren. Dies
beweist Lemma [A3l O
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Bemerkung. Aus der Kombination von Lemma und folgt bereits die
erste Aussage des Runge’schen Satzes iiber Approximation durch rationale
Funktionen.

Fiir die polynomielle Approximierbarkeit sind noch die endlich viele ,,Pole zu
verschieben; hierzu geniigt:

Lemma A.4. Es sei CK zusammenhingend und zo ¢ K. Dann kann die Funktion

Z ﬁ auf K gleichmdj$ig durch Polynome approximiert werden kann.

Beweis. Sei z; ein Punkt auflerhalb einer groften offenen Kreisscheibe um den
Nullpunkt, welche K enthalte. Dann

wobei die geometrische Reihe gleichméfig fiir z € K konvergiert. Deren Partial-

summen sind Polynome in z und liefern eine gleichméfige Approximattion von

Z}ﬂ auf K. Ahnlich verfiahrt man fiir den allgemeinen Fall ﬁ

1

Es geniigt also zu zeigen, dass P auf K gleichméRig durch Polynome in —

z—2z1

approximiert werden kann: Auf Grund des Zusammenhangs von CK gibt es eine
parametrisierte Kurve 7 : [0,1] — CK, ¢ + ~(¢) mit 7(0) = 2o und (1) = z,.
Mit der Kompaktheit von K und ~ ist ¢ := %dist(K ,7) > 0, und es gibt eine
Folge von Punkten wy,...,w; auf v mit wy = zp und w; = z; und

|wj —wj] <o

fiir 0 < j < I. Nun gilt

1 1 1
Wi 2 —ws ] Wit
Z— Wiy 2—w; 1 P

:i%ﬂ——%)"

.
n=0 (’Z _w])n+
e
Y E VZ,.
N

Abbildung A.2.: Veranschaulichung der Punktfolge

Mit der gleichméafigen Konvergenz der geometrischen Reihe folgt nun, dass

Z_i_ﬂ, auf K gleichméfkig durch Polynome in ﬁ approximiert werden kann,
J J

also gilt selbiges fiir .= durch Polynome in -, vermége Induktion. Lemma
[A 4l ist bewiesen. O




Bemerkung. Dies schliefst auch den Beweis des Approximationssatzes von Run-
ge ab; der Beweis liefert leider keine explizite Folge von Polynomen, die eine ge-
gebene Zielfunktion gleichméfig approximieren :(

Allerdings erlaubt der Satz den Nachweis der Existenz einer ganzen Funktion
mit einer ,universellen Approximiationseigenschaft:

Satz A.5. Unwversalititssatz von Birkhoff:

Es gibt eine ganze Funktion f(z), so dass zu jeder auf einem einfach zusammen-
hangendem Gebiet Q) holomorphen Funktion g(z) einen Folge komplexer Zahlen
ai, o, ... existiert mit

lim f(z + a,) = g(2) V.ca, (A.3)

n—oo

gleichmdj$ig auf jeder kompakten Teilmenge von €.

Bemerkung. Dies ist ein wahrlich bemerkenswerter Satz! Die Aussage ist ei-
ne leichte Verscharfung des Birkhoff’schen Originals nach SEIDE und WALSH
(1941), deren Argument wir hier reproduzieren.

N3

Abbildung A.3.: Skizze zum Beweis von Satz [A.H]

Beweis. Fir ein n € N definieren wir die Kreislinie

Cn:={z€C||z—4" 02"},
[,:={z€C||z|4"+2"+ 1}
dann sind die C), allesamt disjunkt und I',, enthélt C;,Cs,...,C, im Inneren , aber
keinen Punkt von C,,.1,C12,.... Die Menge der Polynome in z mit rationalen

Koeffizienten ist abzdhlbar (klar, eben Koeffizientenweise); sei p1(z), p2(2),. ..
eine solche Abzahlung.

Wir definieren eine Folge von Polynomen II,,(2) wie folgt:

Sei IT(z) = p1(2 — 4) und I, = (2) so, dass

|H1<Z) — H2<2)| < fur z € Fh

fiir z € Cy;

NS

‘pg(z —4?) — HQ(z)‘ <
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tatsdchlich gelten diese Ungleichungen nach dem Maximumsprinzip (Satz (7.6
auch fiir alle z aus dem Inneren der jeweiligen Kreise. Ein solches Polynom Il (2)
existiert hierbei nach dem Approximationssatz von Runge [A.T] Allgemeiner sei
I1,,(2) ein Polynom , welches

1
I,_1(2) = I,(2)| < o fir ze ',y

Ipn(z —4") —11,(2)| < fir z € Cy;

1
2n
(bzw. im jeweiligen Inneren) Dann konvergiert die Folge der I1,,(z) gleichméfig
im Inneren jedes Kreises I',,, also lokal gleichméfig in C. Nach dem Satz
von Weierstraf ist die Grenzfunktion f(z) existent und ganz. Tatséchlich besitzt
sie die gewiinschte Approximationseigenschaften: Ist ndmlich g(z) holomorph un
einem einfach zusammenhdngendem Gebiet €, so gibt es mit dem de, Approxima-
tionssatz von Runge eine Folge von Polynomen p,, (z) mit oBdA rationalen
() Koeffizienten, so dass lim,,, . pn, (2) = g(2) fiir z € €2, wobei die Konvergenz
gleichméfig auf jedem Kompaktum in 2 ist. Fiir z € C,, gilt nun mit

dass

<27n+ﬁ+"':2n—1

nach Konstruktion, was fiir n — oo gegen Null konvergiert. Also gilt
lim £z +4%) ~ pa()] =0

fiir alle z, gleichméfig auf jeder kompakten Teilmenge von C (wobei wir natiirlich
wieder das Maximumsprinzip bemiihen). Damit folgt nun fiir unsere Zielfunktion

lim f(z+4")=g(2) V.,

nj—00
gleichméfig auf jedem Kompakten K C €. O

Bemerkung. Mittlerweile kennt man viele Verallgemeinerungen dieses Univer-
salitdtsphanomens. Das prominenteste und im Wesentlichen einzige ,explizite’
Beispiel einer universellen Funktion ist die Riemman’sche Zetafunktion ((s):

Satz A.6. Universalitdtstheorem von Voronin (1975):
Es sei K eine kompakte Teilmenge des Vertikalstreifens {s € C | % < Res < 1}
mit zusammenhdngenden Komplement und g eine auf K stetige nullstellenfreie



Funktion, die im Inneren von K holomorph sei. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein
reelles 7 > 0, so das

max [((s +17) — g(s)| < & (A.4)

die Menge all dieser T hat sogar positive untere Lebesque-Dichte, das heifit diese
Approzimationsaufgabe wird von wielen® shifts T geldst)!

Bemerkung. Die Forderung an die Zielfunktion g(z), keine Nullstellen in K zu
besitzen, hingt eng mit der Verteilung der Zeta-Nullstellen zusammen. Konn-
te die Zeta-Funktion eine Funktion g(z) mit einer Nullstelle in K gleichméfig
approximieren, so folgte mit dem Satz von ROUCHE (Satz , dass ((s) eine
Nullstelle rechts der kritischen Geraden s = % + ‘R (im Widerspruch zur Rie-
mann’schen Vermutung) beséfe . ..
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