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Funktionentheorie |



0. Uberblick

0.1. Literatur

1. Lars Ahlfors ,Complex Analysis“ (bestes Buch, aber erfordert Kenntnisse, bietet Hinter-
grundwissen )

2. Remmert ,Funktioinentheorie I+II“ (Entspricht ungefihr der VL I-II), ganz gut als Er-
gidnzung, nicht geeignet als Ersatz fiir VL

3. Rudin, ,Real and Complex Analysis“ viel Material, Grundlagenwissen erforderlich

4. Comway, ,,Functions of one Complex variable 7

Skript im Internet...

0.2. Uberblick

C -nicht angeordneter Korper der komplexen Zahlen

[ ]
(a,b),a,b € R
(a1,b1) + (az, be) =(a1 + ag, by + by)
((Il; bl) : (azy bz) :(G1CL2 — biba, ar1by — a2b2)
Schreibweise:

z€C= (V*3)z =a+ib(= (a,0)+ (0,1)(b,0))
a =Re (z)
b=Im (z)



0. Uberblick

2 =1T7Cosp+1rsing

= r(cos p + isinp)

= re*¥
21 =rie't
29 =rge'??

21 - 29 =T - Toz = rePriee)
z=re¥ =a+1ib
r=va?®+ b =:|z|

z =konjugiert Komplex

=2z = (a +ib)(a — ib) = a® + b* = |2|?

1 z a—1b a b
H(Z#Z);:zi:cﬂ—l—bz:a2+b2_2a2+b2

(Skizzey Kugel in Ebene C ) Stereographische Projektion

Metrik in C:
d(Zl,Zg) = |21 — 29
(C,d) metrischer Raum
Bemerkung. 1.
lim z, =z

n—oo

lim,, . (Re z,) = Re z
lim,, o (Im z,) = Im 2

2. M CC, f: M — C heifst stetig in zo € M, falls lim,_,,, f(z) = f(20)
1. Weierstrafs

n

P(z) = Zakzk : C—C; az€eC Polynome

k=0
o0
— R(z) = 1(2) rationale Funktionen — f(z) = Z a2
Pi(2) k=0
,,Algeb;a‘Potenz;ez?hen“ We;erstraﬂ
2. Riemann

220 Z— 20
-

/

~
Algebra

ist die sogenannte komplexe Differenzierbarkeit, ist NICHT Aquivalent zur totalen Diffe-
renzierbarkeit



0.2. Uberblick

3. Winkeltreue Abbildungen
Winkel — Tangenten — 1. Ableitung

Rieman und Weierstraf sind identisch, beschreiben also die gleichen Funktionen



1. Holomorphe Funktionen

Definition. komplexe Differenzierbarkeit
M cCc Coffen, f: M —C,zp e M
M heifst komplex differentierbar in zy falls der Grenzwert

z—20 Z— 2

existiert. In diesem Fall heifst ¢ die Ableitung von f in zg, ¢ =: f'(z0)

Beispiel.

1. P(z) =0 _o ar(z — 20)F ist diberall komplex diffbar, mit

P'(z) = Z k-ap(z — 2)F

2. f(z) =7z, 2z0€C

— lim 1Z — Zo| e*‘iso _ o-2ip
=20 2 — 29 2oz |2 — 2|t

lim, .., e~ %% existiert nicht = f(z) = Z ist nicht in zo komplex differentierbar

f(z) = u(z,y) +iv(z,y)
z=z+1iy = (z,y)
fo(2) = up(z,y) + v (z,y)
fo(2) = uy(z,y) + ivy(z,y)

Definition. f ist total (reell) differentierbar wenn u, v die oben genannten Eigenschaften haben.



1.1.

Zo = To + 1Yo
= (z0,%0)
u(o, yo) = u(o, Yo) + uz(To, yo)(x — o) + uy(x0, Y0) (¥ — vo) + a1z, y)|[(z,y) — (o, o) ||
q1 stetig in (zo,%0), ¢1(7o,y0) =0
v(20,Y0) = v(xo, Yo) + va(20, Yo) (z — o) + vy (0, Yo) (Y — o) + @2(x, y)|[(z, y) — (2o, o)l
qa stetig in (o, Yo), 20, y0) = 0
f(z) = ulxo, yo) + iv(xo, yo) + (e + i02) (€ — o) + (uy +ivy)(y — o) + (01(z,y) + ig2(z,y) — 0)
N - Nl A ,

f(z0) fz(20) Jy(z0)
||(‘Ta y) — (x()a yo)”

= f(20) + f;c%(z +20+ (2 —%0)) + fy(zo)%_(z — 20— ((z = %0))) +4q(2)|z — 2|
q stetig in zp, q(z0) =0

= f(ao) + 5 (e = )= = 20) + 5 (e )2 = %0) + )z~ 20)
—_— —
f=(20) f=(20)
() = a(x) =21

q stetig in zp, q(z0) =0

f2(20) und f5(20) sind Wirthinger- Ableitungen

1.1.

Nebenrechnug;:

Z—ZOZ($_37O)+i(y_QO)

1 _
x—xozi((Z—ZO)JF(Z_ZO))
Y10 = (2 — 20— (7 7))

\)

7

Sei f total differentierbar = {&=ICG0) — ¢ (o) | £ (20)Z=20 4 G(2)

Z—20 Z—Z0
Satz. f in zy komplex differentierbar < f total differentierbar und fz(z) = 0 In diesem Fall
ist f(20) = f'(20)

Bemerkung. 1. f komplex differentierbar = [ stetig (in zo)

2. f,qg komplex differentierbar = f+g, f - g, g(g # 0) komplex differentierbar.

3. f komplex differentierbar
= fg(Z(]) = O
= 5(fo+if,) =0
= 1 (uy + 10y + i(uy + ivy)) =0



1. Holomorphe Funktionen

Daraus folgt also:

(uy —vy) +i(vy +uy) =0

[ w=y
Uy = —Uy
Das sind die sogenannten Cauchy-Riemannsche DGL

4. f=u+iv, wu,ve C*M) komplex differentierbar

= Upy = vyz - ny = _uyy

= Ugy + Uyy
= Ugy — Uy

i 8} Laplace Gleichung

= u,v Harmonische Funktionen

9 9N (2,00,
or oy) \a, oy
8 o

(30 )

(foz + fyy)

5. Gleiche Vorraussetzung

o

)s =

I ) B SN

Definition. Holomorphie

M c Coffen, f : M — C, 2y € M, dann heilst f holomorph in z, falls es eine Umgebung
U(zg) C M gibt, in der f komplex differentierbar ist.

f heiltt holomorph in M falls f in jedem Punkt zo € M holomorph ist.

in englischer Literatur:

holomorph = analytisch

Satz 1.1. Eine Potenzreihe P(z) = >, ar(z—20)" mit Konvergenzradius R > 0 ist holomorph
in |z — 20| < R, und es gilt:
P'(z) = Z kag(z — z)"
k=1!

Insbesondere ist P(z) beliebig oft komplex differentierbar, denn die Ableitung ist wieder eine
Potenzrethe und der Konvergenzradius ist wieder der Selbe = Beweis: Vollstindige Induktion.

Es gilt also
F®) ()

k!
Beispiel. 1. f(z) = 7= = Y12, 2" holomorph in |z| < 1

2 f(z) = H% = ZZO:O(_ZQ)k = ZZio(—l)’“z%

Vorsicht: Singularitit bei z = 1!/

,k € Ny

ap —

k . . . —_
8. € =3 1 4, R=00mit e?e” = eV fiir 2y = z und 2, = —z gilt: e + 7 =€’ =1

=e*#0inC

10



2. Cauchyscher Integralsatz

v : [0,1] — C, stetig diffbar heift Weg
T(v) ={v(t) : 0 <t < 1} heifst Triger von

+(t) =a(t) + iy(t); (ygg) T

—y (1 —1)

L(T) = / VED T ROt = / 4(0)] dt

v: Weg, F: T(y) — C stetig

Rechenregel:
1.
| -~ [ Foa 1)
2.
L(y) = /0 5(t)|dt Lange® von (2.2)
3.
[ F0e] < 1) max (7)) 23

11



2. Cauchyscher Integralsatz

Beweis 1. zu 2.3:

seR

Re [ ] F(@)dcﬂ “fre [ [ e"&F(w(t)w(t)dt”

1

Re [e- F( dt‘ /|Re e“F(y(t)y(t)] | dt <
|Re<\z|

/]e“F (t)] dt = /yF N| - |7 (t)|dt
< F(y dt = F)|-L
max [F(y I/Iv dt = max [F(O] - L(2)

a € C = Jyepe” - d=la

d
|al
Durch die Wahl von s:
e |e [P0 | = [re | [ Ficrac]| = [ Ficrad
K ¥

Satz 2.1. v Weg, F : T(vy) — C stetig. Dann ist

0= [ | zecvn)

in jedem z € C\T(vy) holomorph

Beweis 2.

zZ— 20

P
< =<1
- R

¢ — 2o

12



z— 2| =p<R
1 1

(—z (=2~ (2—2)
1 1

— . 1 _z==z
CZO]_C

—20

00 k
. ) Z— 20
“en i)

k=0

—_

abs.& glm.

FO) &= [z— 2 Konvergenz
9= [£9 5 (=

[e.9]
_ Nk
—Z/ _Zm (2 — 20)
k=0 ’Y 0

.?

= f(2)istin zp € C\T' () in eine Potenzreihe entwickelbar, deren Konvergenzradius(mindestens)
der Abstand (zo,T'(7y)) betrégt.

= f ist holomorph in 2y, also holomorph in C\T'(v)

7 sei ein geschlossener Weg (d.h. v(0) = (1)), n(z,~) sei die Windungszahl von ~ beziiglich
2 ¢ T(v)

¥0)=3¢1)
0 =81)
L)
z
T(m | @O
. ; 3

% farg(y(t) — 2) — arg(7(0) - 2)]

ney) =g [ag( ) —2)-a0(0) - 2)

iiber den Verlauf gesehen k - 27

:—/ —arg —z) dt

q(t)

mit arg w = arctan (gg g)

13



2. Cauchyscher Integralsatz

1 ['[d
n(z,v) = oy -/0 [% arctan

‘6(0); h1e]

Windungszahl n(z,7), z ¢ T(v)

‘—QE

= tan

Randbemerkungen zu Skizzen:

e w

f(z) = arctan(x)

1
fl(z) = T2

n(z,7) = 5 (arg(+(1) — 2) — arg(1(0) ~ 2)

= —/ —arg z)dt

q(t)

/—rgq

] ()dt

1) Lm/c }

14

1z
" or q(t) "Mori

dt



Nebenrechnung

4/ (dt) arg g(t) = d/dt avctan 210

Re ¢(t)
B 1 ImRe ¢ — Im ¢Re
— 5 - >
Im Re ¢
1+ (ﬁ) ( )
1 Im ¢-Re g+ Im qRe ¢ Im ¢q qq
g 5 B . — fry — _— Im —_
(Re ¢)? + (Im q) Im (¢q) q-q q

Satz 2.2. v Geschlossener Weg in C, dann gilt

1 [ A
n(z,7) .—%/WC_Z

ist auf jeder Zusammenhangskomponente von C\T(v) konstant gleich einer ganzen Zahl. Auf
der unbeschrinkten Komponente ist n(z,~v) =0

Beweis 3.
z € C\T(v)
p(T) = elo Tt
Dann gilt:
— o)1)
50(7_) - 90( )’)/(T> —
mit ¢(7) = ¢(7)9(7)
_ (T
vl = V(1) — 2
oy ) (1) —2) —A(m)e(r) _
B ey E
=Y(r)=c
_ _ ) -z
= @(7—) - C(W(T) - Z) - 7(0) — 2
©(0) =c((0) — 2) =
) -z
é@(l)_v(())_z_l
, da v(0) =~(1)
_ oJo St
Nebenrechnung:

ew — e:v—l—zy — ex . ezy

= |ew| — et = eRew

15



2. Cauchyscher Integralsatz

Ende Nebenrechung

o pRe@min(zy)) — 1
= Re(2min(z,7v)) =
= Reli(2mn(z,7))
=n(z,7) €R

. g2min(z)

= n(z,v) € Z

= cos(2mn(z, 7)) + isin(2mwin(z,7v)) =0

Da n(z,~) auf jeder Zusammenhangskomponente holomorph und damit stetig ist, folgt: n(z, ) =
const auf der Zusammenhangskomponente.

1
n(z7) = 5

d¢ 1 1 1
< _L _f~- ﬁ
L—C_Z\_ L) 1 L) < fur 2] gno
R/—/
<12
¢7r
= n(z,v) = 0 fiir ,dieses* z

= n(z,7) = 0 in unbeschrinkten Zusammenhangskomponenten (kurz ZK)

Hilfssatz. Q2 Gebiet (offen und zusammenhdngend) f holomorph in Q, f' stetig in Q, v sei ein
geschlossener Weg in Q (d.h. T(y) C Q)

= /VF’(ng =0

L

Beweis.
[ = / PO = [ Zrae
d F((t) = F'(4(t)) (1) = Fy(t) . A0) = (ko)
o) =l = = Jim = T

= F'(y(to)) - §(to)

16



Satz 2.3. (Goursat) Q Gebiet, Punkt p € Q) fest. f stetig in 2, holomorph fir alle z € Q\{p},

Sei A ein abgeschlossenes Dreieck in ). Dann gilt:

» f(Q)d¢ =0
&y
RIS

fiir jedes Dreieck A C €

<

- + -

/BAO

\/(9A0Y 1 /8\0,4

it A

4

Z /8A0,1 f(2)dz

s=1

<

/8 1)

<4 /aAOJ f(z)d=
—

A1
<4 f(z)dz
9N
<4" f(2)dz
9An

S CA,CL A C A
1
L(0A,) = 5 L(0A)

= 3'% (20 #p) mitz € m A,

n=0
f holomorph in zg:

f(z) — f(20)
Ves035>0V z € Q\{p} ‘Z—

— f,(Z())‘ < €

|z — 20| <O

02.11.07

17



2. Cauchyscher Integralsatz

& |f(2) = f(z0) = f'(20)(z — 20)| < €]z — 20
(Skizze 50 fast wie Skizze 46)
Sei e > 0 fest, = J,,enAn, C Ks(20)

/f / (20)2)dz 2 0

geschlosen 1nA0

//f/(zo)(z — z0)dz :/7 Bf/(zo)(z - zo)Q}Idz 25

f(z)dz| < 4™ f(z)dz
PIN Dn,
v | 1(2) = () — F'z0) (= — )] d
0Ang (CK5(20))
< A" L(0An) max |f(z) — f(z0) — f'(20)(2 — 2)|
<elz—z0]
<A™L(OA,,)? -
= (2 "OL(aﬁno))
=& (L(Ag))?
= f(z)dz| =0
8¢
(Skizze 51)
BIN 8A OB aC
< L(04) - max| ()
< L(0A) - max [£(2)
~—— z€A
—0
A — {p}
= f(z)dz=0
PINY

18



(3)

Skizze 52
/ f(2)dz :/ f(z)dz+ [ f(z)dz
Ao Joa JoB B
=0 =0
(4)
Skizze 53

Satz 2.4. (Cauchyscher Integralsatz fiir konvexe Gebiete)

Sei Q) konvezes Gebiet, p € Q. f: Q — C holomorph in Q\{p}, f stetig in Q. Dann existiert eine
(in 2 holmorphe) Stammfunktion F fir f (d.h.: F' = f € Q) Insbesondere ist f7 f(z)dz =0
fiir jeden in Q liegenden geschlossenen Weg ~y. (Folgt aus Hilfssatz)

19



2. Cauchyscher Integralsatz

(Skizze 54-56)

Beweis. Sei a € Q fest, F(z) = [, , f(()d(,z € Q (7 £(¢)dC), zo €  fest

o= [ fodc+ / fodc+ [ fode
YA (2,20]
—_—

[z0,a]
F(z) _Fx0)
= P = Fl) == | JO&
F(z)—-F 1
= (2_—20('20) —f0) =~ - FOdC — F(z0)| = (2 — 20),
1
e IIUICRIICI
1 1 20
Z—Zo/[z,zO]l'dC: Z—Zo/z dq
= == -
0 2=
1
2 =20 /[Z,zo} f<ZO>dC N _f(ZO)
‘w — F(z0)
0

z — zp| max — f(z
= |Z — ZO|| 0| Celrm] ’f(C) f( )|
— 0,2 — 2

= F ist holomorph in 2y, F'(z0) = f(20), 20 € §2 beliebig

20



Satz 2.5. (Cauchysche Integralformel fiir konvexe Gebiete)
Q konvex. f holomorph in Q. v geschlossener Weg in Q, z € Q\T'(y). Dann gilt

L IO
3wt || o = (=)

n=1= f(z):%/%dc

>

Wenn ich Werte eine Funktion kenne, dann kenne ich auch alle Werte im Inneren vom Kreis
(gilt erstmal nur fiir solche Kreise)

05.11.07
Beweis.
z€ N\T(v)
f(2)—f()
e (Fz
0= 75, (L
fir I € Q. g ist holomorph in Q\{z} stetig in
24 ) _ de — f(Z)_f(C)d
2 Lg(@g [
YOG
L Z2=C v 2—C (2.4)
_ [ fQ) dg
= [ e ¢
——
2min(z,y)

Folgerung.

O
1. f holomorph in zy. Dann besitzt f in U(zy) eine Darstellung als Potenzrei-

he: f(2) = > popar(z — z1)F Insbesondere ist f in U(zo) beliebig oft differenzierbar (es
existieren die Ableitungen f*)(2) als holomorphe Funktionen in U(zy) fir k € N)

2. Sei f holomorph in Q, K.(a) C Q Dann gilt:

1 27 ]
f@) = o [ st reeyas
(Mittelwertformel fiir holomorphe Funktionen)

WB)=atr-

1-f<a>:2iﬁ/0 ﬂf(a+r-e"¢>i;?d¢

21



2. Cauchyscher Integralsatz

3. [ holomorph, f =u+ 1w, = u,v harmonisch

2m

Re f(a) = % /O Re f(a+re”)de
2m

= u(a) = %/0 u(a + re'®)dg

Mittelwertformel fiir harmonische Funktionen

Satz 2.6. (Satz von Morera)
Sei Q) ein Gebiet, f : Q — C stetig.
Fiir jedes in Q) gelegene Dreieck A gelte

/ F(O)dC =0
OA

Dann ist f holomorph in Q)

Bewes.

20 € Q,K,(29) C Q
K, (29) = Konvex
F(z) = [ ]f(C)dC
2% F ist Stammfunktion zu f in K, (z0)
= F' = fin K,(2)
= f ist holomorph in K, (z)
= f ist holomorph in Q

\O\

Hilfssatz. ) Gebiet, v ein Weg mit T'(v) C Q. g(2,() : Q@ x T(v) — C sei so, dass

22

(2.5)

(2.6)



1. g(-,¢) holomorph in Q fir I € T(~)
2. Lg(z,¢)d¢. Dann ist F holomorph in Q mit

dz
Pe) = [ g0
Bewezs.
20 € Q
F(z) — F(z) 1
— = —— [ (9(2,0) — g(%,()) d¢
Y o /7 Jito,21 ;”(t,()dt
F(z) — F(2) 1

Z— 20 o [yg’(ZandC = Z— 2 /y |:/[to7z] gl<t7C)dt — (Z _ ZO)g/(ZQ,C):| dC
1 , ,
- Z— 2 /’Y/[t,zo}(g <t7C) -9 (ZO,Q))dtdC

F(Z) — F(ZO) / ’ / / / ‘
—_— 20,)dC| < max t,¢) — ¢'(20,¢))d
P [y ae] < ) s | [ 000 = 0G0
1
< L max "(t,0) — ¢ (20, )| = 0 22—z
_M(V)Mgeﬂ)g( O 90,9 0
v glm stetig
t € [20, 2]
m
O
Satz 2.7. Cauchysche Integralformel fiir konvexe Gebiete (verallg)
Q konvex, f holomorph in ), v geschlossener Weg in ), k € Ny. Dann gilt
k! f(Q)
— | ————d( = (k) O\T
i | G g = eIV, e M)
Beweis. * Zusammenhangskomponente von 2 ohne 7'(7). Dort ist n(z,vy) = const.
o120 = 2L o e )
holomorph in Q* fiir I € T'(7y) fest.
f(©) o
/ *
g (z,() = ———, stetig in Q* x T'(y
(=.0) c )
d¢ =
- C_ i = 5 [ 060 = i) )
1
—d - / !
> |om / Zic = e Ot )
.. Induktion H
09.11.07

23



2. Cauchyscher Integralsatz

f(z) =302 ar(z — 2)*, Konvergenzradius > 0

f(k)(zo)
k!

= f(2) = (2 — 2) Zak(z — zo)k_l

ap = f(Zo):O =ay9=0

Annahme: ag=a;=...=a,, =0

f(z) = (2 — 20)"" Z a(z — zo)k*(mﬂ)

k=m+1

~
#0 in Umgebung von zg

< f hat in zy eine Nullstelle der (genauen) Ordnung m + 1

Satz 2.8. (Satz von der Isoliertheit der Nulstelle)
f holomorph in Q, f # 0 in Q, dann ist jede Nullstele zo von f in C isoliert, das heifit, es gibt
ein Kreis K,(z9) C Q mit

f(z) #0in € Ky(20)\{0}

Beweis.
A:={ze€Q: fhatin z eine nicht isolierte Nullstelle}

1. z € Q\A = entweder z ist isolierte Nullstelle von f = JUs(z) mit f # 0 in Us(2)\{z}
oder f(2) #0 = f #01in Uy(2) C Q

ze Q\{z} = f(2) #0
= Z ist nicht Nullstelle von f
=2z¢ A
= AU(2) C Q mit U(z)U =@
= U(z) c Q\A

= A Abgeschlossen

20 € A= f(2) = Zak(z — )k
k=0

Hzt Qo fl2) =0, z— 2

24



Falls f in 2y eine m-fache Nullstelle hat, so existiert eine Umgebung U(zy) mit f(z) #
0,z € U(z0)\{20}

k

e
=0

z € Ulz)
= U(z9) C A= A offen

A ist also abgeschlossen und offen = A ist also entweder die Nullmenge (nach Bedingung
allerdings ausgeschlossen) oder die Allmenge

1 —

[]

Satz 2.9. (Identitatsprinzip) Q Gebiet, f, g holomorph in 2. Es gibt einen Punkt zy € 0, und
eine Folge {z;}jen € Q\{20} mit

f(z0) = g(z), JjeN

Wenn dann lim;_,. 2; = 2y, so gilt

f=gin

Achtung: Der Satz 1st falsch, wenn man Randpunkte betrachtet!!

Beweis. h(z) := f(z) — g(z) ist holomorph in Q, h(z;) =0, j=1,...

= lim h(z) " [h(z) = 0
——

J—00

=0

B h=0imQ=h=ginQ
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2. Cauchyscher Integralsatz

Satz 2.10. (Maximumsprinzip)
f holomorph in Q. Es gebe einen Punkt zy € € mit

szU(zo)CQ‘f(Z)‘ < ‘f(Z[))’

U(z,)
@

Dan gilt f(z) = f(20) in Q.

Bewezs.
Es gilt:
f(z) = Zak(z —20)", 2 € K,(20) C U(z)
k=0
Sei 0 < R < pund |z|* = 22
‘f(zo + Rew)|2 = Z a RFe® Z apRFe ke
k=0 k=0
= Z ard@; REH e k=0)¢  (glm. Konvergenz)
k,j=0
1 [ . > U Y
= — Re®*?)| do = a R ik=3)e 4
o ) |Gt RED)de kz_:oaka] o ], € ®
<If(z0)I? o S >
o
= PR < | £ (z0)|* = |aol?
k=0
:>a‘k:()7 k:172
= f(2) = ao (= f(%)) in Ky(z)
——
=ag
dentigat f(2) =apin Q und ag = f(20)
[
12.11.07
Maximumsprinzip:
f holomorph im Gebiet €, f # 0.
Dann nimmt |f| in Q kein lokales/globales Minimum an, es sei denn, f = 0.
Beweis. g(z) = f(lz) ist holomorph in €. Falls |f] in zy € € minimal ist, so hat |g| in 2z, ein
Maximum, d.h. also g = const und damit f = const. [
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Satz 2.11. (Cauchy’scher Abschéitzungssatz)
f sei holomorph in Kg(z).
Dann gilt fir alle k € Ny

wobei

Beweis. 0 < p <1

k! f(¢)
f(k’)(zo) =5 /aKp(zo) —(C T d¢

k! f©)
(k)
00 < g 2mo- |
1 k- M

_ kl'- M
=l ‘f(k)(zo)‘ < o

Folgerungen:

(i) Unter der gleichen Vorraussetzung

1) =3 iz — o)t

M
:>|ak|§ﬁ, kGNO

1

Konvergenzradius

Konvergenzradius von Y ,- ax(z — 20)" ist > R

_ ; MY\ F
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2. Cauchyscher Integralsatz

(ii) f holomorph in Q, 2y € Q insbesondere holomorph in Kg(zo)

= )= Y ez - z0)f

~
Konvergenz in Kr(z0)

= holomorphe Fortsetzung

Grélter Kreis um z,
in der Umgebung

die f in ganz C darstellt.

Definition. Transzednez Eine in ganz C holomorphe Funktion

heilst ganze Funktion.

(2.7)

Eine ganze Funktion heift Polynom, falls in 2.7 nur endlich viele der Koeffizienten a; #
0 sind, andernfalls heifst f ganz transzendent = ist nicht transzendent, also Beispielsweise

e*,cosz,sina,. ..

Satz 2.12. Sei [ eine ganze Funktion. Es existiere ein Ry > 0, ein M > 0 und ein n € N,

sodass

fI<M-J2[", VI]z[ = Ry

Dann st f ein Polynom vom Grad <n

Bemerkung. P(z) = >} _ a,2" = n =deg (P) =grad (P)
Genauer: P ist vom genauen Grad n, falls a,, # 0

Beweis. f holomorph in Kr(0), R > Ry, (nach Vorraussetzung: |f(z)| < M - R"

M- R"
2 ] < e keNg
M
:Rk—n

28
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Fiir £ > n gilt:

M R—o0
\ak| S Rk—n — 0
= a; =0, k>mn
= f(z) = Zakzk
k=0

= f Polynom mit deg(P) <n

]
Satz 2.13. (Satz von Liouville)
Sei f eine ganze Funktion und es gelte |f(2)| < M < oo fir alle z € C.
Dann ist f = const
Beweis. Wie in Satz 2.12, nur mit n =0 O
Beispiel.
2 = zF z=r — +00
f(z)=e :ZE {z:—x — 400
k=0
Hilfssatz. .
P(z) = Zakzk
k=0
vom genauen Grad n (a, # 0). Dann existiert ein Ry > 0 mit:
1 n 3 "
Jaul el < 1PE] < a1 12l = Ry
1 |P(z)] 3
S —la,| < < —la,
2‘@‘_ ’Zn| —z‘a‘
Bewezs.
n—1 a
P(z) =a,z" | 1+ kL pken
Qn,
k=0
A(z)
= |P(2)] < |anz"| - |14+ A(2)] < |anz"| - (14 |A(2)])
|P(2)] = [anz"] - (1 —[A(2)])
Es geniigt zu zeigen, dass fiir ein geeignetes Ry und alle |z| > Ry gilt:
A < 3 \ IR, it |2| >R
n—1|a k—n |zl—=o0 0, Mt |2 = Iy
[A(2)] < Xkmo |aE| - Il —
1
= |A(z)| < 5
2
L]
16.11.07
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2. Cauchyscher Integralsatz

Satz 2.14. (Fundamentalsatz der Algebra) Fin Polynom vom genauen Grad n > 1 hat genau
n Nullstellen in C, die Vielfachheiten mitgezdhlt

Beweis. (i) Annahme: P habe keine Nullstelle in C:

= 1% ist ganze Funktion

< == z> Ry

lan| R

= 1% ist Polynom vom Grad 0
= P ist konstant (P = const Wiederspruch zur Annahmel!!)

= P hat (mindestens eine) Nullstelle

(i) Q(z) = £ wobei 2, eine Nullstelle von P ist. (= P(z) = 0)

Z—Z0

||

P()] #4270 3 Jaa- 2] 3
< S ST .7 55 )
1Q(2)] < 2] = 2 Jz—a) Q‘Gn‘ 2 — 2 2|
12| > Ry
Tz > 2 2

= ( ist ein Polynom vom Grad <n — 1

1 2"
Q)1 > 5l
z — z|
750 ~Izln71

= ((z) ist Polynom vom genauen Grad (n — 1)

Induktion p ) at genau n-Nullstellen
O]
P
lim |P(z)| = oo, lim (2) #0
z—00 z—oo | 2"
./ 00 2z — 400 S eR

€ N0 z— —00

Satz 2.15. (Casorati- Weierstraf)
Sei [ ganz transzendent. Dann gibt es zu jedem w € CU {00} eine Folge {z; }ren € C mit:

klim 2z =00 und klim fzx) =w
Beweis. Anahme: 3,cc.  cx0V|e>n, | f(2) —w| > €

g(z) := f(z) ist ganz transzendent, g # 0 in |z| > Ry. ¢g hat in |z| > Ry nur endlich viele
Nullstellen.

(Falls g im Kompaktum |z| < R, oo-viele Nullstellen hétte, so gidbe es einen Haufungspunkt
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mit g(zgp) = 0 — Wiederspruch zur beschrinktheit der Nullstellen!)
NULLSTELLEN: zy,..., %, Vielfachheiten beriicksichtigt

G(z) = % hat in |z| < Ry keine Nullstelle

G(z) ist ganz

= % ist ganz.

Fiir |z| > Ry:

= ng) ist Polynom vom Grad < n (da % keine Nullstelle hat)
14 q

= ) = ¢ = const

[\

1 n
= =Z _
9(2) = - T - =)
k=1
TSI | (R
z)=— z—z
c k)T
Pol;gom
Wiederspruch zur Annahme, dass f ganz-transparent. O

Satz 2.16. f sei holomorph in D = {2z :=|2| < 1}, f: D — D.
Falls f(0) =0 so gilt:

(i) |f(z)| <|z], zeD
(i) |f'(0)] <1

Das Gleichheitszeichen ,=* in (i) (fir ein zo € D\{0}) und (it) gilt genau fir die Funktion
f(z)=X-zmit |\|=1(NeC)

Eine andere Formulierung des Satzes 2.16 ist:
Satz. f: D — D holomorph, f(0) =0

1. |f(2)] < |2], 2z € D\{0}

2. 1) <1

=" kann nur fir Funktionen f(z) = Az auftreten, |\| =1
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2. Cauchyscher Integralsatz

Beweis. g(z) := @ holomorph in D.
Sei zp € D
/(=)
zp)| < max|g(z)| < max
(o), < maxlo(2)] < e 1
|zo|<R<1
1
< —
R
1
fﬁrR_)lSl}giindﬁ = lg(z)| <1in D
@) = f) <zl Veen
. i L@y S O
(ii) j9(0)] = |lim == = |lim =—"—==) = [f/(0)] < 1
<1
Gleichheit in zg € D\{0}
2
el = ol = [ 22 -1
<0
= |9(20)| =1
(2) = )\ = const
R =1
=f(z) =Xz V., |A=1
[F(O) =1
9(0)] =1
= ... (analog)
= f(z) =Xz Al =1 O

19.11.07

Bemerkung. Falls f um z = 0 eine Nullstelle der Ordnung n € N besitzt, so gilt:
If(2) < 2", 2 € D\{0}

Bemerkung. Die Funktion f(z) = A\222,  z € D mit |A| =1 und 2y € D sind die Automor-

1—Z2p2"

phismen von D (d.h. f: 1D — D holomorph bijektiv)

zZ— 2 Z—2 ZZ — 202
— =]\ eiD = |\ |——
£ 1—72,2 Al 1—Eozz Al 1 —7Zpz
N ‘1_507 —
|1 —Zyz

=1
=1

D3> w= A=~ hat genau eine Lisung z € D

1-Zoz

32



Annahme: g €Aut(D),

Satz 2.17. (verallg. Schwarzes Lemma) (Lemma von Schwarz-Pick)

9(0) =0

= |g'(0)] <1

h(w) = g~ Hw € Aut(D))
h(0)=0=[R'(0)] <1

0 >1

= 1g'(0)] =1

= (2.16)g(2) = Az, |A| =1

g € Aut(D),g(z) =0,z €D
T+ z

h(z) = Aut(D

0= (152 ) € Aup)

——

€Aut(D)

h(0) == h(z) = Az

zZ— 20

f e Aut(D) & f(z) = A

1—?02’

f: D — D holomorph, zo € D. Dann gilt:

£(2) ~ S )
1= G f ()

< |z — 20|

- 1—502

z €D, = gilt nur fir f € Aut(D)
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2. Cauchyscher Integralsatz

f :D — D holomorph

f(z):Zakzk, zeD
k=0
1 2 i 2 - 2 92k
— [ ) de = >l r* <1
21 Jo  ~——— —
<1 O<r<l

=Y lal’ <1 (= lal <1, keNy f(z) =2
k=0

Jaol* + Jas|* < 1
SO <1-[f(0)

$’f<z>—f<20> _[1-TCr)

z— 2 - |1 —=Z7
z2—2 1— f 2 ?
= | (e < LGOI
1—|f(= 2
O
1 — [20]

2201 £(0)] < 1— | £(0)]

Bewezs.
IR - ()
1= o)/ (52)

— W (f (f;;ooc)) . W € Aut(D)
=W(f(w(())), W,w e Aut(D)

f:D—D, F(0)=0

2.:1>6 |F C | < gla CG D} ‘F(wfl(z))‘ < ‘w71<2)‘

F(¢)

= W(f()] < Jo™'(2)] = | 7= ;:z
BF Ok LON  a—]
1= f(20)f(2)| 11— %02

]

Satz 2.18. (Satz von der Gebietstreue) Q2 Gebiet, f holomorph in Q, f # const. Dann ist
f(Q2) auch Gebiet
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Beweis.
Wir wiahlen € so, dass:

1. K.(z,) CQ

2. f(2) # f(20), 2 € OK.(20) (Falls ein solches € nicht existiert, so wire f = const Wieder-
spruch zur Annahme)

Sei ¢ := Zdist(f(0K:(20)), f(20))
Sei w € K.(f(20)) beliebig.
jw— fz0)| < lw—f(2)], 2z€0K(x)
g9(z) = f(2) — w, holomorph in €
|g(ZO)| < |g(2)|7 S aKe(ZO)
Das Minimumsprinzip fiihrt zu:
= ¢ hat in K.(zo) eine Nullstelle, g(z;) =0
= f(z) =w
= w € f(K(2))
= Ks(f(20)) < f(K(20))
= f(£2) offene Menge

[l
23.11.07

Q) Gebiet, konvex, f holomorph in €2, v geschlossener Weg in (2

= / F(Q)d¢ =0
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2. Cauchyscher Integralsatz

F(z) holomorph in Q\{w}

= [ P
Beispiel.
1
F(z) = Z—w
1 a¢
5 : —C = 1#£0
1 d¢

: =0
21 J550 —w

Definition. (2 Gebiet, y;, j = 1...n geschlossener Wege in 2, m; € Z, j =1,...,n

1. Dann heift T' := myy; + mavys + ... my7y, ein Zykel in Q. Fiir z ¢ T(T") definiert man die
Windungszahl von T" bzgl z (n(z,T")) als

> myn(z,T;)
j=1

2. Ein Zykel T heifst null-homolog falls n(z,T") = 0 fiir alle z € C\Q

= -y +7t+trntn
~—~
Null-Homolog

3. Zwei Zykel 'y, 'y in € heifsen Homolog, wenn
I':= Fl — FQ
Nullhomolog ist

Satz 2.19. : (Cauchyscher Integeralsatz)
Q Gebiet, f holomorph in ), I' null-homologer Zykel in Q). Dann gilt

() n(=T)/(2) = 3 o 29, = € \T(T)

(i) Jr f(Q)dC =0
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Bewess. 1.
9(2,0): QA xQ—C

ist stetig in €2 x Q2
(a,b) € Q2 x Q.

(i) a#by
(i) a=0b
|g(27C)_g(aaa)|
1 1
"(t)dt — "(a)d
[ rion léﬂf()4

-l [ - s
< [¢,2)]

i

1 (z:¢)—(a,a)
< gyl e /) — £@)) S0

te[¢,z]
wegen (ii) gilt:( = 2

9(2,2) — gla,a)| =|f'(2) = f'(a)] == 0

h(z) = 2;/ (C,2)dC, zeQ

/ ~2mi /<9A/ (€, 2)dCdz

5o [| [ otcrazac | <o
T A
—_—

271

Sei A C Q Dreieck

Goursat=0

Morera: h holomorph in €2

3. V:={2eC\T(I") : n(z,I') =0}
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2. Cauchyscher Integralsatz

=QuU=C
h el
QN Q' # @ enthilt offene Mengep(z) = { 1 (2) N ,
50 Jr —2° z €
2eQUQ
—
(€T(I'))
f J(z) = f(Q)
27?2 z—C
JE) e 15O
T omi rz—=¢ 2mi Z—C
L[ f(Q)
= — r d
Fem) + 5 [ Foac
= ¢ ist in C definiert, holomorph in C
=  ganz
f(¢
O
2mmi r¢—z
|z| grok, — ze
1 1 z—0
< —L(I .
— 2 ( %?T%X £l (IenTa(}lS) |¢ — 2| —0
—M<oo
= ¢(z) =0, z—o00
=¢p=0
= fiir z €

femn) - o [ o=@
(Beweis nach Dizon (1972) (ii)
a€ NTT), F(z):=(z—a)f(z) holomorph in
i) 1 (€)
= n(a,F)f\()— 27 /FC—adC 2m/f

=0
U

26.11.07

Q) Gebiet,
")/0,’}/1 . [O, 1] — Q
Y(0) = 71(0), (1) = 7(1)

%
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Definition. v,y heifen homotop (in Q2), falls es eine stetige Funktion

H:[0,1] x[0,1] = Q

gibt, fiir die gilt:
1. H(0,t) =0(t), H(1,£) = n(t), t €10,1]

2. H(s,0) =10(0), H(s,t) =n(t), s € [0,1]

(Skizze Rechteck y= s, x=t, Rot griin Gelber Strich, Griin teilt die Fliche in der Mitte,
Bereich: 0-1)

Definition. Ein geschlossener Weg v in €2 heifst null-homotop, wenn er homotop zu dem Punkt-

weg 7" (t) = 7(0) ist

Bemerkung. Homotopie von Wegen in Q mit gleichen Anfangs und Endpunkt ist eine Aqui-

valenzrelation (o 1)

Definition. () Gebiet ist einfach zusammenhéngend, falls jeder geschlossene Weg in 2 null-

homotop ist

Satz 2.20. Sei ) Gebiet, 79,71 geschlossene Wege in €2, homotop. Dann sind ~o,71 auch

homolog bzgl. )

Hilfssatz 1. vy, 71 geschlossene Wege in ), fiir ein a € C\Q gelte

0(t) = ()] < () —al, te0,1]

Dann gilt
n(a,v) = n(a,v)
Beweis. n
_ 7(t) —a
~(t) = ) —a t €10,1]
#0
o m@ —a () —n()
i) -1 = | 2= g - | O
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2. Cauchyscher Integralsatz

W
\&//

=n(0,7) =0
1 d¢ 1A
0,)=— | ——=— [ —=dt
n0.7) =55 (=0 2mi Jy A(b)
L[ () b Ao(t) 1 dg 1 dg
=— | ———dt— ——dt = —— [ —— — — = -
27m'/0 7)) —a /0 Yo —a 270 /W1 (—a 2m ), (—a n(a, ) = nla, %0,
O
Beweis.
mit:
e H ist glm stetig in [0, 1] x [0, 1]
e ac C\Q
Aus dem Hilfssatz folgt:
n(aa 70) = n(aa 7&1)
n(a, ve,) = n(a,7e) 5 = n(a,v) = nla, 1)
.n(aa 7€n) = n(a7 71)
= 7 homolog 7, O
Beispiel 2.21.
Q=C\{-1,1}
7
/
¢
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nicht null homotop

n(—1 I O S i_o
T omi JCk1 T 2w oCEL

Null homolog

Bemerkung.

H(s,t) :=(1 = s)y(t) + 57(0)
0<s<1
0<t<l1
——0= v null-Homotop

05

Q Sternformig = Q) einfach zusammenhdngend

Satz 2.22. (allgemeiner Cauchy Integralsatz) Q0 einfach zusammenhingend, v geschlossenere
Weg in 2, f holomorph in )

= / F(Q)d¢ =0

Beweis. 7y geschlossen=> v null homotop
= 7 ist null homolog

= [, f(n)d¢ =0 O
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3. Isolierte Singularitaten

30.11.07
Asr(z0) ={z:s<]z— 2| <71}
Fi(z) = Zak(z — 2k Jz—z| <
k=0
FQ(w) :Zbkw ) |w|y_
k=0 @
~ 1 >
FQ(Z)::FQ( ) :Zbk(z—zo)k |z — 20| > s
Z— 20 —0
|z — 20| <1 |z — 20| > s
f(2) = Fi(z) + F5(2) holomorph in A ,(2)
L - k ag, k Z 0
f(z):= Z ce(z — 20)"%, {b_k, k< —1 (3.1)

Definition. Eine Reihe der Form 3.1 heiRt Laurent-Reihe. Der Abschnitt > cx(z—20)" heifit
Nebenteil von f, der Abschnitt S0 (2 — 20)* heift Hauptteil von f der Laurentreihe.

Satz 3.1. Eine in A, ,(z) holomorphe Funktion f besitzt eine in As,(zy) konvergente Lauren-
trethendarstellung

f(z) = Z cr(z — Zo)k

k=—o00
Diese Reihe ist in As, kompakt konvergent und absolut konvergent. Fir die Koeffizienten cy
qilt:

o= — %dg, keZ

© 2mi 5 (€= 20)

wobei v = zy + e, 0 <t <2m, und s < o <r

Beweis. Sei K C As,(20) kompakt, 71,72 Kreise mit Mittelpunkt zy und so, dass K zwischen
~v1 und s liegt.
Beiiglich A, ,(%0) sind 1, 72 homolog, v := 72 — 1.
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Dann gilt fiir alle z zwischen v, und ~,; z zwischen y;und 7,

RIS

—— 2mi )y, C— 2

Sy
271'2'71 27?2’72

ro =5 | (Z %) o+ [ ( O ﬁ) F(0)c

dg

k=0 k=
> ]. / k —k—1 = 1 f(g) k
=3 (5 | €= i) - a4 3 (5 [ g ) = )
— \<2m - kzg\ 2mi J,, (C— zo)"H! s
C,(k+1;07k71 Z;
= ch (2 —z)F
NEBENRECHNUNG
I 1 1 1 B
(—z ((—2)—(2—2) (-2 1-2
———
<1 fiir (€2
(2 — 2)"
= — — absolut, glm konvergent
2 ((— ) ® ®
1 1
En=-— :
C M z—2 1-— g:—ig

o Oo (C—Zo)k
- Pt (Z _ Zo)kz+1

NEBENRECHNUNG ENDE v — 7, ist Nullhomolog in A, (zo)

1 1 1
— [ ... d( = — cd = — ..o.d
:>27Ti . ¢ 271 " ¢ 27ri//2 ¢

v — v folgt absolut analog.

Spezialfall: A, (z) in 2o punktierte Kreisscheibe (Skizze: Kreis mit Mittelpunkt 2z, und Ra-
dius r)

f holomorph in 0 < |z — 29| < r wobei 0 und r nicht dabei sind.

= f(z) = Z cr(z — 2)*

k=—00
= zq ist isolierte Singularitdt n
Beispiel.
Ja - k 0 F 1y - FN k
(2) = k_zoo CpZ > |z| < o0 (5) = k:ZOO cpz = kZ:OCkZ
18t ganz.

43



3. Isolierte Singularitéten

Definition. Sei

o0

f)= ) elz—z)"

k=—o00

mit einer isolierten Singularitit zy, dann heifst zy:
1. eine hebbare Singularitdt, falls ¢, =0, kK <0
2. eine Polstelle der genauen Ordnung m > 0, falls ¢, =0, k< —-m —1,c_,, #0

3. eine wesentliche Singularitit, falls unendlich viele der Koeffizienten ¢, & < 0, von Nul
verschieden sind.

Satz 3.2. (Riemannscher Hebbarkeitssatz)
Sei zy eine isolierte Singularitit von f(z) (das heifit, es existiert o > 0, sodass f holomorph ist
ina<|z—z| <o) Falls eine Konstante M < oo existiert mit

() <M, 0<]|z—z|<e

dann ist die singularitit hebbar (das heifit, es existiert eine holomorphe Fortsetzung von f in
dem Punkt zy)

Beweis. ( \/(2) | |
J(z—=20)f(2), 0<]|z— 2| <o
9(z) = { 0, zZ =2
ist stetig in |z — 29| < o, holomorph in 0 < |z — 2| < o
GOU2t v\ Dreiecke in K,(z) gilt [, g(¢)d¢ =0

Morera
g ist holomorph in Ky(z).
= f(z) = % ist auch holomorph (erginzbar) in z, O

3.12.07

Wiederholung der letzten VL f hat isolierte Singluaritit in zg € C

o0

< flz) = Z an(z — %), 0<|z—z| <o

k=—o00

(i) Singularitét behebbar < ay =0, k <0

(ii) Singularitdt ist Polstelle < nur endlich viele a; # 0 fiir £ < 0
Polstelle der genauen Ordnung m falls a_,,, # 0, a, =0, k < —(m + 1)

(ii) Singularitit ist

Bemerkung. (LIUVILE) g ganz, |g(2)| < M, 2z € C = g= const
1
= Z) z € C\{0}
= Z brz"% Laurent-Reihe 2o = 0

>
I
o
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f hat isolierte Singularitit in zg = 0

lf(2)]| <M in ze€ IC\{0}
2h,=0 keN = f(z) = b
= 9(2) = b

Satz 3.3. f habe in zy wsolierte Singularitat. Dann besitzt [ in zg eine Polstelle der genauen
Ordnung m, falls es Konstanten 0 < My, My < oo gibt mit

My < |f(2)(z — 20)™| < M2
fiir alle z mit z < |z — zo| < .

Beweis. (i) f habe eine Polstelle der Ordnung m, d.h.:

oo
f)= ) alz—z)"
k=—m
mit a_,, # 0
o0

fEz— )" =a_m+ > ag(z—z)""
k=—m-+1
holomorph in z:)i =0 in z==z9

Wihle o > 0 mit |Y50 1 ar(z — 20)"™| < La|, |2 — 20] < 0

1 3
= = laml < 172z = 20)"] < 5 ol

~—— ~——
My Mo

(ii) g(z) :== (2 — 20)™f(2) hat auch isolierte Singularitédten in z,
LM <lg) <My 0<|zmzl <o (32)

= 2o ist hebbar fiir ¢g(z)

=g(z) =) _bi(z — z)*

N {f(z) = obi(z — 29)F™™ = f hat Polstelle der Ordnung < m
= (g(ZU> 7& O) = bO 7& 07 bO a_m

by # 0 =genaue Ordnung m

Satz 3.4. (Casorati- Weierstraf)
f habe in zy eine isolierte Singularitit. Dann ist zo wesentlich, genau dann, wenn

Vo=0f(Ao,) =C (3.3)
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3. Isolierte Singularitéten

Beweis. Falls 3.3 nicht gilt, so existiert

w € C=Tps0f(Ao,) UKa(w) =0
= |f(z) —w|>e, |z—2|<o0

1
g(2) = ———— ist holomorph in |z — 2| < p

(2) —w

=g <=, |z—2l <o

m | =~

22 g(z) holomorph in 2,
=9(2) = (z —2)"G(z)  G(20) #0

1
REAR N PP T eEy
— mé(z), G holomorph in U(z)
= Z ar(z — )™
k=0
= f(z) —w= Z bi(z — 20)" = f(2) hat in zp einen P
k=—m

= f(2) hat in zy keine wesentliche Singularitét
[

Definition. Residuum f habe in zq eine isolierte Singularitit, f(z) = > - ax(z—2)*. Dann
heifst der Koeffizient a_; das Residuum von f in z.

a_q =:res,, f

1
a1 = 5— f(¢ dC)
( YT o Ok (20) ©)
Satz 3.5. (Residuensatz)

Q2 Gebiet, f holomoprh in S bis auf islierte Singularititen z;, j € I. v sei Zykel in §, null-
homolog, und es gelte z; # T(),j € 1
Dann gilt:

e BUGL D SUCRVEY

z€Q

Beweis.
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Die Summe ), n(z,v)res. f hat nu endlich viele von Null verschiedene Terme, némlich fiir
die z = z; mit n(z,7) # 0. Diese z; seien normiert als zq,..., 2z, 0.B.d.A
Wihle K., C Q mit T'(y) N K., (2;) =0, K. ;) N Ke,(2), 7 = 1,.

V= 8y =Y nlz,7)0K, (%)
j=1

Zu zeigen: v* null homolog beziiglich Q\{z1,...z,}.

aeC:

n(a,vy") =n( -n (a Zn zj,7)OK,, z])>

a, ZSn (zj,7) n(a, 0K, (2;))
\—,_/
_0 =0
a = zg
(257’7 Zsa Zn Z]a ZS7 Ka7(zj))l
j=1 5‘]:

= n(zs, 7) o n(zsaf}/) =0

2m/ f(¢ T on z/f ¢)d¢ — Z (25,7 27”/6K5 (27)f<C)d<

J/

resz; f

07.12.07

Definition. 2 Gebiet, f holomorph in €2 bis auf Polstellen. Dann heifst f meromorph in €2
Vg £ 0 f, g holomorph — g meromorph

Satz 3.6. (Log. Residuum) Q Gebiet, f meromorph in Q, f habe in Q Nullstellen a;j,j =
1,...,n mit en Vielfachheiten u;, Polstellen bj,7 =1,...,m mit Vielfachheiten p;. Weiter hin
sei v null-homolog in 0, a;j,b; ¢ T(v). F sei holomorph in .

Dann gilt:

o

1 ' - =
oo F(¢) = J}((g)) = ;an(ajﬁ)F(aj) - ;Pj"(bjﬁ)F(bj)

Beweis. F (z)’;/((;)) ist meromorph in § mit singularititen (Polstellen) genau in den Punkten
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3. Isolierte Singularitéten

a;,b;.
% 7H(C)al(’ = ZGZQn(z,’y) res, H
res,, H(z)
(2) = (2 —a;)™G(z), G holomorph in a;,G(a;) # 0
f'(2) o G'(2)
fz) z-a G(2)
F(z) = F(aj) + (z — a;)g(2)
f/<Z) —a:)a(z e G,(Z)
F(2) ) = (F(a;) + (2 —a;)9(2)) <z sy + G(z))
_ mFay) G'(2) &)
- +n;9(z) + F(a;) Gyt (2 —a;)9(2) G(z)
m holomorph in a;
Analog folgt:
resy, H(z) = —p; F(b;)
f(z) = (2 —0b;)"G(z) G holomorph in b;, G(b;) # 0
f'(z) _ =y n G'(2)
fz) 2 =b G(z)
F(2) = F(bj) + (2 — bj)g(2)
f,(Z) B , . —Dj G/(Z)
F(Z) f(Z) - (F(b]) +( b])g( )) (Z — bj i G(Z))

27”/]-] )d¢ = Z z,y)res, H = Zn z,v)n;F(a;) Zn(bj,v)ij(bj)

Beispiel.

1 ze?
— = dz, eR
27 22 + 72 T

|z|=2

f(z): =2+ = (2+ir)(z —iT), z=ir 1. Ordnung

f'z) 2z

flz)  22+71%

F(z)=¢€*
11 2ze* 1
—— ——dz == (F F(—1
227T7;/|z|2222+72 c 2( (1) + F(—iT))

1 ; )
=3 (e” + e‘”) = COST
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Satz 3.7. (Argument Prinzip)

f meromorph in Q. Q* C Q, v := 90" Zykel in Q. f habe auf 0QY* keine Nullstellen und Pol-
stellen.

!/
2mi J, f(C)
Wober
e N:= Anzahl der Nullstellen von f in Q*
o P:= Anzahl der Polstellen von f in Q*

Beweis. in Satz 3.6. Setze ' =1

2m C Zn] Zp]

:N—P
o y(t),0<t<1
. L P )3)
jvp‘mo o)
)
fﬂwﬂt
L)

:mﬁoﬂw»

zllm%mm<ﬂﬁ

=5 [ s seo)a

= % larg f(v(1)) — arg f(7(0))]

]
Beispiel. ‘ .
f(z)=2% |zl=1 f(e") =€ o0<t<2r
Kreis wird schneller durchlaufen!
flz) =7
f(e®) = e~ Kehr umlaufrichtung Um!
f(z) = , |z| = 2z Sie kehren die Umlaufrichtung, das Argument darf sich nach einem kom-

pletten Umlauf nicht verdndern.

Satz 3.8. (Satz von Rouche)
Q Gebiet, QO Gebiet, Q* C Q, 00* Zykel, f, g holomorph in Q.

f) + 9 < [f(2)]+ lg(2)]

= f, g haben in Q" die gleiche Anzahl von Nullstellen.

Vzeag*
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3. Isolierte Singularitéten

Eine andere Formulierung des Satzes von Rouche ist

Satz.
92 < (D +1(f +9)(2)]
= f, [+ g haben gleiche Zahl an Nullstellen.

Folgerung. (Fundamentalsatz der Algebra)

k=0
hat in C genau n Nullstellen.
Beweis. )
Freoo 3 lar| < lax| R
k=0

Sei R irgendeine solche Zahl. (Skize 157)

|z| = R:|P(2) — a,z"| =

n—1
Z CLka
k=0
n—1
< sumjZ} |ag| R* < <Z \ak|> R*!

k=0
< Jar| B = lanz"| < fanz"| + [P(2)]

= |P(2) + (—a,2")| < |—a,2" |+ |P(2)]
~  N—— —_———  ——

! 9 9 f
= P und a,2" haben gleiche Anzahl von Nullstellen in |z| < R
= Behauptung O]
10.12.07
Beweis. f, g holomorph auf 0Q2* keineNullstellen. Die Funktion h(z) := ’;8, z € (), ist mero-

morph in €. Sei t > 0:

1 W(¢)

-[t = 2—
i Jogr N(C) — ¢

dg
Falls h(¢) =t fiir ein ( € OQ*

F(©) = tg(€) = [F(Q) + 9O = [F (Ol + |g(O] (Wiederspruch)

= I; = Ny — P von h in Q" ist stetig in ¢ > 0, I; liefert nur ganze Zahlen
= I; = const lim;_ [; =0

=0L=0, t>0=1,=0

1R
"= 501 Jo 0O
L PO, 1 9O,
= 50 oo FO 2w L =0

v~ v~

N(f) N(g)
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Satz 3.9. (Satz von der Gebietstreue)
Q, f holomorph in Q, f # const. = f(Q) ist Gebiet

7 A
e K, (o)

Beweis.

wo =10
= F(2) = w0+ au(z — 20)* + (= — 20)"G(2)
mit ax # 0G(29) =0
= Te20V)sm )< |G(2)| < g
=Veeor. (o) | (£(2) = wo) + (=ar(z = 20)")| = |z = 20|* |G(2)]
< ‘ak(z - Zo)k‘ < ‘ak(z - Zo)k‘ + | f(2) — wol

Wobei der letzte Term mit G(z) in vielen Biichern weggelassen wird, da er in diesem Falle keinen
weiteren Einfluss hat

= E|u>0\vlu;€K#(wo)

Vaeke(zo) | (F(2) = w0) + (—ar(z = 20)")| < Jar(z = 20)*| (+1£(2) — w])
= f—w hat in K.(2) die geleiche Anzahl von Nullstellen wie die Funktion ay(z — 2)*, néimlich
k
Das heifst also der Wert w € K.(zo) hat ein Urbild in K.(z)
= Ky(wo) C f(K:(20)) C f(€)
= f(Q) offen
= f(2) Gebiet
(K, ist das Griine Gebiet) O

Bemerkung. (k=1)
falls f'(z0) # 0, so sit f in einer kleinen Umgebung von zo injektiv

Satz 3.10. (Existenz der Inversen)
Q Gebiet, z € Q, f'(20) # 0, wy = f(z0). Seien u,e wie im vorhergehenden Beweis. Dann
existiert f~1(w) in K,(wo) und ist dort holomorph; es gilt demnach in K,(wo):

1 /
2mi /aKE(zO) f(Cg) <_Owd§ = /W) (34)
Beweis. Es geniigt 3.4 zu Beweisen.
N S BT
Gy oK (o) ¢ f(C)——wdC = F(f(w))
F(©)
= f1
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3. Isolierte Singularitéten

Bemerkung. Fualls F' in K.(zy) holomorph ist, so gilt:

b PO/ 1y
270 Jok. (z0) f(C)—wdg FUw)

Bemerkung. f habe in zy eine Polstelle der Ordnung > m. Dann gilt:

1 dm! m
res,, f = (m _ 1)! dzm—1 [(Z — Zo) f(2>] e
1) = 3 anle =)
k=—m
N (Z . Zo)mf(z) — Z ak(z — Zo)k+m

= o =T = 32 o Ty

2=20

_ Z ooay, (k:_ (n+m)' )'(Z— Zo)k—i-l _ a_l(m_ 1)|

= (m—1)+m

14.12.07

Satz 3.11. (Formel von Burmann-Lagrange)

Es sei ) ein Gebiet, 29 € Q, und F und f seien holomorph in zg mit f'(29) # 0. Damit ist Fo f~!
holomorph in wo := f(z0) und besitzt um wy eine Entwicklung(F o f~1)(w) = 322 (w — wp)*
mit ag = F(z9)S und:

(k—1)
1

ar = 5

k!

fir alle k > 1

Beweis. wegen f'(zy) # 0 gibt es nach Satz 3.10 ein € > 0, sodass f in B.(zg) = K.(20)S injektiv
ist. Nach Offenheitsprinzip gibt es ein 6 > 0 sodass K,(wo) C f(K.(20))
Nach Satz 3.6 ist

L[ E@IE, S pe) = P (w)
21 Jok. () f(2) —w ) = w
z € K.(20)

fiir alle w € K,(wy)
Mit dem Hilfssatz von 2.7 dem Residuensatz und der obigen Bemerkung zur Berechnung von
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3.1. Logarithmusfunktion

Residuen folgt fiir alle £ > 1, wenn o0.E. 2y = 0O:

@k:%(Fof_l)(w) 1 (/M( wdz)(k)

" 2mi -k o) f(2) —w

_ o, _F)()
“ o W /mw (7))

w=wo

w=wo
1 (27 Pleet) fl(eeit)
_ _/ (ee)f'(ee™) it g
2mi 0 (f(geZt) - w)k+1 w=wq
11 F(eety |71 7 F(eei)eiet ”
2mik (f(ee™) —w)k |,y 2mi Jo  (f(ee™) —w)* |, _,,
1 F'(2)
=04 — Az
270 Jok. (z) (f(2) —w)* e

(1 P
ok 2 T (f(z) —w)

2€K:(20) w=wp

1 F 1 ( F'(2)(2 — 2)* )““‘”

= Eresz0 (F = w)F = E(k— 1)\ (f(2) — f(20))*
(k—1)

1 .
= g

3.1. Logarithmusfunktion

Es sei w € C\{0}. Ist logw € C ein Logarithmus von w, d.h. €!°% = w so gilt:

jarg(w) logw __ eRe(logw)—i—Im(logw) _ 6Re(logw) . eIm(logw)

lw| - e =w=e
und es folgt log |w| = Re(log w) und Im(logw) = arg(w) + 27k fiir ein k € Z.

Durch logw := log |w| + iarg(w) + 27k mit k € Z sind also fiir alle w € C\{0} Logarithmen
von w definiert.

Zur Darstellung: Verwende

Durch die Exponentialfunktion wird jeder Streifen {z € C : a < Im(z) < a+ 27} (mit a € R)
bijektiv und holomorph auf C\{0} abgebildet. Jedoch ist deren Umkehrabbildung nicht mehr
stetig auf C\{0}. Der offene Streifen {z € C : a < Im(z) < a + 27} wird durch Exponential-
funktion bijektiv und holomorph auf C\{te®|t > 0} also auf eine geschlitzte Ebene abgebildet.
Dort besitzt exp eine nach Satz 3.10 holomorphe Umkehrfunktion, das heifst einen holomorphen
Logarithmus. Insbesondere existiert fiir S := {z € C| — 7 < Im < 7} eine holomorphe Umkehr-
abbildung von exp auf W := exp(S) = C\ |—o0, 0], der sogenannte Hauptzweig des Logarithmus,
also

log := (exp |S)_1
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3. Isolierte Singularitéten

Satz 3.12. (Existenz von Logarithmen)
Es sei Q ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und F sei holomorph und nullstellenfrei in €.
Dann gibt es eine holomorphe Funktion h in Q mit e? = F

Beweis. Es sei ein a €  fixiert und ¢ € C so gewihlt, dass ¢ = F(a). Fiir z € Q sei 7, ein

Weg von a = ,(0) nach z = ~,(1) Es sei:

h(z) = / %/(C)dC +c fir alle z € Q
72

Da wegen des einfachen Zusammenhangs jeder geschlossene Weg in Q nullhomotop und damit
nullhomolog in € ist und %/ wegen der Nullstellenfreiheit von F' holomorph in €2 ist, ist nach
dem globalen Cauchyschen Integralsatz

A P =0

fiir jeden geschlossenen Weg ~ in . Daher ist fvz %(C)d( unabhéngig von der Wahl des

Weges v, und h(z) daher wohldefiniert S Es ist h holomorph in  mit A’ = % (vrgl. Beweis des
Cauchyscher Integralsatzes). Damit folgt:

. F’
(Fe™™ =e*Fe*Fh = F. (F — h) =0

und h(a) =c
das heifst
M) = ¢ = F(a)
Daher ist F' = e" O

Beispiel. Es sei §) ein einfach zusammenhdangendes Gebiet mit 0 ¢

1. Fir F(z) = z folgt aus dem Satz die Ezistenz einer holomorphen Logarithmus auf Q, das
heifst, e"?) = 2 fir alle z € Q

2. Es sei a € C. Darum setzt man 2® := e*1°8% fiir alle z € Q) mit einer beliebigen Logarith-
musfunktion log auf ).

Bemerkung. Auf C\{0} existiert kein holomorpher Logarithmus, denn es ist
1 )
/ —dz =2mi # 0
b #

Das heifit z — X hat auf C\{0} keine Stammfunktion

z

17.12.07

*©  dx ) R dx . R
= lim = lim arctanz =T

001+ZL’2 R—oo R1+.I2 R—o0 -R

(Skizze Halbkugel mit Punkt 7)
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3.1. Logarithmusfunktion

1 1
res; . 5 = res; i1
= lim el
e P -
B 1
T2

dz R dx T iRe"
2 — 7+ 2t
7R1+z _Rl—i‘aj 0 1+R€

mit Yg(t) = Re", 0<t<mw

s - it s
/ Ldt‘ <tm [ — B @
0

lim

oo 1+ R2e2it Reoo Jy |1+ R2e2|
. R
= I%EI;OWR2 _1 0

:>/°° dx
=7
oo L+ 22

Methode:

b P(x) = 27 res P<x>
[ aayte=m X g
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3. Isolierte Singularitéten

P, Q Polynome, deg P < deg@ — z @ # 0 auf R

* cos xdx R
COSTAT _Re [ £ _q
/_001+x2 e/ T+z2 "

(Skizze Rechteck, durchlaufen gegen Uhrzeigersinn)

N0 Y |
RR—HR] [R+iR,—R+iR] J[~R+iR,—R]

resl—:...:hm

1+ 22 =0 2z + 1
2
1 pi(R+iR) 1 BB
1+ (R4 itR)? = |1+RQ(1+¢t)2\dt
0 0 |
P
7tRR
< I,
e B2 —1
R R—o0
w1
[:> T li -
— = lim
e R—oo ) 1+ 22
. R eimdx
= lim

R—oo | _p 1+ a2
[ e dx
_/_Ool—i-a;Q

> cos zdr
B /_Oo 1+x2}

Nebenrechnung
() =(1—t)R+t(R+iR)
=R+ itR
0<t<1

Nebenrechnung Ende

Methode: ~  pa) ‘P( )
e'® v dr = 271 Z res, e Pl
IR oy A
Imz >0

P, @) seien reelle Polynome. degP <@ —1 Q # 0 auf R
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4. Grenzprozesse bei holomorphen
Funktionen

4.1. Produktsatz von Weierstral}

Satz 4.1. (Satz von Weierstraf)

Q Gebiet, f holomorph in Q, f, — f lokal gleichmdfig. (das heifit, gleichmdfig in jedem
Kompaktum IC C 2).

Dann gilt:

(i) f ist holomorph in Q
(ii) VeNf,Sk) — %) lokal gleichmdBig in Q

Beweis. (i) Dreieck A C Q

wegen glm.
Konvergenz auf

0A
Vpen0 = / fu(2)dz — f(z)dz
A A

= / F(2)dz = 0 MZ"™ £ ist holomorph in €
O0A

(Skizze)oBdA:k =1
K:={z: ek |2 — 20| < R} ist kompakt in €2

Z()E,C
o | L fQ) 4o L _I(e)
POl =g | g [ e
| 10 = £(Q) ‘
S 2 P/
2mi /C_ZO:R w2
1

R-— max |£(C) — fu(C)]

. 97R-
— 27 m R? |¢c=z|=R

1 n—oo
—Rr?g\f(é“) — (O] — 0

IN

also gleichmékig in /C O
Bemerkung. ) Gebiet. Es existiert eine ausschipfende Folge von kompakten ICy, :
(i) K, C Knyr CQ

(ii) Unen K = 92
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4. Grenzprozesse bei holomorphen Funktionen

f.g holomorph in Q:

(0.9]

&1 ) -l
W9 =2 T 17 = 9,

mit ||f(z) — g(2)|| := max,ex |f(2) — g(2)| Metrik auf den Raum der in Q holomorphen Funk-
tionen. H(QY) abgeschlossener metrischer Raum der in Q2 holomorphen Funktionen

Satz 4.2. Satz von Hurwitz

Q C C Gebiet, f, € H(Q), fu(z) #0 in Q, n € N Die Folge {f,} konvergiert lokal gleichmifig
in Q gegen f(€ H(Y)). Dann gilt:

entweder f =0

Oder f(z) # 0 in .

Beweis 4. Annahme: f=0, aber f(zy) = 0 fiir ein 2z, € Q.
1f(2)]>e>0, |z—2|=R
FngVnzngViz—zo=r |fn(2) = f(2)] <€
= VnznoVie-zl=r [fn(2) = [(2)] < [f(2)] + [fn(2)]
fouche 38 fn(z) und f(2) haben in |z — 29| < R die gleiche Anzahl von Nullstellen, mindestens
eine! Widerspruch zu f,(z) # 0 in €.

Satz 4.3. Satz von Hurwitz 2

Q Gebiet, f, € H(QY), f, injektivin Q, n € N. {f,} lokal gleichmdfig konvergent gegen f. Dann
qilt: Entweder ist f konstant

Oder injektiv in 2

n=1

Beweis 5. Es haben z; und 25 zwei disjunkten Umgebungen.

f=Zconst
f(z1) = f(z2) = w
(fn(2) =

(f(2) = w)

4.1.1. Partialbruchzerlegung
P, () Polynome:

auch Polynom ~

Pi) _ o PG

R(z) =

O QG
deg(P) < deg(@Q)
~ P
R(z) := 00
21,..., 2z, Nullstellen von Q (= Polstellen von R)
—1
A j .
M](z):_z:m j=1....m

Betrachte: R — >y M;(2) ist ganz ( und sei ein rationales Polynom) und geht gegen 0 (fiir
z — 00).
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Satz 4.4. Satz von Mittag-Leffler
zj — oo Folge in C,

Hy(z) = 24
’ ; (z = 2)*

4.1. Produktsatz von Weierstrafs

seien (beliebig) vorgegebene ,Hauptteile“. Dann existiert eine in C meromorphe Funktion H(z),
die in Q := C\{z;} holomorph ist, und in den z; die Hauptteile H; ,besitzt“. Die allgemeine

Losung dieses Problemes ist

H+G, G ganz

Beispiel. z; € Z, Hj(Z) = (ij)g zj = J, und
> 1
Z ( 72 ( ,W ) st Losung davon
Pl sinz
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4. Grenzprozesse bei holomorphen Funktionen

sinﬂﬂz _ (_1)jsin7r(;: —7)
= (-1P~ [n(=~ )
= (=)= |1+

1

jEZ

— =T

3!

Q(z)
——
Nullstelle 2.er Ord-

nung in z = j

T \2 1
(sinwz) - (z—j5)2

(1+Q(2))?

o)t

1 1
BNCERIE {1 e 1}
- <Ziﬂ’>2 {” Eon 1]
=G t e, F holomorphiinz =
= (Sm”mf - ]2 ﬁ = G(z) mit G(2) ganz.

z z+1 w2 w2 1
G(i) +G( 2 ) - (sinﬁ§)2+sin7rz+1 _ZGZZ (%—j)Q B
2
N——
o ((sin (73))" + (cos (3)) )
(QSierz)2

jET

grade Anteile

o) -
sinmz

=4-G(z)
M(R) := max |G(z)],

|z|<R

1

M(z) = |G(20)| =

IN

1o

Z 2—23 +Z (z—(2- j—l))
— ~~

JEZL

ungemde Anteile

jEZ

R>0

2

20 Zo—f—l
) v
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4.2. Der Produktsatz von Weierstrafs

07.01.08

Beweis. Ohne Einschriankung sei 0 < |z| < |2 < ... Es sei B; = B%‘ZH(O) = K%W(O). Es sei
auberdem ¢; > 0 so gewihlt, dass 37| £ < oo (zum Beispiel ¢; := ).
In K., (0) ist H; holomorph und besitzt eine dort kompakt gleichméfig konvergente Taylor-

entwicklung H;(z) = > 2, b;f )2k, (Auf B; ist die Konvergenz also gleichmifig). Also gibt es
k; € N, so dass

k;
H;(z) — Zb,(j)zk < gj
k=0

fiir alle z € B; und alle j.
Es sei

Zb 2F und H := Z(Hj - gj)

7=1
Es sei ein R > 0 gegeben. Es gibt dann ein jo € N mit |z;| > 2R fiir alle j > jo. Es ist dann
Br(0) € B; fiir j > jo.
Als ist
|H;(2) — g;(2)] <¢;

fiir alle z € Bg(0) und alle j > j.
Somit ist )., €; konvergente Majorante fiir 22 . (H; — g;) in Br(0). Also ist > 2. (H; — g;)
gleichméfig in Br(0) konvergent.
Nach dem Konvergenzsaz von Weierstrak (??) ist > . (H;—g;) holomorph in Bg(0). Weiter ist

ZJO '(H; — g;) rational, also meromorph in C mit Polstellen in Kr(0) in den z; mit z; € Kr(0)
und zugehorlgen Hauptteil H;. Daher ist

Jjo—1 L)
H=> (Hj—g;)+ > (H
j=1 i=jo

meromorph in Kp(0) mit Polstellen in den z; € Kr(0) und Hauptteilen H;. In Kx(0) hat H
also die gewiinschten Eigenschaften. Da R > 0 beliebig gewahlt war, hat H in ganz C die
gewiinschten Eigenschaften.

Mit H hat also auch H + F' fiir jede ganze Funktion F' die gewiinschten Eigenschaften.

Ist H meroporph in C mit Polstellen z; und Hauptteilen H;, so ist H — H = F ganz und

H=H+F [l

Bemerkung. Die sogenannten Mittag-Lefller Reihe aus dem Beweis ist absolut konvergent, so
dass man die Summationsrethenfolge beliebig dndern darf.

4.2. Der Produktsatz von Weierstral}

Definition. Es sei (a,), eine Folge in C. Das unendliche Produkt [[ ", a, heilt konvergent,
wenn die Folge (p,), der partiellen Produkte p,, := [];_; ax in C konvergiert.

Beispiel. Fiir a; := % 1St pp, = %, das heifft, lim,, . p, = 0. Fiir unendliche Produkte gilt also
keine Nullstellenfreiheit/
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4. Grenzprozesse bei holomorphen Funktionen

Bemerkung. Fir uy,...,u, € C gilt:

[T +w) -1

< L0+ ) 1 (4.1)

und
n

[I00+ furl) < [T e = i (42)

j=1 k=1

Beweis. Aus 1+ x < e” fiir x > 0 folgt Formel 4.2.
Fir n =1 ist 4.1 klar. Es sei

1:[(1 Yy —1] < 1:[(1 ~ug]) —
k=1 =

giiltig. Dann folgt:

[J+u) —1]=

< up(1 + |ugl)

(1+ w) <f[(1 ) — 1> .

=1
1

< (14 fu]) - (H<1+ u]) — 1) +

k=1
=TT+ ) -
k=1

+ ugl

also die Behauptung.
Per Induktion ist damit Formel 4.1 bewiesen O

Satz 4.5. Es sei Q) ein Gebiet in C und (fi)r eine Folge stetiger Funktionen fi. : Q@ — C, so
dass Yo, kompakt gleichmdflig in Q konvergiert. Dann ist

F = H 1 + fk
k=1
kompakt glechmdflig konvergent in 2, und jede Nullstelle von F' ist Nullstelle eines der Foktoren
1+ F.

Beweis. Es sei K C Q kompakt. Auf K ist >~ | fx| gleichméfig konvergent und daher (wegen
der Stetigkeit der f;) stetig und nimmt auf K ein Maximum an. Es gibt also ein C' > 0 mit

D 1f(2)] € CVeeke

k=1

Es sei
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4.2. Der Produktsatz von Weierstrafs

Dann ist

pa(2)] < [T+ (=)D

k=1
< Xialfi(2)]
< X2l

C
€ szKvnéN

VAR

Es sei also € > 0 gegeben. Dann gibt es ein n € N, so dass

n

g
3 1filz)] < log (1 + e_c> Vo YamenN < m < n

k=m+1
Mit Formel 4.1 und Formel 4.2 folgt dann fiir alle z € K und alle m,n € Nmit n >m > N

n

I +s-1

k=m+1

Pn(2) = pm(2)| = |pm(2)] -

n

2|pm<z>|-< 11 <1+fk>—1)

=m+1

(4.3)
< |pm(2)] - (¢St - 1)

< eC. (610g<1+e%> _ 1)
=¢

Nach dem Cauchy Kriterium ist (p,,) also gleichméfig konvergent auf K. Also ist (p,, ), kompakt
gleichmaéfig in 2 konvergent.
Nun sei ein zg € 2 mit F'(z9) = 0 gegeben. Dann gibt es ein N € N mit

= 3
> 1fs(z0)] < log 5
k=N
Wie in Formel 4.3 ergibt sich

w(20) — v (20)] < 1pn(20)] - ek=n+1lfk(z0)l _
[Pn(20) — pn(20)| < pn(20)]
< |pn(20)] - <elog% - 1)
1
= 5 ) ’pN(Zo)| VnzN

Wegen lim,, o pn(20) := F(z0) = 0 folgt fiir n — oo

(o)l < 5w (zo)

also pn(z0) =0 also 1+ fi(z0) =0 fiir ein k € {1,..., N}. O
Naiver Ansatz fiir ganze Funktionen mit Nullstellen z,:
F(z) = - —
(2 z
n=1
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4. Grenzprozesse bei holomorphen Funktionen

(ist Falsch!!)
Problem: im Allgemeinen keine Konvergenz
Losung: konvergenzerzeugende Faktoren

Neuer Ansatz: F(z) =[], [(1 - i) eQnlz ] Q,: geniigend langer Abschnitt der Taylor-

entwicklung von log(1 — =) um 0
11.01.08

@, soll so gewihlt werden, dass (1 — —)eQ”(Z) moglichst gut gegen 1 konvergiert.
= Wihle fiir @),, gegeniiber Anfang der Taylorentvvlcklung von —log(l — Z). Es ist

oo 1
log(1 — — fii <1
og( ngzo - ir |w|
Definition. Es sei
n(2) = —z"und E, 1 — 2)e@n)
nle) =35 ()= (1= 2)e

Die FE,, heiflen Weierstraf$’sche Elementarfaktoren

Satz 4.6. Fiir alle p > 0 und alle z € D gilt
1= By < [

Beweis. Fiir p =0 ist dies klar, da Ey(z) = 1 — z. Es sei also p = 1. Dann ist

k=0

El(z) = Y@ (14 (1 - 2)Q(2)) = e@r(2) (—1 +(1—2)- izkl)

_ @) (_1 (-2 11_ Zp) b ()
—Z

Da die Koeffizienten der Entwicklung von (), und exp um 0 alle positiv sind, gilt:

[e.o]

—E(2) = 2" Zakzk

k=0

mit gegebenen a; > 0. Es ist

= ag ktprl - ’ _ _
kZ:O mz = _/0 Ep(C)dC = Ep(0) — Ep(z) = 1= Ep(2) Veec

Damit folgt fiir |z < 1:

1-F ] — lau W
< =
‘ zP+1 Z/€+p+1 Z/’<;+10+1 _kzz(]k+p+1 kZ:OkerJrl
—1-E,(1)=1
Also |1 — E,(2)] < [2]P*! O
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4.2. Der Produktsatz von Weierstrafs

Satz 4.7. Produktsatz von Weierstraf

Es sei (z,)n eine Folge paarweise verschiedener z, € C\{0} mit lim,_., 2, = 0o und (m,,) eine
Folge in N. Dann gibt es eine ganze Funktion F', di genau in den z, Nullstellen mit der Ordung
my, hat. Jedes solche F' erhdlt man in der Gestalt:

(0

mit einer ganzen Funktion g und p, € Ny, die

a(R):iOmn ( i >p"+1 <o (4.4)

[zl

fiir alle R > 0 erfillen.
Bemerkung. Fine etwaige Nullstelle in zy kann man durch einen Faktor 2™ beriicksichtigen

Beweis. Unabhéngig von (z,), kann man
Pr = n+ [logm, |

wihlen. Wobei | und | die Gauk’schen Klammern sind, und deswegen immer log m,, abgerundet
wird.

Zu gegebenen R > 0 gibt es ndmlich ein N € N mit |z, > e- R fiir alle n > N. Wegen
DPn + 1 > n + logm, folgt:

0 R pntl 0 1 prnt+1 1 n+logmn 00 1
Yo(f) s (i) <Tm(i)  -Xaew
n=N n=N

Z
n=N " m=N

Es sei nun (p,), eine beliebige Folge mit 4.4.
Es sei ein R > 0 gegeben. Dann gibt es ein N € N mit |z,| > R fiir alle n > N. Fiir alle

z € Br(0) ist dann ’i‘ £ <1, und mit Satz 4.6 folgt:

Zn | — lzn]
p71+1 R pn+1
< (-) Vn>NV2eBg(0)

Z
1—-F — I <
‘ o (Zn>' - ’Zn’

Wegen der Konvergenz der Reihe fiir a(R) ist also

> z
;mn 1-— Epn <Z)’

gleichmifig konvergent in Br(0). Geméf Satz 4.5 ist daher

oo (2))”

kompakt gleichméfig konvergent in C und hat Nullstellen genau in den Nullstellen von E,,, (—) ,

Zn

z

“n

das heifst genau ein z,. Nach Konvergenzsatz von Weierstrall ist F{y holomorph in C, also ganz.
In den z; hat Fj somit die Nullstellenordnungen m,,.
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4. Grenzprozesse bei holomorphen Funktionen

Man kann einen Faktor e/ mit g € H(C) hinzufiigen, ohne an den Nullstellen und Thren Ord-
nungen etwas zu dndern.

Ist F' eine beliebige ganze Funktion mit Nullstellen z, und Ordnungen m,,, so ist Fﬂo nach dem
Riemannschen Hebbarkeitssatz eine nullstellenfreie ganze Funktion. Nach Satz 3.12 gibt es also

eine ganze Funktion g, so dass Fﬁo = ¢9, also

P I ()

Bemerkung. Falls es ein ¢ > 0 gibt, so dass > -

]

n=1Ta ‘q+1 konvergiert, so kann man in Satz 4.7

Pn = q fiir alle n wdhlen. Fir das minimale ¢ > 0 mit dieser Figenschaft heifit dann

I (=(2))"

das kanonische Produkt zu den Folgen (z,), und (my) und q dessen Geschlecht

sm7rz

Beispiel. Produktdarstellung von 272
Die Funktion z — M ist ganz mat emfacher Nullstelle genau in denn € Z\{0}. Da ZneZ\{O} —
konvergent, gehort hzerzu das kanonische Produkt

z 2\ 2T 2\ = z : = 22

E — = —_ — Fo— —_ — n . — Tn| = -

[T ()= I (-0)e =00 (0] =11 (- )
neZ\{0} neZ\{0} n=1 n=1

Nach dem Produktsatz von Weierstraf$ gibt es also eine ganze Funktion G, so dass

sin Tz

= ). H(z) V.ec
T2

Durch bilden der logarithmischen Ableitung (Aufgabe 12.4) folgt:

reostz 1 eC@.G'(2)  H'(z) = 2% 22
_ I - n? () —
i CEA = I A P Sl D R
TeosTz 1| o 1 1 1 [ 1 1
G'(2) = - — = tmy — — —
() sin 7z z+;( n+z+n—z) e ;(z+n+z—n)

(4.5)
Nochmaliges Differenzieren liefert

() = 2 +1+§: 1 N 1
= sin27rz 2?2 = \(z2+n)?  (x—n)?

sin? 7z ZZ z+n

aufgrund der Partialbruchentwicklung von Sin’; —. Also ist G' konstant. Wegen 4.5 ist G’ unge-
rade, also G'(0) = 0. Somit ist G' =0, so dass auch G konstant ist. Mit

sinz

1 = lim = %0 . [{(0) = %O

z—0 Tz
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4.3. Normale Familien; Die Sédtze von Montel und Vitali

15t also insgesamt:

sin 7wz iy
= H(z) =] <ﬁ) Vec

n=1

Aus G' =0 folgt mit 4.5 ferner fiir die Partialbruchzerleqgung des Cotangens

I — 1 1
. cot = =
m-cotmz z+;<z+n+z—n)

Satz 4.8. FEs sei (z,), eine Folge paarweise verschiedener z, € C mit lim, .., und (P,), eine
Folge von Polynomen. Dann ezistiert eine ganze Funktion G, die in dem z, die Taylorentwick-
lungen

G(2) = Pu(2) + (2 = 22)™ " - gu(2)

mit o, = grad(P,) und ganzen Funktionen g, hat. Die allgemeine Losung deses Iteratiosnpro-
blemes erhdt man in der Form G + F mit ganzen Funktionen Fy, die in den zy Nullstellen der
Ordnungen > o+ 1 besitzen.

14.01.08

Beweis. Nach dem Produktsatz von Weierstral gibt es eine ganze Funktion /', die in allen z,
Nullstellen der Ordnung d,, + 1 hat. Dann ist % meromorph in C und hat in z, eine Polstelle
der Ordnung < d,, + 1. Es sei h,, der Haupt- und r,, der Nebenteil der Laurent Entwicklung von
% von z,

Nach dem Satz von Mittag Leffler gibt es eine in C meromorphe Funktion H mit Polstellen in
den z, und zugehdérigen Hauptteil A,

Es sei

G=F-H

Dann ist G eine ganze Funktion, denn in den z, hat F' Nullstellen der Ordnung d,, + 1 und H
Polstellen der Ordnung < d,, + 1
Um z, besitzt G die lokale Darstellung

Py
G:F-H:F(k:nJrgn):thJrFQn:F(F—Tn)+an:Pn+F(gn—rn)

wobei g, der Nebenteil der Entwicklung von H um z, ist. Hierbei hat F(g, — ;) in z, eine
Nullstelle der Ordnung > d,, + 1. Dies zeigt die Behauptung O]

4.3. Normale Familien; Die S3atze von Montel und Vitali

Definition. Es sei 2 C C ein Gebiet und F eine Familie von in 2 holomorphen Funktionen. F
heist lokal beschrinkt (auch lokal gleichmdfig beschrinkt), falls es zu jedem Kompaktum K C Q
ein M < oo gibt, so dass

|f(2)| <M vfe]—'szK

F heilt lokal gleichmdfig stetig in €, falls es zu jedem zy € € eine Umgebung K,.(zy) C 2 gibt,
so dass gilt:
Ve03550V e Vs wek, (20) (12 — w| <8 = [f(2) — f(w)] <¢)
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4. Grenzprozesse bei holomorphen Funktionen

Definition. F heilst normal falls jede Folge (f,), in F eine Teilfolge enthilt, die lokal gleich-
méakig in €2 gegen eine holomorphe Grenzfunktion oder gegen co knovergiert.

Beispiel. Es sei f,(z) := nz. Dann ist jede f, beschrinkt in D, aber (f,). ist nicht lokal
beschrimkt in D. Wegen f,(0) = 0 fir alle n und f, (%) = 2 — oo (n — o0) ist (fn)n nicht
normal in D.

Es sei gn(z) := ﬁ Alle g,, sind unbeschrankt un D, aber (g, ), ist total beschrinkt in D.

Satz 4.9. Sei Q C C ein Gebiet und F C H(Q) sei lokal beschrinkt. Dann is t F lokal
gleichgradig stetig in <)

Beweis. Es sei ein zy € Q gegeben Dann gibt es ein 7 > 0, so dass Bs,(z) C 2. Hierzu gibt es
ein M > 0, so dass

VierVeena (z0) |f(2)| < M.

Es sei ein € > 0 gegeben. Es sei 0 := 53; > 0. Es sei f € F und es seien z,w € K,(2) mit
|z —w| < §. Dann ist

1 f(¢)
£~ f(w)] = za/iﬂw<¢_z L) ad
\Z - w\ ‘ C) ‘
/ (—z|= 2r -z (C 'LU) C
\Z - wl f(©)
- 27 2 |CHZI(?|X27" (C—2)(C— w)‘
M
<lz—w- 27”5
_2M 2M 5 2M  er
- | — ‘ T N = " W =
Dieses zeigt die Behauptung! O]

Satz 4.10. Es sei Q) C C ein Gebiet und F C H(QY) lokal beschrinkt. Es sei (f,), eine Folgen
in F. Es gebe eine in 2 dichte Menge A C €, so dass (fn(2))n fir alle z € A konvergiert. Dann
ist (fn)n lokal gleichmdpig in Q0 konvergent.

Beweis 6. Es sei ein zg € ) gegeben. Dann gibt es nach Satz 4.9 ein r > 0, so dass Bgr(z9) C 2
und

v€>OE|f€]:vz.w€Br(Z0) (|Z - ’U)| <0= ‘f(Z) - f(w>| < 8)

Es sei ein € > 0 gegeben. Dann gibt es ein § > 0, so dass fiir alle z,w € B,(2) und alle u

2=l <6 = /() ~ fuw)] < 3.

Es ist { K5(2)] 2 € AN B,(%)} eine offene Uberdeckung von B,(z). Wegen der Kompaktheit
von B,(zp) gibt es endlich vielezy, ... z,, so dass

k
U Ksz; > B,(2).

j=1
Wegen der punktweisen Konvergenz von (f,), in A gibt es ein N € N, so dass
€

VimnzN Vit [ fa(2) = fa(w)] < 3
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4.3. Normale Familien; Die Sédtze von Montel und Vitali

Es sei ein z € K,(zp) gegeben. Dann gibt es ein j, € {1,...,k} so dass z € Ks(zj_¢), Dann
folgt fiir n,m > N
£

Fa(2) = Fn () < 1Fa(2) = Fuli)| + (i) = Fni)| + 1 finlz0) = f(2)] < S+ 5+ 2 = 2

Daher ist (f,,), auf K,(z) gleichméfig kovergent.
Satz 4.11. Es sei Q C C ein Gebiet und F C H(Q) lokal beschrinkt. Dann ist F normal.

Beweis 7. Es gibt eine abzihlbare, in ) dichte Teilmenge A C Q (zum Beispiel A = {z € Q|Re(z) €
Q,Im(2) € Q}). Wir schreiben A = (ay,az,...). Es sei (f,)o eine Folge F. Da (f.(a1))n be-
schriinkt ist, gibt es nach dem Satz von Bolzano Weierstrak eine konvergente Teilfolge ( f,,, , (a1))-
Induktiv folgt die Existenz von Teilfolgen (f,, )k, so dass (fu,,(a;))r konvergiert. Es sei

gk = [y, Dann ist (gi)r Teilfolge von (fn)n‘ und in jedem a; konvergiert dann (gr)k>; ist
Teilfolge von (fom, , k-

Aus Satz 4.10 folgt, dass (g )x lokal gleichméRig in Q konvergiert.

(Skizze der Diagonalsumme: Erste Reihe: Alle Folgeglieder, 2. Reihe: eine Auswahl der 1.Rei-
he,3. Reihe: eine Auswahl der 2.Reihe,. .., Summation iiber fnk’k)

Satz 4.12. Satz von Vitali

Es sei Q C C ein Gebiet und (fn), € H(Y). Es gebe eine Folge (a;); in Q, die in Q einen
Hdéfungspunkt hat, so dass (f,(a;)), fir alle j konvergiert. Es sei (f,), lokal beschrinkt. Dann
ist (fu)n in Q kompakt gleichmdf$ig konvergent.

Beweis 8. Wegen Satz 4.10 geniigt es, die punktweise Konvergenz zu zeigen. Fiir alle j existiert
g(a;) == lim, . frn(a;).

Nach Satz von Montel existiert eine lokal gleichméfig konvergente Teilfolge (f,, ), die gegen
ein f € H(Q)) konvergeiert. Es ist dann

Vig(a;) = f(aj).

Annahme: es gibt ein zy € 0, so dass (f,), nicht gegen f(z) konvergiert. Dann gibt es eine
Teilfolge (f7, )k, so dass (fa, )r gegen ein wy # f(2o) konvergiert (Satz von Bolzano Weierstraf!)
Wieder nach Satz von Montel konvergiert eine geeignete Teilfolge von (f;,)r gegen ein F' €
H(Q). Esist dann F'(29) = wo # f(20). Esist also f # F. Andererseits ist F'(a;) = lim, . fn(a;) =
f(a;) fiir alle j. Aus diesem Induktionsprinzip folgt f = F' ein Widerspruch. Dies zeigt die Be-
hauptung.

18.01.08

Satz 4.13. FEs sei QQ C C ein Gebiet und f : Q x [0,1] — C stetig. Fiir jedes t € [0,1] sei
z +— f(z,t) holomorph in . Es sei g : [0,1] — R von beschriankter Variation. Dann ist

1
F(z) = [ (et o0
0
holomorph in € mit

F'(2) = /01 %(z.t)d g(t) fir alle z € Q
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4. Grenzprozesse bei holomorphen Funktionen

Bemerkung. Beschrinkte Variation: Analysis 2, Rektifizierbar/Sehnenpolygonzige
Auflerdem st manchmal folgende Formel richtig:

= [ st 42

Beweis. Da t — f(z,t) fir jedes z € Q stetig ist, ist ¢t — f(z,¢) fir jedes z € Q Riemann-
Stieltjes- integrierbar beziiglich g (vrgl. HEUSER, ANALYSIS I Satz 91.1).

Es sei (Pn), eine Zerlegungsfolge fiir [0, 1], also eine Folge von Partitionen P,, = {t R at
von [07 1] (das heift 0 = tén) < tgn) <...< tgz)) mit hmn—>oo maXg=o,..., ( I(cn+)1 - t(n)) - 0

Nach Definition der Riemann- Stieltjes Integrierbarkeit (vrgl. HEUSER §90) konvergiert dann
Z F(en) (o (k) -9 (47))
fiir alle z € Q gegen F(z).

Es sei K C Q kompakt. Da K x [0, 1] kompakt ist, gibt es ein M < oo mit
Veeks Veepa) | f(2, 1) < M

Dann folgt fiir alle z € K und alle n

) < Z 7 (=00)| o () o (1)

qn_l

<MY o () =9 (1)
k=0

< Vio.1(9),

(Miisste in Heusser zwischen Paragraph 85 und 90 stehen) wobei Vjo1)(g) die totale Variation
von g auf [0, 1] ist. Dies zeigt, dass (F},), lokal beschriankt auf 2 ist.

Nach Satz von Vitali (Satz 4.12) konvergiert (F),), daher kompakt gleichmiifig in Q gegen
F. Aus dem Konvergenzsatz von Weiertsraf (Satz 4.1) folgt die Holomorphie von F' sowie
F' =lim,, o F'n. Es sei ein z € 2 und ein ¢, € [0, 1] gegeben. Aus

e fGt) 1 Cto ‘
[fo(28) = f(z,t0)| = 2m/< e €= 2P T 2w e 2P
S —,27‘&'7‘- max |f(<’t) _f(§’t0)|
271 |¢—z[=r |2¢ — 2|
‘%'cmax £(C1) = (G o) Viep.

(wobei r > 0 so gewihlt, dass B,(z) C €2) und aus der gleichméfigen Stetigkeit von f auf dem
Kompaktum 9B,.(0) x [0, 1] folgt, dass ¢t — f,(z,t) stetig in to ist. Daher istt — —(z t) fiir jede
z € () Riemann Stieltjes integrierbar. Es folgt nunmehr fiir alle z € Q

gn—1

P(2) = Jim Filo) = tim Y- (a2 — o) = [ S0 gt
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4.4. Beschranktheit holomorpher Funktionen im Einheitskreis

4.4. Beschranktheit holomorpher Funktionen im
Einheitskreis

Satz 4.14. Satz von Schwartz-Pick
Es sei f: 1D — D holomorph. Dann qilt fiir alle z, zy € D

f(z) = f(20) Z— 20 und | f'(20)| 1 —f(20)]
L= f(z0)- f(z)] 11— %02 R ET
Beweis. Es sei ein 2y € D gegeben. Dann sind
C + 2o n— f(%)
= k =
9(Q) = ¢ wnd An) = )

wegen zy € D und f(z) € D Automorphismen von D (Ubungen Aufgabe 9.2.(b))

Essei p:=ko fo

Dann ist ¢ holomorph in D mit (D) € D und ¢(0) = k((f(20))) = 0. Mit dem Lemma von
Schwarz (2.17) folgt |o(C)] < |¢] fiir alle ¢ € D. Es sei 2 € D und ¢ := g '(2) € D. Es ist
¢ = 2= (Ubung Aufgabe 8.3.(b)).

1-Zzpz

Damit folgt
£() — F(z)
1= f(z0)f(2)

Z— 20

= [(ho /)(2)] = el < | =

1—2pz

Fiir z # 2z, folgt: L
1 f(20) - f(2)

1—2yz

'f(Z)—f(Zo) <

Z — 20

Fiir z — 2y ergibt sich
2 2
f'(20)] < |11 f(20)[F] 1 = |20

Satz 4.15. Satz der Jensenschen Ungleichung
Es sei f: 1D — D holomorph mit f=0 und (zx), die Folge der Nullstellen von f. Dann gilt:

0)] < H|Zk’
k=1

und .
S0l <
k=1

Beweis. Ohne Einschrinkung sei f (0) # 0.(Ist ndmlich 0 p-fache Nullstelle von f, so betrachtet
man f(z) = % Nach einer Verallgemeinerung des Lemmas von Schwartz (Satz 2.17) ist dann

)| < 1in ).
Es sei ay(2) := 1Z szZ und gy, : HZ:l Q-
Behauptung

VneroVzen | f(2)] < gn(2) (4.6)
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4. Grenzprozesse bei holomorphen Funktionen

Beweis Fiir n = 0 gilt dies wegen |f(2)| < 1 =go(2)| fiir alle z € D.
Es sei 4.6 fiir ein n > 0 giiltig. Fiir h,, := gin gilt dan |h,(2)| < 1in D. Nach Riemannschen
Hebbarkeitssatz (Satz 3.2) ist h, holomorph in D. Wegen h,(z,+1) = 0 folgt mit dem
Lemma von Schwarz Pick (Satz 2.17)

& = Zn+l

= lam1(2)]

1_Zn+1'z

also
Veen [ f(2)] = [hn(2)] - 19n(2)] < lani] - [9n(2)| = |gnia]

Insbesondere ist

Yneno [F(0)] < 1gn (0 |—H|Zk|

also auch | f(0)] < [1,—, |z&l-
Esist 1 —z < —logx fiir alle x € ]0, 1]. Damit folgt

n

Vi Z 1—|z]) < Zlog|zk| H ﬁ

1

also auch .
Z — |zk|) < log L < 00
F0)
O]
21.01.08

Korollar. Es seien f,g in D holomorph und beschrinkt. Es sei (zy)y eine Folge in D mit

Vi f(2k) = g(z) und Y (1= |z%]) =

k=1

Beweis. Essei h:= f—g Dan ist h holomorph und beschréinkt in D (Einheitskreis) mit h(z;) = 0
fiir alle k. Wahle h # 0, so wére Y ;- (1 — |z|) < oo man Satz 4.15. Dieser Widerspruch zeigt
h =0, das heifst f =g m

Satz 4.16. Satz des Blaschke Produktes
Es sei (z), € D\{0} mit Y 72 (1 — |z]) < 0. . Dann gibt es eine holomorphe Funktion F :
D — D, die thre Nullstellen genau in den zp hat. Diese ldsst sich als Blaschke Produkt

o0
:H|Z_k|. 2~ 2
el 1 —Zz

darstellen. Jedes holomorphe f : 1D — D mit der Nullstelle z erhdlt man in der Gestalt

f:eG-F

mit beliebigen G € H(D) mit ReG <0
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4.4. Beschranktheit holomorpher Funktionen im Einheitskreis

Bewezs. Es sei -
] R R
Bi(z) = 2 1—7Zp- 2

Dann ist |Gx(z)] < 1 fiir alle z € D. Es sei ein r € ]0, 1] gegeben. Fiir alle z € B,.(0) und alle k
ist dann

\zk|—M—1+z_k~z
— 1l = Zk
|Bk(2) — 1 1 —% 2
zlzl _ qlzlz
[l 2t
1—7%;-z2
_ B
|a=tah- (-1- )
1—72;-2
1+ |7
<(1—|z]) —— =
e A e
14+7r
< (- fal) 1

Wegen Y07, (1 — |z]) - 75 < oo ist Y py |k — 1] gleichmiRig auf B,(0) konvergent fiir jedes
r € 10, 1] also kompakt gleichméfig konvergent in D.

Nach Satz 4.5 ist [[,—; B = F holomorph und hat als Nullstellen genau die z;. Essei f : D — D
holomorph mit Nullstellen z.

Es sei . .
Fy= 18 wnd ga(z) =[] =
k=1 1-%
Wie im Beweis von Satz 4.15 gezeigt, gilt

Veen | f(2)] < lga(2)]

Wegen |gn(2)| = |F.(2)| fiir alle z € D und lim,,_,, F,, = F folgt fiir n — oo

Voo |f(2)] < lim |Fy(2)] = |F(2)]

Fiir h := % gibt es dann [b(z)| < 1 fiir alle z € D, sodass h nach Riemannschen Hebbarkeitssatz
(Satz 3.2) holomorph auf D fortsetzbar ist. Da f und F' dieselben Nullstellen (und Vielfachhei-
ten) haben, ist A nullstellenfrei in D.

Nach Satz 3.12 gibt es ein G € H(D) mit h = ¢“. Es ist dann f = e - I und

ReG =log|h| <logl=0
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5. Konforme Abbildungen

5.1. Riemannscher Abbildungssatz

Obwohl einfach zusammenhéngende Gebiete mit vielen ,,Schlitzen“ versehen sein konnen, gilt
der Riemannsche Abbildungssatz

Definition. Es sei U C C offen und f holomorph und injektiv in U. Dann heilst f konform
oder schlicht in U. Ist f : U — V eine bijektive holomorphe Abbildung zwischen offenen Mengen
U,V C C, so nennt man f auch biholomorph

Definition. Zwei Gebiete 21,y in C heifien konform dquivalent, falls es eine konforme Abbil-

k
dung von €y auf 25 gibt. Man schreibt €2y ™ Q.

Bemerkung. Hierdurch wird eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Gebiete in C gestiftet,
denn die Umkehrabbildung und die Komposition von konformen Abbildungen sowie die identi-
sche Abbildung sind wieder konform.

Satz 5.1. Es sei Q ein einfach zusammenhingendes Gebiet in C und f : Q — f(Q) ein
Homomorphismus (das heifit, stetig und bijektiv mit stetigem f~%). Dann gilt:

1. f(Q2) ist ein einfach zusammendngendes Gebiet.

2. Ist (z,), eine Folge in Q, die gegen ein zg € OS2 konvergiert, so liegt jeder Haufungspunkt
von (f(zn))n in Of(£2).

Beides gilt insbesondere fiir schlichte f.

Beweis.

1. Da f stetig ist, ist f(2) zusammenhiingend. Da f~! stetig ist, ist f(2) offen, also insgesamt
ein Gebiet. Es sei ' ein geschlossener Weg in f(2). Dann ist v : f~' o T ein (stetiger)
geschlossener Weg in ). Da ) einfach zusammenhingend ist, gibt es eine Homotopie
H :[0,1] x [0,1] — Q, die v stetig in einen Punktweg (zum Punkt zy € Q) deformiert. Es
ist dann H := fo H :[0,1] x [0,1] — f(Q) eine Homotopie, die f o~ = I stetig in den
Punktweg zum Punkt f(zy) deformiert. Also ist I' nullhomotop. Daher ist f(2) einfach
zusammenhéangend.
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5.1. Riemannscher Abbildungssatz

2. Es sei b ein Haufungspunkt von (f(z,)),. Dann ist b = limy_. f(2,,) fir eine Teilfolge
(Zn, )k vOR (2n)n L
Wegen f(z,) € f(Q) fiir alle n ist b € f(Q2).
Annahme: Es ist b € f(£2). Dann gibt es ein a € Q mit f(a) =b
Wegen der Stetigkeit von f~! in b folgt geméR Folgenkriterium

a= 1) =17 (Jim f(zn,)) = im fH () = Jim 2, = 2 € 09,
im Widerspruch zu a € ! L
Also ist b # f(2) = (f(2))°, das heift, b € f(Q\(f(2))° = If(Q).
O
25.01.08

Hilfssatz 2. Jedes einfach zusammenhdingende Gebiet Q) # C ist konform dquivalent zu einem

®

beschrankten Gebiet

Beweis. Es gibt ein a € C\.
Da z — 2z — a nullstellenfrei in () einfach zusammenhéngend ist, gibt es nach Satz 3.12 eine
holomorphe Logarithmusfunktion L : Q — C mit eX*) = 2 — ¢ fiir alle z € Q.

Es sei
L
2 .

V:=e
Dann ist U holomorph in Q mit U?(z) = z—a fiir alle 2 € Q (Man schreibt auch ¥(2) = /2 — a)
Es seien 21,z €  mit U(z1) = ¥(z3). Dann ist

21 —a=V%(z) =V%(2) =2 —a,

also z; = z9. Daher ist U injektiv, also konform in Q.
Es seien 21, 2z €  mit U(z;) = —W(zy). Dann ist

z1—a=V%(z) = (—V(2))? =V*z) =2 —a,
also 21 = zy. Es folgt W(21) = 0 also z; —a = ¥?(z;) = 0, also z; = a im Widerspruch zu a ¢ Q.

Dies zeigt
() N (-¥)(Q) =0,

also C\¥(Q2) D (—=¥)(€2). Da auf —¥ konform in € ist, ist (—¥)(2) noch Offenheitsprinzip
offen (und # (). C\¥(Q) hat also innere Punkte.
Es gibt also ein b € C und ein € > 0 mit B.(b) C C\V(Q2), das heift

szQ ’\II(Z) - b| <e
Es sei ¢(w) := 1. Dann ist ¢ konform in C\{b} 2 ¥(Q) mit

1
Veen (@ ()] < 2
Somit ist ¢ o ¥ eine konforme Abbildung von 2 in das beschrinkte Gebiet K1(0) O
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5. Konforme Abbildungen

Satz 5.2. Riemannsche Abbildungssatz
Es sei Q # C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet. Dann gibt es eine konforme Abbildung
F von Q auf D. Ist zg € Q gegeben, so kann man F so wdhlen, dass

F(20) =0 und F'(z) >0

Beweis. 1. Eindeutigkeit Habe F' und G die gewiinschten Eigenschaften, so ist

H:=FoG':D—D

ein Automorphismus von D (ein Einheitskreisautomorphismus) mit H(0) = 0 und

H'(0) = = >0

Es folgt (z.B. aus dem Lemma von Schwarz oder aus Ubungsaufgabe 9.2 (b)), dass H =
idp, also F' = G.

Il. Existenz Nach dem Hilfssatz gibt es eine konforme Abbildung ¢ von € auf ein beschrinktes
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Gebiet Qy = ¢(22). Es sei a := ¢(z0).

Es sei
F:={f:Q0— C|f konform, f'(a) =1, f(a) =0}
Fiir f € F sei
u(f) = Sup £ (2)]
und es sel

o 1= }gjfru(f)

Fiir f(z) := z—aist f € F. Daher ist # 0, und es ist u(f) < oo, da Qy beschrénkt. Daher
ist pp < oo
Es gibt eine Folge (fx)r € F mit polimy_(fx) Es gibt ein ky € N mit

Viskott(fi) < pro +1

Dies bedeutet
Visko Vzeqq | fr(2)] < po + 1

Somit ist (fx)k>k, lokal beschriankt in €y und daher nach Satz von Montel normal. Es
gibt also eine Teilfolge (fy,);, die kompakte gleichméfig in €y gegen eine holomorphe
Grenzfunktion Fy konvergiert. (Fy = oo scheidet aus)
Es ist

Fo(a) = lim f(0) =0

und nach dem Konvergenzssatz von Weierstrafs

Fy(a) = lim f},(a) = 1

J—00

Nach dem Korrolar zum Satz von Hurwitz ist Fj injektiv, also konform in €2y. Es ist also
Fy € F. Es seien ein zy € {2y und ein € > 0 gegeben. Dann gibt es ein j € N mit

|Fo(2) = fu,(2)| <& und p(fy; < po+e



5.1. Riemannscher Abbildungssatz

Es folgt
[Fo(2)] < }fkj(2)| +e < plfr;) +e < po + 2.

Da dies fiir alle € > 0 gilt, ist |Fo(2)] < po-
Dies zeigt:
p(Fo) = sup [Fo(z)] < po
2€Q

Wegen Fy € F ist andererseits pu(Fy) > o, insgesamt laso p(Fp) = p
Es ist F((€Q0) C By, (0) und nach Offenheitsprinzip sogar Fo(£2) C K, (0).
Annahme: F;(Q) # K,,(0).
Dann gibt es ein a € |—1,0[ und ein ¢ € ]0, 27[ mit poa - " ¢ Fy(Qyp): Durch

—it

U, = R
Ho

wird Qg konform auf W,(Q) C D abgebildet mit W,(z) # « fiir alle z € Qy,

—it —it

Ui(a)=0  und \If'l(a)e - Fy(a) = c<
Ho Ho
Es sei v
— 00
Wy = ————
2 1-— CY\Ill

Dann bildet Uy das Gebiet 2y konform auf Wy(€y) C D ab mit

2 y e i
/Y =(1—
o Vil =(-a)

, l -«
V.oeaoVa(2) #0, WYs(a) = —a und ¥y(a) =

denn

1 (—a 1-aC+(C—a)a 1—a?

d¢ 1—aC  (I1-a?  (I-a()?
Wegen der Nullstellenfreiheit von Wy und weil €2y nach Satz 5.19 Teil (a) einfach zusam-
menhangend ist, existiert die konforme Wurzel:

Uy = \/\11_2 mit U3(a) = +v—a=: >0

Es sei .
1 1 et
\Ij/ — . \II, —_ . 1 _ 2
((0) = 5y @) = g5 (1-a)
Es sei
0 p
4 . 1 6\113
Dann ist ¥, eine konforme Abbildung von €y auf U, (£2y) C D mit
1 — 52 1 1— 042 6—z't 1 — /64 e—it 1 + 52 e—it
U,(a) =0 und ¥V)(a) = ———-T,(a) = . . — ) — )
(@) @) (1—-p2)? W ETTE T e 1P 2
Es sei "
Fo=—1
Vy(a)
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5. Konforme Abbildungen

Dann ist F konform in Qo mit F’(a) = 1, also F' € F. Es ist also (F) > po. Andererseits

ist:
} i)l _ 1 2
Wia) = )] 145

Ve, F@)‘ = * o

also

da 0 < § < 1, also ein Widerspruch!
Also ist Fy(2) = K,,(0). Es gibt ein n € 0D, sodass

7 Mi F(o(x0)) - ¢ (z0) > 0.

Setzt man

F = iFoogo
Ho

so bildet F' Q konform auf D ab mit

F(z) = % . Fy(p(z0)) = % und F'(z) = % L F(p(20)) - ¢ (20) > 0

Also leistet F' das Gewiinschte
O
28.01.08

Definition. Es sei 2 # C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und z, € €. Die eindeu-
tige konforme Abbildung f von Q auf D mit f(z9) = 0 und f/(z5) > 0 heift Riemann’sche
Abbildungsfunktion zu Q und zy. Der Abbildungsradius von § beziiglich zy wird definiert durch

1
F(20)
Satz 5.3. Die komplexe Ebene C ist nicht konform dquivalent zu ID

(Q Zg)

Beweis. Andernfals gébe es eine konforme Abbildung f : C — D. Diese wire beschriankt, nach
Satz von Liouville 2.13 also konstant, ein Widerspruch! O

Folgerung. C st zu keinem einfach zusammenhdngenden Gebiet # C konform dquivalent.

5.2. Die Klasse S

Definition.

S:={f:D — C|f schlicht, f(0)=0, f(0)=1}
Bemerkung. 1. Essei f € S. Dann ist auch g(z) := f(zz) € S fir a € D\{0}

() -
0) - (1— IZo\ )

f'(z
Dann ist auch F € S, und es ist F"(0) = J}—( %) - (1= |20]%) — Zo. Mann nennt F dann die
Koebe- Transformierte von f.

2. Fssei feS und zy€D. Es sei
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5.2. Die Klasse S

Beweis. 1. Klar, es ist ¢'(z) = f'(az), also ¢’(0) = f/(0) = 1.

2. Da F die Verkettung der schlichten Abbildungen z +— %;OOZ, fund w — #% ist,
ist I schlicht in D. Es ist £'(0) = 0 und

/ _ 1 . f! Z+ % . 1~ %%
F(Z)_f'(ZO)(1—|Zo|2) / <1—|—zoz) (1+292)?

B 1 ,(z—i—zo)
 f(20) - (14 Z02)? 1+ 292 )’

also F'(0) = ?E:i = 1. Weiter ist
p 1 () s o (2 1 9
1"(20) (14 Zp2)*
)= laP) 22 1 (F2)
f'(z0) - (14 Z02)* f'(z0)(1 + 202)*
also F'(0) = ‘;:/ESZ; (1= |20]?) — 2.

[l
Beispiel. 1. Es sei f(z) = 1==. Dann bildet f D schlicht auf RH (Rechte Halbebene) ab.

Beweis. Als Mobius- Transformation bildet f C bijektiv auf C ab, die (verallgemeinerte)
Kreislinie 0D wird durch f auf die verallgemeinerte Kreislinie durch

141
1—1

f(1) =00, f(=1) =0 und f(i) =

also auf ¢R abgebildet.

=1,

= 0
Wegen der Injektivitdt von f ist O +

f(OD)N f(D) =0, also f(D) C C\iR

Da f(D) zusammenhéngend ist, folgt f(D) CLH oder f(D) CRH. Wegen f(0) = 1 €RH
liegt der Fall f(D) CRH vor. Analog folgt f(C\D) CLH. Wegen f(C) = C muss daher
f(D) = RH (und f(C\D) =LH) gelten. O

2. Fs sei g(z) .= —=. Wegen

1—-z"

{ {

1 , L1 ,
g(1) = oo, 9(—1):—5 und g(i) = - 2(1+2) _5(_14_2)
und g(0) = 0 folgt analog zu 1., dass D durch g schlicht auf die Halbebene

{w € CIR(w) > —%}
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5. Konforme Abbildungen

abgebildet wird.
Fs ist g(D) konvex.

o4

3. Fs sei k(z) == }1 [(%)2 — 1] folgt aus 1., dass D durch k schlicht auf das Schlitzgebiet
C\ |—o0,—1| abgebildet wird.

1
Um 0 hat k die Entwicklung

k(z):z+222+323+...22kz'k

(Dies folgt aus = = >"77 2" durch Ableiten)
Esistk e S, und k(]D) ist sternformig. Fs ist k(z) = z - ¢'(2).

Definition. Es sei

{f D\D — C

f schlicht, f(z —z+ZAk—}

Satz 5.4. Es sei f(2) = Y o0, Apz" € 5. Dann gilt 35° k- |Ax] < 1

Beweis. Es sei R > 1 gegeben, Es sei Iy das Innere der Jordankurve f(0Kg(0)) (Jordanscher
Kurvenvektor). Es ist |Ig| > 0.

O

20 k0

Aus dem Argumentsprinzip

Vaergb(f(OKR(0)),a) > 1 (5.1)
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5.2. Die Klasse S

Mit der Greenschen Formel folgt mit u := Rf, v := f

1
O§|IR|:dudv:—/ (udu — vdv)
2 Jorg

_ /0 - <u(Reit)%v<Re“) - U(Re“)%(Re“)) dt

— %/0% S {(u — iv)(Re™) - %(u + iv)(Reit)] dt

1 [ 1. . Lo
= 5/ S [f(Re”)cdotf’(Re”)Re”z} dt
0

1 21 B ) ) )
-2 / R [F(Re") f'(Re™) Re™) dt
0
1 2 . > . . > .
= / R || Re" +> AR e ) - | R =Y kAR e ) | dt
2 0 k=0 k=0
1 oo
=2 <32 = AP R‘2k>

k=0
Also ist

Vas1R? > k|Af* R
k=0
Hieraus (und aus dem Abelschen Stetigkeitssatz) folgt fir R — 1+

1> kA
k=0

O
01.02.08
Bemerkung. Es sei f € S. Dann liegt auch

in S, und g ist eine ungerade Funktion.

Beweis. Es sei h(z) := f(z) . Dann ist A holomorph auf D fortsetzbar mit h(0) = f'(0) = 1, und
wegen der Injektivitat von fist f(a) # f(0) = 0 fiir alle z € D\{0}. Also ist h nullstellenfrei
in ]D> Daher existiert die holomorphe Wurzel \/h(22). Dies zeigt g € H(D). Es ist g(0) = 0 und

=/ f"(0?) =+1= 1 (wenn man den Zweig der Wurzel so wihlt, dass V1= 1).
Es seien 21, zo € D mit g(2;1) = g(z2). Dann folgt:
f(2D) = g°(21) = ¢*(z2) = f(4),
Wegen der Injektivitiat von f also zf = 2y, das heilst z; = 2z oder z; = —2z5. Im Fall z; = —25
ergibt sich wieder:
9(21) = g(—22) = —g(22) = —g(21), also g(z1) =0,

denn g ist offensichtlich ungerade.
Wegen der Nullstellenfreiheit von /(22) folgt z; = 0, also auch zo = —2; =0 = 2.
Dies zeigt die Injektivitdat von g! Also ist g € S ]
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5. Konforme Abbildungen

Satz 5.5. Satz von Bieberbach

FEs seq
[ee}

f(z) = Zanz" es

n=0

Dann gilt |as| < 2, und |az| = 2 genau dann, wenn f eine Rotation der Koebe Funktion ist,

das heifit

z
_ . tlal 1
f(2) a2 fir ein a € C mit|«|

Beweis. Es sei g(z) := z - \/%22). Um 0 besitzt g die Entwicklung

1
g(z)=z~\/1+a222+a323+--~:z-(1+§a222+-~> :z+%-z2+---

Es sei F(z) = Q(L). Aus g € S (sieche Bemerkung) folgt, dass F' holomorph und injektiv in
C\D.
Um 0 besitzt F' die Laurent Entwicklung:

W=

1 z
F(z) = =
R s
a9 1
— . (1= == 4.
()
o a9 1
=z 5 Z—l—

Es folgt F' € X. Aus Satz 5.4 folgt
1. ‘%2’ < 1, also |az| <2 und
2. dass Gleichheit nur gilt, wenn F'(z) = z + ¢ fiir ein o mit |a| = 1.

Letzteres impliziert

Z Z+
e e ¢
z
2~ (Arazp WO =g

5.2.1. Bieberbachsche Vermutung
Fiir -
f(z) = Zanz" es
n=0
gilt
anO |an’ S n

(Beweis 1984 durch LOUIS DE BRANGE)
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5.2. Die Klasse S

Satz 5.6. Koebesche 1/4-Satz
Es sei f € S und w € C\f(D). Dann gilt |w| > 1. Gleichheit gilt genau fiir Rotation der
Koebe-Funktion [Es ist also K1(0) € f(D)./

Beweis. Es sei i)
w f(z
flz) = ———.
TR 5
Dann ist F' holomorph in D (da f(z) # w fiir alle z € D) und injektiv. Um 0 hat F die
Entwicklung (falls f(z) = > 7 an,2").

F(Z):w(z+a222+---)  zt a4

_ 2... 1z _a,2 . .,
W— 2 — A2 -2 — 222+

Z(Z—I—a222—|—---)-<1+i+---)
w

1 2
=24 (—4ay) P+
w

Es folgt F € S. Aus Satz 5.5 folgt | + a| < 2 und |as| < 2. Dies impliziert

1
‘—‘ <2+ |ag] <242=4also |w| >
w

| =

Hierbei ist |w| = 1 nur fiir |ao| = 2 moglich, nach Satz 5.5 ist f dann eine Rotation der Koebe
Funktion O

Satz 5.7. Koebescher Verzerrungssatz
Es sei f € S. Dann gilt fir alle z € D:

||

E
2 < ’f(Z)’ < (1 _ |Z’)2

(1+]z0)
1+ 2]

1_|Z| /Z
Al <O g

In jeder dieser Umgebungen gilt Gleichheit fir ein z € D\{0} genau dann, wenn f eine Rotation
der Koebe Funktion ist.

Beweis. Nach Satz 5.5, angewandt auf die Koebe- Transformation von f, folgt

Ly N
V.ep 57(2) . (1 — |7| ) -zl <2
Somit ist fiir gegebene z € D
Vielo] % : °§c_/:(tz) (=) —tz| <2
also .
Viep,1 |2 - %(tz) - #LZLP =% 1—|—|+2‘|z]2
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5. Konforme Abbildungen

2\y [t=1 ! 1 2t | z|?
Integration ergibt |(log f'(tz) + log(1 — *|2]%)) ‘t:() = / z - 7 —(tz) — m dt
0 — 2z

1 " 1
f 2tz
< / 2 (t2) = 2 2
0 / 1—t2]z]? 0o 1-— t
1
:2./ ( i )
0 141 | | 1—1¢ ’Z|
=2 (log(1 +t|2]) — log(1 — t|z]))[;,
oo (L 121Y
AN
1 2
also [log [f'(z) - (1 —|2[*)]| < log <1+—|’Z:)
— |z
1 2 1 2
also — log (1 i_ }j) < Relog [f'(2)- (1 — |z|2)} < log (1 i_ }j)
2 1 + ‘Z| 2
o log (1= 11+ ¢f%) ~ log(1 — ') < log /(2] < log (1 ) = log(1 ~ <P
11—z 1+ 7]
also <L 3
ey == Ty
Gilt hierbei Gleichheit fiir ein z € D\{0}, so muss
f'tz) 2] 2]
v 5. _ R ol B
te[0,1] f/<t2) 1—¢2 ‘ 1 — 2 ’Z’2

gelten. Also muss insbesondere ‘z J{,/(( ))‘ =4 -|z|, das heifst |f'(0)] = 4 sein. Aus Satz 5.5 folgt,

dass f eine Rotation der Koebe Funktion ist. Weiter ist

)| = )¢ + £(0 ‘ ftzzdt‘ /]z\~|f’(tz)|dt

||/ 1+t\z! / 1+u Ju— = ||
- (1=t o (1—wu)? (=)

Falls |f(z)| > 1, so ist

L < max T l

A1 = o a2 4

Nun sei |f(z)|] < 1. Mit Satz 5.6 folgt dann [0, f(z)] C K
“H(t-|f(2)]). Dann ist v ein Weg in D, und es folgt

() = L(for) = /

Gem|a= [1raol Kol
RO,
> [ Gy @ el

_/'Z R
T W T T
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Teil 11.

Funktionentheorie ||
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5. Konforme Abbildungen

14.04.2008

Riemannsche Abildungssatz: € einfach zusammenhéngend, zy € €2, E f:Q — D, holomorph

und injektiv
f(z0)
f'(20)
w(z) =2
S = {f € H( ) : f injektiv, f(0)=0 f'(0)=1}

= Z apzf e S
k=1

:>|ak|§k k>1

l

AeR, |al <1

2|
(1 =1z)*

g
> e SV

1
= Kreis mit Radius 1

zeD

K:={feS: f(D) konvex} C S.

Beispiel.
z
f(Z()) = 1— . e K.
1
D — {Rew > —5}
z

) = o

Subordination

Definition. f, g € H(D). Dann ist f subordination zu g (f < g) falls eine Funktion w € H(D)

existiert mit w(0) =0, |w(z)| < 1in D, so dass

Bemerkung.

b pgs [10) =90)
T UD) o)
2.
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Satz 5.8. Satz iiber das Prinzip der Subordination

f=g, re(0,1]= f(D) Cg(D,)
(D, :{z€C : |z|<r})

Beweis.

2 € Dr = f(20) = g(w(20)) € g(Dy)

Nach dem Schwartzschen Lemma gilt:

|w(20)] < |20

5.2. Die Klasse S

< Fy Vrpep

das heifit:
w(zp) € D,
Beispiel.
P:={FeHD) : F(0)=1, ReF(z) >0 in D}
142
Fo(z) == 1=,
D — Riemannsche Abbildungssatz, injektiv in D = F
1+2
F
(2) < T
14+ w(z)
f(z) = T—w() w(z)| < |2]
1 —|— w(z) 1 + 7
< |F()| = |
w(z)| 1 -7
lz| <7
Bemerkung.
F= . + k(2), meromorph in U(zy) Pol 1. Ordnung in zo
— 20

= Re F in U(zy) kann nicht > 0 sein.

Satz 5.9. f € H(D), f(0) = 0, f(0) = 1. Dann ist f € H C K genau dann, wenn

Re (1+255) >0 inD.

Bemerkung.

87



5. Konforme Abbildungen

Bewezs.

1. fe K= 1f(rz) € K fiir 0 <r < 1. Diese Funkion ist auch ,schlicht*. (f bildet Kreis auf
Konvexes Gebiet ab)
Zu zeigen: f(D,) konvex. Seien z1, 20 € D, |z1]| < |22/, wihle ¢ € [0, 1].

g(z) : = tf (z—jz) +(1-1)- f(z), z€D.

g(O):O:f(()), g(D)Cf(D), fES
=g=/f
9(Dy) C f(Dy)
= g(z1) =t f(2) + (1 1) - f(z1) € f(Dy)

= f(D,) konvex

Monotonie der Tangente

konvexitat
d d
@arg @U(@) >0
e T (1) !
deargde dearg[f (re )me}
d 7 %
= @Imlog [mee I ( ee)}
d LS ) / [
= Im@bg [7,7"69 f (re 0)}

= m 5 [i0 + log ’ (re)]

B f// (7’6“9) z'0
=Im |1+ = Iz (Teze)
. f// 7"619
=1+ Re (re e—f’ ((rei‘))))
= vze]]]) Re |1+ %(ZZ)) >0
S~
£0

J/

TV
harmonisch in D, und ist eine holomorphe Funktion

17.04.08
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5.2. Die Klasse S

2f"(2)
f'(2)
d d

— % a0 = _ i0 _ 0
= 5 18 dQU(Q)’ v(0) = f(re?), z=re

2w
arg v(2m) = —argv(0) = / di@ arg 0(0) df
0

1 27 Teie f// (Teie)
= . 14— 7 N7 )
o ) Re < +  (re) de -2

0<Re< +1) mit [ #0

J/

-~

=1
=27

= f(re??): 0 <60 < 2r ist Jordankurve mit konvexen Innengebiet.

Irgendwo um 3.9 haben wir vielleicht schon mal gezeigt, dass: f(e) injektiv ist.
= f ist injektiv in D, f(D) ist das Innere der Randkurce {f(¢?) | 0 <60 < 27}

1 _ 1 '
Windungszahl 1 = —/ m_ M
21 J (o) = 21 Jop f(2) — wo
2 Nug(f) in D

w= f(2), z€ D

= f ist bijektiv D — inverses von {f(e¥)}.

Satz 5.10. (P = {f € H(D) | f(0) =1, Re f(z) > 0 in D}).

f(z)zz ap?® € P=lap| <2, k> 1.
k=0

Beispiel.

k=1
Beweis. kg € N fest.
ko
1 ke
F(Z) — f (627("ka0 Z)
ko 1=
1
F(0) = f(0)=1
0
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5. Konforme Abbildungen

F' ist holomorph im Einheitskreis und der Realteil von F'ist auch positiv, da die Summer der
Realteile, die alle Positiv sind, logischerweise auch positiv ist

FeP

1 ko 00 .

F(z)= k_z : Z aje" kol 2
0 %=1 j=0
00 ko

1 i
= Z a; (k_ ¢ ]> 2!

=0 A" k=

{0 J nicht vielfaches von kj ist

1 7 vielfaches von ky ist

= Z ajkozjko =14 ap, 2™ +ag, 2 +... € P
§=0
w—1
———, Rew >0
w41

ia—l_ z'oz—i—l_ o+ 1

ia+1 io+1  da+1

ergibt den Einheitskreis

(’Z)—_1:D_>D

F(z)+1
L4+ agz™+...—1  agzf(1+..)
T+agzho+...+1 2(1+...)
_ ko
=5 + ...
ko | <1
5 | =
[
21.04.08
Satz 5.11.
f(x)zz e
k=1
Dann gibt es |cx| <1, k> 1 mit
1
fole) = 1o el =
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Bewess.

g(z) = f'(z) = Z br2", by =k - ¢
k=1

2og(z) _2f ) o 2 ()
o) s Ty R
z-g'(z) =h(z)-g(z) = kz:; hy, 2" - ’Z;O b2* bo=0
0o 00 k
> kbt =) (Z hjbk_j> 2
k=1 k=0 \j=0
k
Ko kb= by, k=1,...
j=0

k
= ho bk—l-z hjby—;

1 Jj=1

Beweis mittels vollstandiger Induktion
Ind. Anfnag: b; =1

Ind. Annahme: |b;| <j, j<k—1

5.2. Die Klasse S

Satz 5.12. Q C C konvezes Gebiet, f € H(Q), Re f'(z) > 0 in Q. Dann ist f in Q injektiv.
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5. Konforme Abbildungen

Bewezs.

L m€Q, flz) — f(2) / (¢

t=(1-7)z1+72, 0<t<1
F(z2) = f(1) = / P =T)n+72) (22— 21) dr
f(Z2)—f(21):R

Z9 — 21

= Re

"((1 =Tz + 729) dT
/ (1= 7)2 + 722)
:/Ref’(...) dr >0
OH/_/

S T IE) L0 ) £ 4)

22 — 21
O

Definition. f € H(D), f(0) =0, f/(0) = 1 heit fast konvez, falls ein g € K und ein o € R
existieren mit
f'(2)

g'(2)

Ree™®

>0, zeD

Bemerkung.

3. f konvex = z- f' =:g(z) € C.

(z-f) o ozf"+f ( z- f”(Z))
Re 7 = Re 7 =Re(1+ 7 >0

Satz 5.13.

1. feC = fistinjektivin D. (C CS)

2. Fiir jedes
)= Z apz® € C
k=1
qilt
|ak’ < ka keN
Bewezs.
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5.2. Die Klasse S

1. Q = g(D) ist konvex., g~} (w) : Q@ — D.

F(w):= f(g~"(w)) € H(Q).
ior ! — el (=L 1 :emf/(z) o= o Y(w
S = ) gy T gy P WP
= Rec®F'(w) > 0in Q2 f(w) injektiv in €.
= F(g(z)) = f(z) injektiv in D

2.
ot (2) :
g(z) =e"*——= = Req(z) >0in D
=) o
k=0
q(O) — e’La
ol I 1 oo
g(z) —isina _ o —isina N Z o
cos v cos o cos a £~
=1
Re (M _2,811104) >0, z€D,cosa >0
cos o cos v
:MSZ:\(]MgZ-COSOzSZ, ke N
cos o
EETD SRR, SRS SR
k=1 k=0 k=0
q(2) g'(2)
O
Bemerkung.
fekK=z-f eC
v(p) = f(re')
d d d d
0< ap e %f(r ¥) = —argzf(2) = 2 e F(z)
d
1) = e’
=izf'(2)
24.04.08

Die Vermutung von GOGOSINSKI:
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5. Konforme Abbildungen

Kcscccs
f(z)zz apz® <ge S
k=1

:>|ak|§k:,k:22

Definition. des Hadamard Produktes

flz) = Z a2,
g(z) =Y b2* € H({0})
f(xg)(z) : = Z arby.z"*

Seien Ry, R, die Konvergenzradien von f, g. Dann ist Rt > Ry - Ry

1
= lim sup v/ |axbs|

R(frg) koo

< limsup +/|ag| - lim sup v/ |bg]|

k—o00 k—o00
R
B Rf Rg

Beispiel. 1. -1 % g(2) = g(2)

——4(2) = gla2)
N——

lz|<1

3. o *9(2) =2-4'(2)
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5.2. Die Klasse S

Definition.
f e H(D) r:Hstzlelglf(z)l-

, z €D}

l\DI»—t

P1:={f € HD) | f(0) =1, Re f(z) >

z) :Z biz®, by = 1.
k=0

geH, 0<r<1

1 [ , dy
ioy _
(2Reg(re’¥) — 1) .

— — |zl <
or —e Wf’

21 o] [e%¢) .
1 k ik Tk —ikp —ijo~)

i (E loo byr¥e™ + Eﬁ bpr-e 1) jEO e i dy
1 27 o

=5 (1 + Z brrFet®e 4 Z byrte 2’““’) Z_: eij@i—jdgo

oo
1 2

Z e’”‘p dgp (Z by e”w> : (Z eI ) do+...=g(z)

0 =

;,1 :ZZ‘; bizF
Satz 5.14.
feEHD), geP=|f=gl </l

Bewess.

1 4 d
frg=[x 2—2’711537r (2Reg(re’¥) = —1) ] Ld |z] <r <1
7r

_e—igpf’
1 2Tr(2Re ( i@)—_l) e 1 p
=5 ; glre™) = 1—e—i90§ ©

1 2
T o
1 ’ i 7Z¢Z
(f*9)(2)] < o | 7[2Reg(re )—1|-‘f<e ;)’d@
— 0 )

|z|<r

2Reg (re_w — 1) - f (e_i‘p;> dy

<IIf

<Wflge | (Regtre) = 1) dg

J

~~
=1

= [If1l
= [lf+ gl < /Il
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5. Konforme Abbildungen

Betrachte

n
Emn k=0
P()— - 2P/(2)
= P(z) — —2P'(2
n
Fejér Polynom
Es sei 7, ein Polynom vom Grad n.
Satz 5.15. Satz iiber die Bernsteinsche Ungelichung
Pem =[P <n|P|
Beweis.
Q e m, Q(Z) — an (—) € T,
Qz) =) a* = i’
k=0 k=0
- - 1
max || = 2] = |2 (2) | - e
P(a)|| = 2P|
n ~in
1 n
= |- Z kz® « P
n
k=0
1 n
= |- Z kzk x P
n
k=0
=||=)_ kzkxP < 2|
n
k=0
an(z)EP
=[P
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5.2. Die Klasse S

Traumen Mathematiker?

Ein Traum war

1P = =PI z + Pl <n|P

4
1-2)
VpenVyes |+ Pl < nllP]

Getraumt wurde dieser Traum von SHEIL-SMALL im Jahre 1971

Beispiel.

P(z) =2"

= | f %2 < nllz"] =n

|an| = llan2"]]
28.04.08

Satz 5.16. Jack’s Lemma

Bemerkung. Jack hat in seiner Doktorarbeit 1977 dieses Lemma aufgeschrieben, leider mit
falschem Beweis. An sich ist dieser Satz nicht neu (genaw genommen ist er ca 50 Jahre dlter),
der Name hat sich aber eingeprigt. Viel allgemeiner formuliert findet man diesen Satz in der
Literatur auch als Satz von Julia Wolff.

feHD) mit f#0. Fir ein zo € D gelte

fE < 1f(z0)l, 2] < |20
Auflerdem sei f(0) = 0. Dann gilt:
z0.f'(20)
f(#0) =1

Beweis.
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5. Konforme Abbildungen

Fiir |z] < |Zy] gilt:

z z
e = [12] < max [P = 1720 = el 600
d . .
[ N 2 / 10
i ire*?w'(re*?)
20 = re’?
= izow'(20)
= argw(zg) = arg zow'(zo)
= El:):ZO Zow/(Zo) = )\U)(ZQ)
Zo'w/(ZO))\ Z O

Satz 5.17. f € K. Dann gilt:

1 ReHE 1 2eD

2. Rel >

z

, z€D

N[ =

2f"(2)
f'(2)
Beweis. Aus der (hier fehlenden) Skizze folgt:

fEIC<:>Re( +1>>Oin]D)

= (FeP& F<h)

1. zu zeigen: 222 ¢ p

f(2)
zf 1
©_
f <1—z
zf 1
& <
[ l-w(z)

zu zeigen:

w(z)] < |2] & (Jw(z)] <1, w(o) = 0)

zu zeigen:

lw(z)] <1in D
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5.2. Die Klasse S

Annahme: diese Aussage sei falsch:

= Jpep |w(2)| < |w(z)| =1
<0

|z

Diese Ungleichung kann man nun differentieren, man kann sie genau genommen auch
logarithmisch differentieren:

1 k) ) (=)
20 f'(20)  flzo)  1—w(z)
|+ 2f"(z20) _ 20w'(z0) | Z0f'(20)
f'(20) 1—w(z)  f(20)
_ zw'(20) 1
o 1l—w(z) 1 —w(z)
_ z2ow'(z0)  w(zo) N 1
w(zo) 1—w(z) 1—w(z)
k>1
20f"(20) w(z) 1
Re (1 + Fl) ) = Kk Re T w(z) + Re = w(z)
1iuw:1,1w_1 K
e My Z <
S5 <0
Widersrpuch!
= |w(z)| <1, zeD
Es folgt die Behauptung
2. zu zeigen: ReZTJN >1=Re f(zz) > 1
o)
z 1 —w(z)
14 20" (20) _ zow' (o) _ w(zo)
f(20) 1 —w(z) Y, 1 —w(z)
20f'(20) - w(zo) _1 _1 : 1
=1+ Re FCz0) =k Re T ol w(z0) +1 < 5 +1= 5 Widersruch!
—_———

D=
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5. Konforme Abbildungen

Bemerkung. Aus (2.) in Satz 5.17 folgt:

feKéReM@F:f(Z)<L:G
z z 1—=z

= FD,) c (G)(D,), 0<r<1
f(z)

1
<max |G(2)| =

<r7r:|F
A <P () < —

N

= I < T

F(z)] =

zeD

Hieraus kann man folgern:
§(D) 5D,
Letzte Vorbereitung fiir den néachsten Satz und dessen Beweis: Wir erinnern uns, dass:

feKeg=zfes”

e (1_:)2*(%)

——
=heP
z
= (L * (zh)
Komplexe Funktion in 2 Variablen:
F = D
(27 C) 1 _Cw(2)7 z?C e Y
F(z0) =Y a(Q |a()em
k=0
Entwicklung nach der Variablen z mit |w(z)| < |z|
F(0,¢) =|q(¢) =1
F(z,0)=> q(0)F =1
k=0
= qk(O):(), keN
Entwicklung nach der Variablen (
F(z,() = Z w(z)F¢h = Z (a12 4+ ag2® + .. ) ¢*
k=0 k=0

w(z) = a1z + ag?® + ...

Potenzen von ¢ kommen also nur mit hoheren Exponenten von k vor
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5.2. Die Klasse S

05.05.08

Zusammenfassung der wichtigen Eigenschaften:

(i) Jacks Lemma 5.16: w € H(D), w(0), fiir ein zy € D gelte |w(z)| < |w(zo)|, |2] < |20|

(felC:>R g>% ID))

(i)) feHD); heP=|If«hll <I|fl =g € HD)| 9(0) =1, Reg(z)) > 3}.

<f(z)—z = [|2" % h|| <1=|ax] <1, h(z Za;@)

(iii) P em = [P <k[|P]

(iv)

~ qo =

Z q(0) =0, ke N
ar(< QkGWk

ReF(z,()>1 2, CeR

Fe.0) = 1=
=0

w e HD), lw(z)] <z

Folgerung. e 2 f(2,0)eP, CeD
o [¢:(Q)| <1, keN, CeD

Satz 5.18. Satz von Rougasinski fiir S*
Fir alle f € H(D), g € S* mit

f(z) = Z apz® und f < g

k=0

qilt:
|CLk| S/{Z, k':2,3,
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5. Konforme Abbildungen

Bewezs.
f(z) = g(w(z)), w € H(D)
lw(z)] < |z| in D
9= EGJS (I—22 7 " =22 " G};
= 0= e
= Z @ (¢)z"
= @I <1, g €m
90 % 7=y = 9(Cu2)

> (90 #car(Q) =
k=0

=(—1: f(2) =

|ag| = *< @k (Ol =1 < 119(C) *¢ an(nll
B ¢
H( 5 *¢ Ch(C) *¢ qk) ‘ = Hm*c (Ch(C) *¢ ar)
= || (¢(R()) *¢ a)|| = Ch({) ¢ %(C)ZH
L R ICA) * ar(Q) = b Hc (h(@ : q’“éo) H =k ||h(Q) *c# '
P
(72) a(¢) _ o
e RIZCE
]

Definition.

(i) T <A<i. A= e wy € C\{0}, z(t) = woe ™, t € R heikt logarithmische Spirale
beziiglich .

(i) Q Gebiet, 0 € Q heift a-spiralformig, falls fiir jedes wy € Q die Spirale z(t) = woe™™, t > 0
in € liegt.

(iii) f € H(D), f(0) =0, f'(0) =1 heit a-spiralformig, wenn f € S und f(D) a-spiralférmig
ist.

Lemma. ¢ € H(D), Rey(z) >0 in D.
Gegeben sei das AWP
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5.2. Die Klasse S

Dann ezistiert z(t) fir alle t > 0, ist eindeutig bestimmt und erfillt
[2(H)] N0, t — o0

Beweis. Existiert eine lokale Losung (eindeutig!) folgt aus der Existenz und Eindeutigkeitssatz
fiir gew6hnliche DGLn:

1. (=0=2(t)=0,t>0

2. (#0:
d ()
G lom=lt) = 2 = —(=(0)
R d 1 t) = d 1 ) =—R t 0
e < log2(r) = | < log |=(0)] = ~ Re(=(1)) <
= 12|/
2] < 1<
Rep(z(t) >6 >0
4 < I
= %log|z(t)| <—6,t>0
g ()] —logl¢| = [ -logl=(0)]at < 5t

2| < [¢|=e" =0, t — .

Definition. f — « spiralformig < f({)e ™ € f(D), t >0

Satz 5.19. f e H(D), f(0) =0, f(0)=1. A=¢" —% <a<Z. Dannist f a-spiralférmig,
genau dann, wenn

z- f
A f

Ree™

> 0. (5.2)

Bewess.

W= p(z) = ;\]f,((zz)), z € D und 5.2 diese erfiillt. Wegen Rep(z) > 0 folgt: f* # 0 in D
= ¢ € H(D)

Anfangswertproblem:

2(t, Q) = —z(t,Qp(z (t,¢), (€D, t>0
w(t, Q) : = f(2(t,¢)), ¢e€D,t>0

’ljj(t, C) = f/<2(t7 C)) ’ Z<t7<)
= [(2(t,€)) - (=2(t, Q) (2(¢,C)) z = 2(t,¢)
= f(z —z-)\.f(z) = -\f(z = —\w
= ) (= 2 At 0) = el
= w(t,¢) = w(0,Qe™ = f(2(0,)e™ = f(Qe™ € f(D), t >0
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5. Konforme Abbildungen

f(D) ist a-spiralformig

f injektiv:
(&) = (&)= W(t G) =w(t, ()2, 20
f2(t,Q)) = f(z, ( C2)), t
Fiir t grof$ genug gilt z(t,(;) = 2(t, ().
= 2(0, G = 2(0, ¢2) Eindeutigkeit
G =0
= f(D), « spiralférmig.
2,0 = fHf(Qe™),CeD, t>0.
|2(t, )| <1, Ceh, t>0
- LZS’O(”CSE'% 12(t,0)] = 0
T 2(t,-) € H(D).
3 — 1 _ eAt
(0.0 = 5 /O
0.0) = —— £(O)(—
£(0,¢) = f’(C)f(C)( )
0.0 QT 1200
fQ) o1 z(t,¢)
TG T Y
<1
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6. Harmonische Funktionen

08.05.08

Erinnerung Harmonische Funktion
Definition. Eine harmonische Funktion sieht im Wesentlichen wie folgt aus
AU = Ugy + Uy,
Es sind lokale Realteile von komplexen Funktionen. Fiir sie gilt auch die Mittelwerteigenschaft

1 2 )
u(z9) = 7 / u(zo+7-€")dt
0

Weiter gelten fiir harmonischen Funktionen das Maximums und Minimumsprinzip. Dies sind
aber letztendlich nur umformulierungen vom Offenheitsprinzip holomorpher Funktionen.

6.1. Die Greensche Funktion

Definition. Es sei 2 C C ein Gebiet. Eine Funktion u : 2 — R heilt subharmonisch, falls u
steig ist und zu jedem 2y € §2 ein € > 0 existiert , so das (K.(z9) C 2 und)

1 2 )
Vel w(20) < —/ u(zg + re’) dt
2 Jo

Bemerkung. Falls u € C*(Q), so gilt:
u  subharmonisch < Au > 0

Beweis. (evtl in den Ubungen) O

Bemerkung. Sind Q;, Qs C C ein Gebiet und f : Q1 — Qo holomorph nund u : Q5 — QR
holomorph, so ist
uof:Q —-R harmonisch

Beweis. Es sei ein zg € y gegeben. Es sei wy := f(29) € 2. Dann gibt es eine Umgebung
U C Qy von wy und eine holomorphe Funktion F' : U — C, sodass u|y = RF. Es ist dann
f~HU) eine offene Umgebung von 2y mit (uo f)(z) = Re(F o f)(z) fiir alle z € f~}(U), und
F o f ist holomrph auf f~1(U). Daher ist u o f harmonisch in f~(U). Da dies fiir alle zy €
gilt, ist u o f harmonisch in €24 O]

Definition. Es sei (2 C C ein Gebiet. Eine Greensche Funktion fiir ) ist eine Funktion
g: OxQ—R

mit folgenden Eigenschaften

105



6. Harmonische Funktionen

1. Fiir alle zp € Q ist z — g¢(z, z0) paarweise harmonisch in Q\{z}

2. Fiir alle 2y € Q ist z — g(z, 29) + log |z — 20| harmonisch in

3. Fiir alle ¢ € 092 und alle 2, €  gilt:

lim g(z,2) =0

z—(

Eigenschaften.

1. Jede Gebiet hat hochstens eine Greensche Funktion

2. Ist g eine Greensche Funktion fir Q, so ist g(z, z9) > 0 fiir alle zg € Q und alle zg € Q\{z0}

3. Ist g eine Greensche Funktion fir 2, so gilt:

vZ,ZQEQ g(Z, ZO) = g(ZO)

Bewess.

1. Es seien g1, g2 Greensche Funktionen fiir (2. Dann ist fiir festes 2

106

v(20) = g1(2, 20) — 92(2, 20)
= (91(2, 20) +10g |z — 20) — (92(2, 20) + log |z — 20)

harmonisch in €2 mit
Veea E—{% v(z) =0
Nach dem Maximums- und Minimumsprinzip fiir harmonische Funktionen folgt:
V.ea v(2)=0

das heilt g1(z, z0) = g2(z, 20) fiir alle z € Q und alle zy, € Q

also ist g1 = ¢»

Es sei ein zy € €2 gegeben. Es gibt dann ein ¢ > 0 mit
VoeK (2020} 9(2520) >0,
denn log |z — 29| == —o0 und z + ¢(z, z9) + log |z — 2| ist stetig in 2. Hieraus und aus
Veeon il_)n% 9(2,29) =0

folgt mit dem Minimumsprinzip, dass g(z, zp) > 0 fiir alle z € Q\K.(zp) insgesamt also
fiir alle z5 € Q



6.1. Die Greensche Funktion

3. Ubungsblatt 5
[

Satz 6.1. Satz iiber das Lindel6ff-Prinzip
Es seien 1, Qo Gebiete mit Greenschen Funktionen ¢y, 9. Es sei f : Q1 — Qo holomorph.
Dann gilt:

Vomea  92(f(2), f(20)) = 91(2, 20)

Bewess.

Es sei ein zp € €y gegeben. Es sei

v(z) 1 = g2(f(2), [(20)) — g1(2, 20)
Es sei

) = f(=)

= (92(/(2), f(20)) +log | f(2) = f(20)]) = (912, 20) +log [z — z0])

Dann ist A harmonisch on €4

h(z):=wv(z) + log

Es sei

A:={ze M| f(z) = f(=)}

In Q;\A ist v harmonisch. Ist Z € A\{2}, so gibt es ein ¢ > 0 mit K.(2) C €y und v(z) > 0
fiir alle zg € K.(Z), denn

h(z) = v(z) +log[f(2) = f(20)] = log |z — 2|

und

log | f(2) — f(z0)] =5 —o00

Ist f'(20) # 0, so ist z — %ﬁzo) zu einer in (2;\A) U {2} holomorphen nullstellenfreien
Funktion forsetzbar, sodass

f(2) = f(z0)

Z— 20

u(z) = h(z) — log ‘

in einer Umgebung von zy harmonisch ist.

Ist f'(z0) = 0, so gilt log ’%ﬁ(ﬁ%)’ % o0, also v(z) =2 +o0. Es gibt dann ein € > 0, sodass

K.(z)) CQ und v(z) > 0 fiir alle z € K.(z0)\{z0}. Weiter ist

Veeon lim iglf v(z) = lim iglf g2(f(2), f(20)) — lin% g1(2,20) >0

J/ N J/
N~ N

>0 =0

mit dem Minimumsprinzip folgt v(z) > 0 fiir alle z € Q\ A und damit v(z) > 0 fiir alle z € Q.
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6. Harmonische Funktionen

15.05.08

Beispiele.

1. Q einfach zusammenhdngendes Gebiet mit der konformen Abbildung f : Q) — D

—log —f(z)—_f(zo)
1= f(20)f(2)

= g(Z,Zo) =

ist Greensche Funktion von ). Fs gilt:
a) g(z,z0) = Relog (&) , 2 # 2z ist harmonisch.

b) g(z,20) +1log|z — 2| = — log fzi ﬁ)z(’) —i—log‘l — zo)f(z)‘
— ['(20) # 0
C) ]‘imZ*)aQ g(za ZO) =0
2. 0=D
Z— 20
—
9(z, 20) o8\ T
Anwendung. F': D — D, F € H(D). O =Qy =D.
F - F —
Lindeléff: —log (Zl)_ (22) > —log % , 21, 29 € D.
1 —F(ZQ)F(Zl) 1_22 —z1
F(z) — Flzo) | 2220 | 22 €D
1—F(z)F(z) 1 — 2%z

Definition. Sei € ein beschrinktes Gebiet in C, f : 02 — R, stetig. Eine in 2 harmonische
Funktion u mit uw € C°(Q2) heilst Lisung des Dirichlet-Problems (D) beziiglich © und f, falls

ulog = f

Bemerkung. Sei fir Q das Dirichlet-Problem ldsbar (das heifit fir beliebiges f). Dann hat
eine Greensche Funktion.

20 € Q, sei v(z,z9) Losung von Dirichlet-Problem fur f(z) = log|z — 20|, 2z € 9. Dann ist
9(z,20) = v(z,20) — log |z — 29| Greensche Funktionen fir Q

Betrachten wir eine punktierte Kreisscheibe

Q =D\{0}
)0, [z =1
f'_{l, z=0

Hier hat das Dirichlet-Problem keine Losung. Nimmt man statt eines einzelnen Punktes eine
Kreisscheibe heraus, dann funktioniert es wieder.

108



6.1. Die Greensche Funktion

Satz 6.2. Poisson-Integral
Sei f . 0D — R stetig. Dann st

1 27 it e‘ti
u(z) = 4 2 do f(e™)Re (elt—z> dt, ze€D
£(2), 2 € 0D

die Ldsung vom Dirchichlet-Problems fiir D und f.

i) = {u(z), zeD

f(z), ze€dD

Vorbereitung fiir den Beweis

1 og(z) = 5 0% f(eit)?;—fi dt ist holomorph in D
= u(z) = Reg(z) ist beziiglich D harmonisch in D.
2.
Re efz +tz Re (et fz)(e“Q— z)
et —z et — z|
—_——

Poisson-Kern, positiv
. o 2
1+ ze" — ze' — |2

= Re
et — 2|
1— 22
_ 1ol oy
e — 2]
19.05.08
3. L ["ReSt2dt =1
Stimmt das?
Nebenrechnung
1+ ze ™ 1+ ze ™ |+ 2z~ 149 i (ze~)
g " = - = ze
1 —ze—it 1 —ze ® 1 —ze ® p

Nebenrechnung Ende

% /027r (1 + 2i(zeit)k> dt] =1

Re
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6. Harmonische Funktionen

Wir integrieren also nicht iiber den gesammten Kreis, sonderm wir lassen den Bogen

zwischen e und e weg.

1 1— 2|
Iy(z) = —/ %dt
21 [t—to|>n |6Zt - z|

o — 2 1— [z
<7T nmx |Z’

——— ——0 V.
=~ ] n>0
21 ft—tol>n |eit — z|?

5. €'’ beliebig aber fest gewihlt.

it 1 o it ito 1 ’ZF
lu(z) — fle )‘:g (f(e™) = fle ))mdt
0
1 / ~ . 1— ]z\
< |L Fe) — fletoy) 2L g
21 Jye to\>n( ) leit — 2|
. 1 1—z)?
< max |f(e") —f(e”o)‘-—/ ,—|Z|2dt
iy V9 it et — 2
2 T
<~ n
] A
<e fiir kleine |z—e 0|
1 / it it 1— |Z|2
+ = f(e") = f(e™)) ————dt
2 [t—to|<n ( ) et — Z|2
1 1— |22
<e / 2 dt
27 Jit—to)<n |€ — 2|
<1

<(e+2Me) =¢e(1+2M)
= lim u(z) — f(e'™).

ZﬂGZtO
zeD

Bemerkung.

1. u harmonsich in Q DD

1 it
:_/ o & +Z, z € D.
t— 2
E .

f(z)

wobei u und v harmonisch in D sind

es folgt daraus:

1 [ ; e + 2
Ref(z):%/o Ref(et)Reeit_Zdt
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6.1. Die Greensche Funktion

und

Re f(t) = Re (i /27r Re f(eit)eitjdt)
0

2 et — z
1 27I' it elt + Z )
f(z):%/o Re f(e )eit_zdt+zb beR.
2. uw harmonisch in Q, Kg(a) C Q.
[ i Re"+z—a
U(Z) = %/O u(Re + Cl) Re m, S KR(G)

Satz 6.3. Q) ist Gebiet, ug sind harmonisch in Q mit ug(z) — u(z) lokal gleichmdfig in €.
Dann ist u auch harmonisch in €.

Beweis. Wir betrachten ein Gebiet {2 mit einem Kreis mit Radius R um den inneren Punkt a

z € Kg(a)
L - u(Re"™ + a)Re Re™ + 2 —aRe" — z +adt p «+ ug(z) = /27T ur(Re™ + a) Re w dt
21 Jo 0 Re' — z+a
harmonisch nach Sats 6.2
[

Satz 6.4. Satz der Harnackschen Ungleichung
Sei ) wieder ein Gebiet. In diesem Gebiet liegt eine Kreisscheibe um den Punkt a mit Rand der

Form Ksg(a). Auferdem haben wir eine Funktion u mit u > 0 die harmonische in S ist. Dann
qilt:

%u(a) < u(z) < 3u(a), z € Kgr(a).

Beweis. a =0

e . 2Re" + 2
= — 2Re")Re ——=
u(z) 27T/0 M ¢ 2Re™ — 2
~—————
>0 >0
2Re +2\ 1 [ i
(2R)? — |2 “©
|2Reit — 2|
~—_———
QR)Z-R? _3R2
2Rell —Reit = R2
2Re™ + 2\ 1 [*7 , 1
> ' Re—— | - — 2Re™) dt > Zu(0
_ten[g)glw]( eZRe”—z) 2 Jo u(2Re") dt 2 3u( )
(2R)? — |z[* u©

|2Reit — 2|
—_——

(2R)2-R% _ 3R2

2Rell 4 Relt = gR2
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6. Harmonische Funktionen

Satz 6.5. Satz iiber der Harnacksche Prinzip

Q ist ein Gebiet. Darin liegt eine harmonische Funktion uk, uk(z) ist wachsend (Kurz: ux(z) 1)
wobei die Werte von z in § liegen.. Fiir ein (beliebiges) zo gelte: ugx(zo) < M mit K € N. Dann
konvergeiert {ux} lokal gleichmafig im Gebiet Q gegen eine harmonische Grenzfunktion u.

Bewess.

1. ug(zg) ist konvergent

2.
P (2) =t (2) — un(2), m>n>1
>0 in €2, harmonisch in €2
B — 0.
€ >0 =) hmn(20) <e >n > ng

IV 3
3
IV <
S
©

=0 < hpn(2) <3 hpn(z0) < 3¢ m

z € Kg(z) =un(z) konvergiert in Kg(z) gleichméfkig

Man erhilt also sukkzesive Kreisscheiben, die das ganze Gebiet () {iberdecken und in denen
u(zo) gleichmikig konvergiert. Die Anzahl der Kreisscheiben ist abzéhbar. O

26.05.08

Definition. ) C C ist ein Gebiet und u : 2 — R ist eine stetige Abbildung. Diese Abbildung
heifst subharmonisch, wenn

1 [ .
VieeaV >0 u(zo) < 2—/ u(zo+7-€%)dyp (6.1)
0

(klein) ™

Definition. Mazimumsprinzip:

(i) Sei u subharmonisch in 2. Falls fiir ein 2y € Q u(z9) > u(z), z € 2, dann ist u(z) = u(z).
(ii) limsup, gou(z) < 0= u(z) <0 oder u(z) =0, z € .

Satz 6.6. Carlemann Prinzip von der harmonischen Majorisierung
Sei Q ein beschrinktes Gebiet (um komplikationen zu vermeiden). u sei eine subharmonische
Abbildung in Q, v ist eine harmonische Abbildung und es gelte auch:

limsupu(z) —v(z) <0
z—00)

Dann gilt

u(z) <w(z), z €}
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6.1. Die Greensche Funktion

Beweis. u — v ist subharmonisch in €, da fiir u die Formel (6.1) gilt, bei v gilt sogar das

Gleichheitsszeichen. Formel sieht es wie folgt aus:

f:00—-R
u subharmonisch in )
Ulon = V|on
v ist harmonisch in €2

lim sup(u —v) <0
z—08)

= u(z) < (2),

z €

O

Satz 6.7. Q ist ein beschrinktees Gebiet, N = {ar} C 0Q. M > 0 und u ist subharmonisch im

Gebiet Q). Es gelte dann:

limsupu(z) < M
z—O0Q\N

limsup u(z) < oo
z—N

Aus 6.2 und 6.3 folgt:
u(z) <M in Q

Beweis.

D = diam(f2) < oo
1 D
Viz): = Z ﬁlog Tl
—— —

k=1

harm. in Q

Sei K C Q kompakt; dx = dist(C, 0€2) > 0.

z € log ———

D
<log — < 0
‘Z—(lk| d}c

(6.2)

(6.3)

z € Q.

Majorantenkriterium: 3 konvergiert gleichmékig in IC. Jetzt ist auch V' harmonisch in €.

D

|z — ag|

<1

Y

= log ———
il

= V(z) > 0in Q.
lim V(z) = oo,

Z—ag

ze, keN

ke N.

113



6. Harmonische Funktionen

Es existiert ein € > 0, dann folgt:

. <M, (€ aQ\N}
1 —cV < ’ <M, e Q.
imsup(uz) — eV () < { =10 ¢ € 20N < ¢
80 u(z) < eV(z) + M, zeq.
= u(z) < M, z € (.

]

Bemerkung. Wir kennen ein Beispiel, dass dieser Satz unter gewissen Randbedingung falsch
15t:

1+ =z
e )
1—2

u(z): =R O=D

limsup u(z) =0
2—D\{1}
limsup u(z) = oo

Z—)l

Es reicht also ein einziger Ausnahmepunkt um zu zeigen, dass hier diese Aussage falsch ist.

Satz 6.8. Satz von Perron
Q ist wieder ein beschrinktes Gebiet. und f : Q — [—M, M| eine Abbildung vom Rand von €
auf das beschrinkte Intervall [—M, M|. Weiter gilt:

F:= {u subharmonisch in | limsupu(z) < f(g)}
z—(€0N

Dann gilt:

v(z) : = supu(z), z €.
ucF

st harmonisch in €.
Beweis. folgt spater und wird an dieser Stelle ergénzt... [

Definition. (Q ist beschrinktes Gebiet. €2 heifit zuldssig, falls fiir jedes (5 € 02 eine harmonische
Funktion w(z, () existiert mit,

(i) w(z, ) harmonisch in €,

(ii) lim <0 w(z,() =0

(iii) Fir jedes n > 0 existiert ein A, > 0 mit

v‘z_’ﬂob”] UJ(Z’ CO) > An.

Beispiel. Das Gebiet Q ist zuldssig, falls es zu jedem (, € QC\Q ezistiert mit [(y, (] C C\Q.
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6.1. Die Greensche Funktion

RN
(i) w(z,¢) :=Re (Z CQO) ist harmonisch im Gebiet €
Z —
—_——
EH(R)

(ii) erfillt.
(iii) w(z, o) > A, z € Q\K,(Co) ist auch erfillt.

Ergénzungen vom 05.06.08

Satz 6.9. Sei ) ein zuldssiges Gebiet und [ eine Abbildung mit f : 0Q — [—M, M|. Sei weiter
f stetig im Punkt (o € 0S2. Dann existiert eine in ) harmonische Funktion v € F mit

lim (=) = /(o).

z—Co
Beweis. € > 0.
3n>0v‘zi€<3‘§in |f(2) = f(G)| <e.
Fi(z) : = f(¢) +€w(z CO)(M — f())

n

ist harmonisch in €2.

lim Fi(2) = f({y) + ¢

z—(
z€Q

liminf F(z) > f(Go) +2 + M = f(G) =M+e> f(C)
z€Q

ziigrélrg Fi(z) > f(C) +¢e > f(C)
zeQ

aus den letzten beiden Zeilen folgt:

liminf Fi(2) > f(¢)

z—(E0N)
Fy(z) : :f(Co)_E_@
n

Jim Fy(z) = f(G) —¢

(M + £(¢o))

liglgse%p Fy(2) < f(Co) —& = (M + (o)) =-M—e< f(q)
z€Q
liTCsetllp F(z) < f(mo) —e < f(€)

aus den letzten beiden Zeilen folgt hier

lim sup Fi(2) < £(C).
2—(EON
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6. Harmonische Funktionen

Insgesammt folgt also

Fy e F 2 F(z) <w(z), limsup(u(z) —Fi(2)) <0
N e’ 2—00 S~
2€Q cF
= u(z) < Fi(2), z € Q.
= Fy(2) <w(z) < Fi(2) =v(z) < Fi(2)
f(G) —e= lincl Fy(z) = 1m1nf Fy(z) < limicnfv(z) < limsup v(z)
z2—Co z—Co z2—Co 2—Co

<limsup Fi(z) = f({) + ¢

z2—(o
= f(¢) < liminfov(z) < limsupw(z) = f((p)
[l

Lemma 6.10. Sei Q) ein beschrinktes Gebiet und u subharmonisch in Q, auflerdem ist eine
Kreisscheibe Kgr(zo) C  um den Punkt zy mit Radius R gegeben. Sei q(z) die in Kr(z) stetig
und in Kg(20) harmonische Funktion mit q|ok,(z0) = U|okg(z)- Dann gilt:

- {u(z), z € O\ Kr(2)
q(2), z€ Kg(z)

Beweis. Zu zeigen ist, wenn r geniigend klein ist:

1 2m ]
h(z) < 2—/ h(z + re™) dt, z €.

1 [ y 1 1
z € OKRr(2) : h(z) =u(z) < — u(+re)dt = — | +—

21 0 2 T 2 Ty

1 1 A

= —/ h(z +re™) dt +— u(z +re’) dt
27 Jr, 27 Jp, N————

<q(z+reit)=h(z+reit)

1 2
—/ h(z +re™)dt.
2 Jo

Beweis von Satz von Perron

Beweis. von Satz 6.8
1. F#0 [u(z) = —M liegt in F|
2. ueF=u(z) <M, ze€Q, [limsup,  cpn(u(z) — M) < 0]
3. 20 € = qusyer uk(z0) — v(20) (K — 00)

gn(2) = II?EZCUK(Z) z e

=g, € F
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6.1. Die Greensche Funktion

a) gn subharmonisch:

1

2m 2m

. 1 .

uk(z) < —/ ar(z +ret)dt < —/ gn(z € re’)dt
27T 0 27T 0

1 <k <n und r geniigend klein, aukerdem ist u gleichméfig in £k =1,...,n.

1 2 .
= gn < —/ gn(z +re’)dt
T Jo
limsup g,(z) < max limsupug(z) < max f(¢) = f(()
2—( €00 k=1,...n »ceon 1,.m

Bemerkung. Wir suchen jetzt wiederholt eine harmonische Funktion in einer Umgebung
von zo. Sie soll in zy den gleichen Wert annehmen wie v und sich am Rand so verhalten,
wie die Funktionen aus der Familie F.

un(Z0) < gn(20) < v(20) = gn(20) = v(20)
Sei g,(2) Losung vom Dirichlet-Problem fiir Kr(20) und gn|orp (=)

A {gn<z>, > € O\Kg(z)
! qn(2), 2z € Kg(2)

aus dem Lemma 6.10 folgt, dass h,(z) subharmonisch in €2 ist. AuRerdem gilt

limsup h,(z) < f(C)

PRNGELY
= h, € F.
z € 0Kg(20)
hin(2) = gn(2) < gnt1(2) = hpsa(2)

wobei h,, im inneren des Kreises subharmonsich und g,, im inneren des Kreises ist harmo-
nisch

=z € Kg(z)

Nach dem Prinzip von Carlemann (Satz 6.6) gilt

= hn(Z < hn+1, A aKR<Z(])
n < hn+1(2) z € KR(ZO).

hn(2) = h(z)

Harnack P.
—>
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6. Harmonische Funktionen

harmonisch in Kr(z)

konvergiert lokal gleichméfig in Kr(z)

Unsere Konstruktion liefert eine in Kr(2p) harmonische Funktion mit

h(z) <wv(z) in Kg(zo)
h(z0) = v(z0)

09.06.08
Um den Punkt zg liegt ein Kreis Mit Radius R/2 und ein weiterer darin mit Radius R/4,
und es gilt:
21 C KR/4(Z(]> C KR/Q(Zl) C KR(Z()) c Q.
ZlyKR/2(21> {a,} CF, t,(21) — v(z1)
=== {h,} CF, hy, % 8% ) harmonisch in Kgp (1)
h(z1) = v(z), h(z) < v(2), z € Kgya(21).
21, KR/2(21)7
w = max{h,(2), ha(2)}, 2 € Q
—~~
eF
hn(2) < uj(21) < v(z1) = uh(z1) — o(21)
ho(z —0) < u)(z0) <v(z20) = u)(20) — v(20).
{un} = Aa} — {h}
~—~—
€F
+ lokal glm % -
h; h* in Kg/(z), h* harmonisch
Uy (21) < hp(21) < W (z21) = v(z)
Uy, (20) < hy(20) < h*(20) = v(20)
hi > h, h .
cetimes 10Tl @ <wE), ks e
v (z0) = vlz0) = b (20
B h(2) = h*(2), 2 € Knja(z)
h(z1) = h*(z1) = v(21)
= h(z) =v(2), 2= 2, 21 € Kpa(20) C Kr(20)

wobei h(z) harmonisch und v(z) harmonisch in Kp/4(20) ist und 2y beliebig in €2 liegt

= v(z) ist harmonisch in .

Es wurden also nur das Maximumsprinzip, das Harnacksche Prinzip und das Prinzip von Car-
leymann verwendet. O]
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7. Holomorphe Fortsetzung

29.05.08

7.1. Der Monodromiesatz

Beispiel.

fly=)_ ="

n=0

hat den Konvergenzradius R =1, und ist also in D holomorph. Es ist

und mit f(z) = 1= ist f auf C\{1} holomorph fortsetzbar.

Definition. 1. Esseien €y, Qs zwei Gebiete in C mit Q,UQs # (). Fiir j = 1,2sei f; : Q; — C
holomorph und es sei

Va,ne, f1(2) = fa(z)
Dann heifst f, die direkte holomorphe (analytische) Fortsetzung von f; nach Qs Durch

F(2) == {f1(2), fir z € O

fo(2), fir z € Q

ist dann eine auf €2; U {25 holomorphe Funktion F' definiert.

2. Es seiy:[0,1] — C ein (stetiger) Weg in C. Es sei f, holomorph in einem Gebiet € mit
7(0) € Q. Es gebe eine Zerlegung

O=to<ti<ta<...<t,=1

von [0; 1] und Gebiete Q mit y([t;_1;t;]) C Q, fiir j = 1,...,n und holomorphe Funktionen
fi Qi —=C(j=1,...,n) mit

V.eqj—ine, Vi=1,.m fi—1(2) = fi(2)

Dann heifst f,, die holomorphe(analytische) Fortsetzung von fy lings des Weges ~y beziiglich
der Kette (tj, Qj, fj)izl

..... n.
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7. Holomorphe Fortsetzung

Bemerkung. Definition 2. sieht bildlich so aus, dass man um ein xo herum dberlappende
Kreisscheiben bildet, die xy aber nicht beinhalten.

Bemerkung. 1. Fulls fy lings des Weges v holomorph fortsetzbar ist, so darf man ohne
Finschrankung annehmen, dass alle S, offene Kreisscheiben mit Mittelpunkten auf T'()
sind.

(Man spricht deshalb vom Kreiskettenverfahren )

2. Die holomorphe Funktion lings eines gegebenen Weges ist eindeutig, das heifst unabhdingig
von der speziellen Wahl der Kette (t;,8;, f;)

Beweis. 1. mit obigen Bezeichnungen sei fiir festes j € {1,...,n} sei

= dist(C\; | v([t;—1,5])) >0

Fiir alle ¢t € [t;_41,t;] ist dann K, (y(¢)) C €, und es ist

Wt € | E(v(z)

tj1<t<t;

da y([t;_1,t;]) kompakt ist, gibt es 71,...,7, € [tj_1,1;]

P
it €U K

Esist K,.(Y(7x)), - - ., K, (7(7p)) ersetzt (und f; durch die Restriktionen von f; auf K, (v(x)))

2. folgt aus dem Identitétsprinzip. Details siche Aufgabe 8.4.

Satz 7.1. Monodromiesatz

Es sei Q) ein Gebiet in C, a € Q) und fy in a holomorph. Lings eines jeden Weges von a nach
b € Q ser fo holomorph fortsetzbar. Dann hdngt das Ergebnis der Fortsetzung nur von der
Homotopieklasse des Weges beziiglich £ ab.

Beweis. Es seien v,v* : [0,1] — Q zwei homotope Wege in 2 von a nach b. Es sei H : [0,1] x
[0,1] — Q eine zugehorige Homotopie, das heifit:

Vetepn H(0,t) =~(t), H(1,t)=~"(t), (s,0)=a, H(s,1)=10
und H sei stetig.

Es sei ys(t) := H(s,t). Fiir jedes s € [0,1] sie (¢; (=) (®) f 8)) m. €ine zur Fortsetzung von f
langs 75 gehorige Kette. Es sei s € [0, 1] gegeben Dann ist
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7.1. Der Monodromiesatz
Da H auf [0,1] x [0, 1] gleichméhig stetig ist, gibt es ein ds > 0, sodass
Vo tefoamit [w —s| <05 [yu(t) = 78] = [H(w,t) — H(s, )| <&,
Es sei auferdem:
I, :={we 0,1 | S|w—s| <ds}

Dann gilt fiir alle w € I,
T(’Yw) - U 95‘8)
i=1

fiir gegebenes t € [0,1] ist namlich ¢ € [t;sjl,tés)] fiir ein 7 € {1,...,ms} und somit ,(t) €
Ko, (7:(1) € Q.

Fiir alle w € Ig vermittelt die Kette (tg-s), Q§s), f;s))jzl
langs v,,. Aufgrund Bemerkung 2. folgt fT(,Z)(z) = f{f) fiir alle z in einer Umgebung von b und
alle w € I ist.

m. also auch die Fortsetzung von fy

,,,,,

Nun sei
A:={s€0,1] | Es gibt eine Umgebung U von b mit fr(,f)‘U = fé?g}U} :

Dann ist 0 € A. Die obige Betrachtung zeigt, dass a und [0, 1]\ A offen (in der Relativtopologie
beziiglich [0, 1]) sind. Da [0, 1] zusammenhéngend ist, folgt A = [0, 1], insbesondere gilt: 1 € A.
Also fithren die Fortsetzungen von fy ldngs 79 = 7 und langs v; = 7* zum gleichen Ergebnis.
Dies zeigt die Behauptung. O]

Eine Weitere formulierung des Monodromiesatzes ist:

Korollar. FEs sei ) ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, zy € Q) und fy sei holomorph in
20. Lings eines jeden von zy ausgehenden Weges in Q sei fo holomorph fortsezbar. Dann bildet
die Gesamtheit dieser Fortsetzungen eine in €2 holomorphe Funktion.

Beweis. Es sei ein w €  gegeben. Dann w#hlt man einen Weg v in €2 von zy nach w und
definiert f(z) als den Wert der (nach Vorraussatzung existierende) holomorphen Fortsetzung
von fo langs 7 im Punkt w. Ist auch 4 ein Weg in Q von z; nach w, dann sind (nach der
Definition des einfachen Zusammenhanges) homotop, denn €2 ist einfach zusammenhéngend.

Nach Satz 7.1 stimmen die Fortsetzungen von f; ldngs v und léngs 4 also in w {iberein. Also
ist hierdurch die Funktion f : 2 — C wohldefiniert. Diese ist holomorph in €2, da sie lokal duch
holomorphe Fortsetzung erklért ist und es ist f|U = fo|y in einer Umgebung U von z. O
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7. Holomorphe Fortsetzung

7.2. Das schwarzsche Spiegelungsprinzip
02.06.08

Bemerkung. Wir betrachten ein Gebiet )y, welches teilweise (nicht nitigerweise Zusammen-
héingend) durch die relle Achse begrenzt wird. Die Spiegelung an der reellen Achse bezeichnen
wir mat

Satz 7.2. Kleines Schwarzsches Spiegelungsprinzip
Es sei Q C C eine zur reellen Achse Symmetrisches Gebiet (das heifst, fir alle z € Q sei auch
z € Q). Es sei weiter

Qp:={2€Q| Im(z) >0},
Q_:={2€Q| Im(z) <0},
L=OQnNR.

FEs sei f: Q. — C holomorph, und f sei auf Q. U L stetig fortsetzbar mit f(L) C R

Dann ist durch

F(z):= {@’ ﬁ:ﬁ:TZGQJFUL
f(Z)7 fUTZ e

eine holomorphe Fortsetzung von f auf Q) definiert.

Beweis. Dass f in €2, holomorph ist, ist klar. Es sei ein zg € 2_ gegeben. Dann ist z € ),
sodass f um Zz; eine Potenzreihendarstellung.

flw)=>" ap(w - %)"
besitzt. Es ist also
szU(zo) f(z) - Z ak(z - EO)k

Es ist dann

Veevo F(2) = f(2) = ar(z — 2)* =) ar(z = z)*
k=0 k=0

Somit ist F'in zg holomorph. Also ist F'in Qg U Q_ = Q\ L holomorph.

In Q\L ist die Stetigkeit von F klar.
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7.2. Das schwarzsche Spiegelungsprinzip

Es sei ein zg € L gegeben, und es sei (z,), eine Folge in Q2 mit lim,, .., 2, = 2¢. Ohne Einschran-
kung darf man annehmen, dass (z,), C Q4 U L oder (z,), € Q_. Falls (z,), C Q4 U L ist, so
liefert die Stetigkeit von f auf 2, U L sofort

lim F(z,) = lim f(z,) = f(20) = F(z0).

n—oo n—o0

Nun sei (z,), C Q_. Dann ist (Z,), eine Folge in Q, mit lim,,_, Z, = Zo. Daher ist

lim f(z,) = f(z0)

n—oo

aufgrund der Stetigkeit von f. Damit und mit zp € R, f(z9) € R ergibt sich die Existenz von

lim F(z,) = lim f(z,) = lim f(z,)

n—oo n—oo

f(#0)
= F(2).

~—

(%o

(20

|
=

Dies zeigt die Stetigkeit von F'in z.

Insgesamt ist F' also in € Stetig und holomorph in Q\L. Mit dem Satz von Morera (vergl.
Aufgabe 8.3) folgt, dass f in ganz {2 holomorph ist. m

Bemerkung. Eine etwas abgeschwdchte Version (mit weniger Voraussetzungen) dieses Satzes
158:

Satz 7.3. Es seien (), Q,, Q_ und L wie in Satz 7.2. Es sei f : Q. — C holomorph und fiir
jedes ¢ € L existiere

lim f(z) € R.
zzeﬂi_
Dann ist durch:
f(2), fiir z € Q4
F(z): = lime f(C), firzel
CeQy
f(2), fiir z € Q_

eine holomorphe Fortsetzung von [ auf €2 gegeben.

Beweis. Es sei w:=Re f, v:=1Im f. Dann sind v und v harmonisch in €2, . Es sei

v(z), firzeQy
w(z) : =<0, firze L
—v(z), fiirzeQ_
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7. Holomorphe Fortsetzung

In Q ist w harmonisch, das w|q, = v. Fiir alle z € Q_ ist w(z) = Im f(2), und 2z — f(2) ist
holomorph in ©Q_ (vrgl. Beweis von Satz 7.2) Daher ist w auch in _ harmonisch. Insbesondere
hat w in €, U Q_ lokal die Mittelwerteigenschaft

Es sei ein zg € L gegeben, und es sei r > 0 so gewdhlt, dass K,(zo) C Q. Fiir alle ¢ € ]0, 1] ist
dann:

1 [ , 1 [ .
w(zg) =0 = o |, w(zo + ce’) dt “or | w(zo + ce™) dt

1 7T ( + it) dt 1 /27r ( + _it) dt
= — w(zy + e - v(zp + e

2m 0 0 27 . 0

1 m ” 2T S
=5 T)dt —— ( Zt) ds

o |, w(zp + ece”) o . v(zo+ee

1 ™ ) 1 2w ]
=— | w(z+ee”)dt —— / w(zo + ee’) dt
2m J, 2m ),

1 21

=5 w(zy + ee™) dt

Also hat w in Q die Mittelwerteigenschaft. Aus Aufgabe 9.3 folgt (unter Beriicksichtigung der
Stetigkeit von w), dass w harmonisch in € ist. Es sei ein 2y € L gegeben, und es sei r > 0 so
gewéhlt, dass K,.(z9) C . Dann besitzt w in K,.(Z) eine konjugiert harmonische Funktion —a.
Dann sind w — i@ und ¢ := @ + iw holomorph in K, (z). Fiir alle z € Q, N K,(29) ist dann

9(2) = f(2) = u(2) +iw(z) — u(z) —iv(2)
u(z) —u(z) e R

Aus dem Offenheitsprinzip folgt, dass g — f := ¢ konstant ist. Somit ist g — ¢ eine holomorphe
Fortsetzung von f auf K, (2).

Dies gilt fiir alle zp € L. Insbesondere ist f stetig auf (2, U L fortsetzbar. Aus Satz 7.2 folgt die
Behauptung. O

Satz 7.4. Es sei I' C 9D ein offener Bogen (das heifft T' = {e" | a < t < b} fiir geeignete a,b).
Es sei f holomorph in D und stetig auf DUT mit f(2) € R fiir alle z € T'. Dann hat [ eine
holomorphe Fortsetzung F' : D UT sup(C\D) — C. Diese ist gegeben durch

) f(z), firzeDUTl
Fle) = {f(%), fir |z| > 1

Beweis. Analog zu Satz 7.2 O

Definition. Ein Weg ~ : [0,1] — C heit analytisch, falls es eine in einer Umgebung U vom
[0, 1] holomorphe, lokal injektive Abbildung g gibt, sodass v = g1 ist.
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7.2. Das schwarzsche Spiegelungsprinzip

Satz 7.5. Spiegelungen an analytischen Randbogen

Es seien Qy,Qy Gebiete in C und es seien Ly, Lo analytische Randbégen (das heifit L; = T'(v;)
fiir geeignete analytische Wege ~;). Es sei f : Qq — Qo holomorph und f sei auf 3 U Ly
stetig fortsetzbar mit f(Ly) C Lo. Dann besitzt [ eine holomorphe Fortsetzung auf eine offene
Umgebung von 21 U L.

Beweis. COMWAY 11, Theorem 13.4.8. O

Bemerkung. In der Vorlesung vom 05.06.08 und zu Begin des 09.06.08 wurde Kapilel 6 er-
ganzt.

05.06.08

Definition. Ein Holomoprhiegebiet ist ein Gebiet, iiber dessen Rand eine Funktion nicht holo-
morph fortsetzbar ist.

Beispiel.
fla)=)_ 2
k=0

ist eimne in D definiert und hat D als Holomoprhiegebiet den Finheitskreis mit Konvergenzradius
R=1

2w 2

Zp=€e""'m O<r<1
n,m €N
(o]

f (627”'%) _ Z Tk!€2m'%k!

k=0
m—1 o)
| ;. ! | ;L)
— ?,,k. . 627T’Lm k! + rkx eQﬂ'zmk. — 00
2 : N—

Dies bedeutet:
e f ist nicht holomorph in z.
o f ist nicht holomorph in z = e*™w, n,m € N, wobei z = e*™w dicht auf OD liegt.

Satz 7.6. Hadamardsche Liickensatz
Gegeben sei ein A > 1. Sei weiter {uy} € N mit “Z—:l > N\, und auferdem hat

o0

flz) = Z apz"*

k=0
den Konvergenzradius = 1. Dann ist D Holomorphiegebiet von f.
Beweis. Fiir den Beweis nutzen wir einen kleinen Trick, wir suchen uns eine Zahl p mit der

Eigenschaft: 7% <A peN.

(fwl” + [w["™) <1

DN —

weD=|z(w)| <
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7. Holomorphe Fortsetzung

=“ nur fiir argw? = argwP™! = argw? + argw

= F(w) := f(z(w)) ist holomorph in |z| < R, fiir ein Ry > 1.

o0

1
) = Y acgip w0+ = 32 23 (T g

k=0 pnk J

PN <pn+1<...<pnk+nk:(p+1)nk<)\pnk < pnjpyr +0

Wihle Romit 1 < Ry < Ry

e RP-H
Ro :Zak( ) < 0

S w >0

Widerspruch!

Warum kann diese Potenzreihe nicht konvergieren? Es kann nicht konvergieren, da der Konver-

genzradius = 1 ist.

Also ist f nicht {iber dem Konvergenzradius = 1 fortsetzbar!

Satz. Fabri Liickensatz
) g
limsup — = oo
n

Bemerkung. Alle Hadamard-Liicken sind auch Fabry-Liicken!
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8. Satz von Picard

11.06.08

Beweis von Picard

Bemerkung. In diesem Kapitel geht es nicht darum, den Satz von Picard einfach ,nur® zu
Beweisen, vielmehr geht es darum drei von den wichtigsten Beweisen vorzustellen, da diese
einen tieferen Einblick in diesen Satz ermdoglichen. Allerdings kann es vorkommen, dass diese
Beweise haflich” sind, sodass es vorkommen kann, dass man nicht mehr genau weifs, was man
gerade tut.

Bemerkung. Es existiert eine in der oberen Halbebene H holomorphe Funktion als Umkehr-
funktion einer in C\{0, 1} beliebig fortsetzbaren Funktion k

Definition. Dabei heilst beliebig fortsetzbar, dass ich einen beliebigen Weqg wahlen kann. Dieser
Weg fiihrt zu einem Bild, welches in der oberen Halbebene liegt. Vielmehr fiillen die Bilder
sdmtlicher Wege, die nicht 0, und 1 enthalten zu ausfiillung der kompletten oberen Halbebene.

Beweis. f ist ganz, f # 0; 1.

9(z) = r(f(2)),
R(f(0)) = wo

Es ist also g(z) nach ganz C (ausgehend von z = 0) lings jeden Weges holomorph fortsetzbar,
und es gilt:

Img(z) >0

Damit ist der Satz von Picard bewiesen, denn C ist ein einfach zusammenhingendes Gebiet. f
ist nach dem Monodromiesatz holomorph fortsetzbar lings jeden Weges, damit ist dann f auch
in ganz C holomorph. Damit ist sie eine ganze Funktion. Es folgt, dass ¢ = const, und damit
muss [ eine Konstante sein, da x(f(z)) sonst keine Konstante liefert. O

Satz 8.1. Satz von Bloch
Gegeben ist die holomorphe Funktion f € H(D). Sei weiter |f'(0)] > 1. Dann existiert ein
Gebiet Q C D mat f injektiv in Q2 mat

fiir ein wg € C

Bemerkung. Die anschdtzung der Ableitung der Nullstelle fiihrt nur zur Verifizierung der
Konstante der Kreisscheibe. Wire stattdessen |f'(0)| > ¢, dann wiirde die Kreisscheibe ebenfalls
irgendwie von ¢ abhdngen.
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8. Satz von Picard

Beweis. von Srt 8.1 Sei obdA f € H(ID), wobei D den abgeschlossenen Einheitskreis beschreibt..
Dann gibt es ein M (r) mit:

M(r) : = max |f'(2)|,

|z|=r

p(r):=(1—r)- M(r), 0<r<1

tragt man das ¢ graphisch gegen ? auf, so sieht man, dass ab ry das ¢ < 1 bleibt.

o(r) <, ro<r<l1.

wihle zg mit |z9] = 1o

z € K,(z)
1f'(2) = f'(z0)| < M(ro) +|f'(2)] < M(ro) + M(ro + o)
_ 1 e(ro+o)
20 1—(ro+0)
<Lty
20 (1—mr9)—o0
_1.1_3
2 0 2
=z € K,(2)
F12) — Fo) | Mox 3
Z— 2 202

wahlen wir nun einen kleineren Kreis

202
<¢
1 nac orr.
<o = | ()]
TG
d'(20) -
f'(2)
:>vz€K§(zo) Re f/(Z()) >0

128



= f ist injektiv in Ke(z)

f(z0+0/32) — f(20)

= F(z) = 2 i(z) €S.
8 pD) > K, (0)
= f (2’0 + §D> — f(20) D K152 (0)

= f (zo + §D> D K1 (f(20))

Wir suchen nun fiir die holomorphe Funktion f € H(D) den Radius By des groften von f(DD)
schlicht tiberdeckten Kreises. Fiir B gilt:

1
B:=inf{B; | f € H(D), |f(0)| > 1} Blochse KonstanteBloch: B > 2
Ahlfohrs: B > ? —0,433. .. (1936)
Bonk: B> \/Tg 410712 (1987)
: 4\% 2 1
Ahlfons-Grunski: B < | = T3 ——g ~ 0,47. .. (1936)
s 7 (3)
O
16.06.08

Fassen wir also kurz Zusammen, was wir haben:

1. Die Blochsche Konstante

B:=inf{B; | f € H(D), [f(0) =1} = 5

2. Die Bloch-Funktion
B:={feHD)| By <1}

Bemerkung. (i)

1
sup 9Ol =
mit
g€ B, F(z) :=Bg
Annahme:

|F'(0)] >1= Br > B

1
= 1g(0) < . By > 1
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8. Satz von Picard

auflerdem gilt

= fn € H(D)7 Bfn - Bv |f’r/7,| — 1
),

(ii)

n € N.

geB:(1—1|2") -1 (z) < =, z€D.

(iii)

<lel [ lora)lar

lzl/
dr
1— ]Tz\

——lo 14+ |z2|
“oB Bl

Lemma 8.2. Satz von Schotky
Fiir alle M > % gib es ein v von M, sodass

VfeHD), 5 <|fO)f <M, f#0,1€D.

N | —

Dann existiert ein F' € B mit |F(0)] <~v(M) und auferdem:

f(Z) _ _eiwcosh(QF(z))7 2eD
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Bewess. 1.

f#0=3 renm f(2) = e2mih(),

|Im 27ih(0)| <
= h#0,1€D.
u(z) :=Vh(z), v(z) :==+/h(z) — 1, u,v € H(D).
= u*(2) —v*(2) = h(z) = (h(z) = 1) =1 = (u(z) +v(2)) - (u(z) — v(2))

und da u(z) und v(z) holomorph in D liegen, dann ist u(z) —v(z) # 0

= 3 renm) uw(z) —v(z) = ')
[T F(0) <

1 _F(2)
u—7v

1
= u(z) = 5 (eF(z) + e_F(z)) = cosh F(z)

1 .
= g(2) = u*(2) = 5 (cosh2F(z) + 1) = f(z) = eim(coshF @)+

u+v=

IF(0)] < [Re F(0)] + [tm F(0)]
<
< |Relog(u(0) — v(0)) —v(0)| + 7
= [log [u(0) — v(0)|[ + 7

Hier ist noch keine Anwendung der Dreiecksungleichung méoglich, deswegen betrachten
wir das Maximum

= max {1og lu(z) —v(z)], log M} +7

= max {log |u(0) — v(0)|, log|u(0) 4+ v(0)|}
< log (|w(0)| + [v(0)]) + 7

Weiter gilt auch:

|17ih(0)] < |Re2mih(0)| + |Im 27ih(0)]
<
< [log | F(O)[| +m
< max{log2, log M} +m =: (M)
[w(O)] + [o(0)] < VIR(0)] + V]R(0)] + 1 < 72(M)
= [F(0)] < logna(M) +m =: y(M)
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8. Satz von Picard

_i10g<” metvm )J“mn m >0, n € Z.
1

%T (eilog(‘..)2+iﬂ'n Tt 10g(,,,)2—i7rn)

_ T ((\/ﬁ+ Vi 1) ey (Vi + Vm+1) - e”")
= T ((fw—) (\/_+¢7) )

2 ¢

denn es ist (Nebenrechnung):

1 B \/_ vm+1
Vm+yvm+ 1 (ym+vm+1) - (Vm—m+1)
_Vm—vVm+1 s S

m— (m+1)

Damit folgt also weiter:

= %Te””(élm +2)

= ime™(2m + 1)

= _eiwcosh(qu,n) — _ eiﬂ(ei“”@m—i—l))
=1

=1

Tragt man diese erhaltenen Werte in einem Gitternetz auf, so erhélt man ein Gitter mit den

Realteilen log(y/m + v/m + 1) fiir m € Z und auf der immaginiren Achse die Netzpunkte “Z*

mit n € Z. Man kann also einen Kreis zwischen einem Punkt und einem weiteren, diagonal um
jeweils eine Einheit verschobenen Punkt ziehen. Den Abstand bezeichnen wir mit d.

2
P =log(vVZ+ 1)+ = <4=d<2
—— 4

<1 v
<3

F (D) enthélt keinen Kreis mit einem Durchmesser > 2 (Radius > 1). Das heifst also, FF € B [
19.06.08

Satz 8.3. Satz von Ahlfons
Fir die Blochsche Konstante B gilt B > \/Tg

Bemerkung. Bonk (1990) hat gezeigt:

132



Definition. Es sei

Bmz{feH@»\mm1—vﬁ-W@Ns1}

z€eD

Lemma. Es se: 3
B :=inf {Bf | f € By, f’(O) = 1}

Dann gilt B = B.
Beweis. Klar ist, dass B < B.
Es sei ein f € H(D) mt |f'(0)] > 1 gegeben. Es sei r € |0, 1] und
1
fr(2) = . f(r-2)
Dan ist f, € H(D). Es existiert daher

M : = max(1 - |2[%) - | f1()].

zeD
Es ist M, = (1 — |z]%) - |f/(20)] fiir ein 2o € D, und es ist

M, > |f;(0) = [f(0)] > 1
Es sei

() = £ (z0) it () < 20

9 = 1P fite) T

die Koebe-transformierte von f, beziiglich z,. Dann ist ¢(0) =0, ¢’(0) = 1 und

|[fr(w(2))] - [w'(2)]

gl = w—mm|f%n
. BwE)- (1= e
ﬂ—%H\HmNU—!H
Mr
S oy
S M (1 2P
:% fiir alle z € D
1— 2]

Aufgrund des Lemmas von Schnwarz Pick und der Definition von M,. Dies zeigt g € By

Es folgt der Blochgradius
B(f)
(1- |Zo|2) |7 (20)

=2 < iy,

B(f),

B(g) =

<

1
r
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8. Satz von Picard

also
Bf 2 r- Bg

Dies gilt fiir alle r € ]0,1[, sodass B — f > B, > B.

Da dies fiir alle f € H(ID) mit |f/(0)] > 1 gilt, ist b > B,insgesamt also B = B.

Lemma. Satz von Bonk
FEs sei f € By mit f(0) =0, f(0) =1, dann gilt:

fir alle z € C mit |z] < \/Lg

Beweis. Definieren wir zuerst zwei Funktionen, damit das rechnen leichter wird:

Es sei also
1 1—w
F(w) = = w )
V3 1-%
und
9 2
G(w) = v (1—%)
Es ist
w—1
F(w) = ,
%3
also
—3 1 1—+/3
F—l(w): \/_U;+ _ \/;w
V3l 1 V3
und somit
2
. 9 1—v3w [3—V3w—-1++3w
G(F (w) =~ T
4 1_7§ 3 — V3w
9 4(1—+/3w)
9 (1—73)
1—\/§w
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und fiir alle w € 9D gilt:

Gw)|- (1= [F(w)]’) =

N e B =R N BN R N =)

14+ —— 2Re(w) — % (1+ |w|* - 2Re(w))>

TN T N N
|8
T
(U%)

Es folgt |F'(w)| < 1 fiir alle w € JD und nachn dem Maximumsprinzip somit |F'(w)| < 1 fiir
alle w € . Weiter gilt fiir alle w € D:

f’(F(w))': | (F(w))]- (1 = |F(w))
G(w) Gw)|- (1~ [F(w)[)
= | (F(w))| - (1= |F(w)]*)
<1, da f € By

Es sei

Hw = s (T 1)

Dann ist H holomorph in D\{0}. Es ist

]

Beweis. von Satz 8.4 Wegen des 1. Lemmas geniigt es f € By mit f(0) = 0, f’(0) = 1 zu
betrachten. Nach dem 2. Lemma ist fiir alle z € K 1 (0):

Ve
Re f'(z) > 0

aus dem Satz von Wolf Noshius 5.12 folgt, dassf in K% (0) schlicht ist. Fiir alle ¢ € R ist:
3

() -ro+ /[O T

75

f
/ "t - e'?)e' dt,
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8. Satz von Picard

also
ele « el
> Re |e'*
/(@)lzme s ()
1
= /ﬂ Re f/(t - €) dt
0
1
Vi 1 —+/3t
S [ VB
t
* (1-%)
3
= mit Mathematika folgt = %,
sodass f fie Kreisscheibe K 5(0) iiberdeckt - und zwar schlicht. O
4

23.06.08

Satz 8.4. Satz von Schottky
Fiir M > 0 existiert ein S(M;|z]), z € D,so0 dass fir f € H(D), |f(0)| <M, f#0,1 gilt

1f(2)] < S(M,|z]),  zeD.

Bemerkung. Aus dieser gleichhet leitet sich die Beschrinktheit ab.

Beweis. 1.
1 os
FO)] = 5 = f(z) = =T, feB
= |f(2)| — eRe[iﬂ'coshQF(z)]
< efr\cosh?F(z)|
< relT)
- (1O g 108 17HH)
<e
< 7r€2('y(1\/1)+%10g ﬁ"z})
<e ,
$1(MJ2])
2.
1
0) < =
10)] < 5
9(z) 1 =1-f(2)
9O S-S <1+ M
= [g(0)| > 1 —[f(0)| > 3
g#0,1

= |g9(2)] < S1(M + 1, |z[)
= [fEI <1+ 1g(2)] T+ 51(M + 1, [2]) =: 55(M, [2])
= [f(2)] < max {S1(M, [2]), Sa(M, |2]) } =: S(M, |2])
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Satz 8.5. ,kleiner Satz von Picard,
Sei f ganz transzendent. Dann nimmmt f jede komplexe Zahl mit hiochstens eine Ausnahme als
Wert an.

Beweis. R > 0 beliebig, f # a,b € C, a #b.

g(z): = % ganz transzendent
—a
9 € H(D)
f(0) —a
0) = =M
5000 = [
g#0,1in D
5 =2
5
1
o) <5 (M,
= |z| < L
A5
1
= |f(R2)| <|a|+|b—a|]-S (]\47 —) =: C'(= const)
~—— 2
R=0 ~———
l2|<%
= Vuer |f(w)] <C
Das steht im Widerspruch dazu, dass f ganz transzendent sein soll. O

Satz 8.6. ,groke” Satz von Picard,
f sei in D\{0} holomorph, f habe eine wesentliche Singularitit in z = 0. Dann nimmt f jede
komplexe Zahl mit hichtens einer Ausnahme in D\{0} an.

Beweis. ObdA nehmen wir an, dass f # 0,1 in D\{0}. Der Satz von Casorati Weierstral sagt
aus, dass

Fay €7 > an| > as| > ..,
Wobei gilt:
a; = 0,(f(a;) = 0)  [f(e;)] <1, jeN

n, = loga, =log|a,|+iarga, mit |Imb,| < .

g(w) == f(e*)
= g € H(,linke Halbebene").

Wir definieren uns eine weitere Funktion h(()
h(¢ := g(bn + 47(), qquadzeta € D. = h € H(D)

{\hm)r = 1g(ba)] = | f(e")| = |f(an) < 1
h+#0,1

= nol<s(1y). <2

1
= |g(bp +27m2)| < S (1, 5) : |z] < 1.
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8. Satz von Picard

Wir betrachten die strecke, die im Reellen durch Reb,, und im immaginaren zwischen +i7m und
—7r verlauft. Diese loegt komplett im kleineren Kreis mit Radius 27

11
= |g(Reb, +za)|<S( 2), la| <,

Y

N ‘f (eloglan|+ia)‘ << S <17 %) :
S 1 (] )] < s(l,;) lal<m  neN

Man kann jeden Punkt in dem grofsen Kreis ,einfangen* mit hineinbeschriebenen Kreisscheiben.

S1fEI<5(Lg). 0<lI<lal

f hat in z = 0 also eine hebbare Nullstelle. Dies steht im Widersruch zur wesentlichkeit der
Nullstelle z =0 O

Ahlfons Lemma
30.06.08

Definition. 1. Sei Q ein Gebiet, ¢ : Q — (0,00), sowie ¢ € C?(Q). Daraus folgt: ¢ ist eine
Metrik

2. Falls ¢ : Q [0, 00) und aukerdem ¢ € C(2) N C?*(Q,) mit
Q, ={z € Q] ¢(z) # 0},

dann heiflt ¢ eine Pseudometrik.

3. X(z,p):= M%“;(Z) mit z € Q, heilt Gaufische Krimmung

Beispiel. 1. Q =D, ¢ := Ap(z) = — ist die hyperbolische Metrik

1\|

2. Q= C: p=1 st die euklidische Metrik.

3.0=C%: 0= 1+| TP ist die sphérische Metrik

AlOg 1 a2bs,22 (1 _ |Z|2)2A10g(1 _ |Z|2)

X('Z?)‘D) = 4_ =
(1—[2%)? 4
_ ( | | ) log (1—22)
(=)
bty (e
=—1.
X(z,9)=0 (¢ euklidisch)

X(z,0)=1.
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Definition. Sei f : 2; — ()5 eine holomorphe Funnktion und ¢ pseudometrisch auf {25. Dann

ist
f(@)(z) = (f(2) - |f'(2)]

eine pseudometrik auf ;.

Satz 8.7.
X(z, f(9) = X(f(2)-0) 2 eq.
Beweis. 1.
Alogp(f)(2) = 4(log(p o )(2)).=
o (pof).
- ( pof )
_wof)=lpof) = (wo fla(fof)
(po f)?
_ (w0 NI + (oo T + (oot + (0w 0 ) 0wo /)
(po f)?
- = i [(wn o )2 (50 £) = (9o 1) - (90 1)TF]
(¢ [soww(so £)=(pao f) (ewo NI
{ [(Pws® — PoPw )] f(2)
. og [(po f)- If( )I*]]
X(z, f* () =
i < GRIZE R
_ —Alog(po f) — AlogffZ]
(())?- ()]
X)) = =2 o
_ —Alog(po f) 1
(po f)? (=)
= X(z, f*(¢))
0
Beispiel.
P =il (F:0-0)
z € Q.

Definition. Sei {2 ein Gebiet udn A eine pseudometrik in €2.. Dann heifit A hyperbolisch (in
Q) falls eine f € H(D) existiert mit

f/ * (/\Q) = )\]D)‘
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8. Satz von Picard

Bemerkung. Sei A hyperbolisch, so gilt:

Beispiel. a € C, R > 0: Aguo)(2) = 28

R2—|z—a?

f(z)=a+ Rz : D — Kg(a)
FArn@)(2) = Axp(@ (f(2) - 1f'(2)]

2R
R? — |Rz|

2

-z

= Ap(2).

Satz 8.8. Ahlfons Lemma

Es sei np eine pseudometrik in D, und auflerdem sei X (z,p < —1. Dann gilt:

SO(Z) < )\]Db z € D.

Beweis. Es geniigt ¢(2) < Agp0)(2), |2] < R; zu zeigen ist:

((2) =< Rfi‘Q(AD(z) fir R — 1).).
Setze:
(2
U(Z> )\KR(O)(Z>

v(z) ist stetig in |z| < R

lim v(z) = 0.
Jim (2)

Es existiert also ein a aus dem Kreis K,.(0) mit
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v ist also 2 mal stetig diffbar on z = a. Auch logv hat ein globales Maximum in a. Daraus folgt.

(log v(a)),,
(log va)yy
= 0> Alogv(a)

IAIA

0,
0.
A

log p(a) — Alog Ak 0)(a).
—X(a,¢) ¢*(a) + X(aXk,(0) A%(R(o) (a)
N—_—— N—_———

el
/\KR(O)(G>
=v(a) <1
=v(z) <1, 2| < R
= ¢(z) < Ap(2), z € D.

]

Anm: Wer Fehler findet, bitte an Maximilian.Michel@physik.uni-wuerzburg.de mailen! (Ka-
pitelangabe und letztes Schlagwort nicht vergessen)

Aktuellstes Skript unter www.uni.jock2.de
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