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Bemerkung. An sich sind alle kartesischen Koordinatensysteme gleichberechtigt. Meist
wird eine ONB als positiv orientiert ausgezeichnet mit V(ey, ..., e,) = det(ey,...,e,) =
+1 (im Standardmodell R" die Standardbasis). Dann erhilt der Raum eine Orientie-
rung. In einem solchen Raum werden Eigenschaften untersucht, die invariant gegeniiber
Bewegungen (also Drehung und Translation) des Raumes sind. Im Standard-Modell R”
beschreibt man diese durch x — D - x 4+ ¢t mit D orthogonal und det D = +1.

Abbildung 0.1: Vektorprodukt

Definition (Vektorprodukt). In einem orientierten euklidischen Raum gibt es zu je n —1
Vektoren Xi,..., X,,_1 (n >>) gibt es genau einen Vektor Y mit den Eigenschaften:

LY LX,...,V L X0,

2. Y| =ap1(Xy,..., Xp) = \/det(<Xi, X5 )i g
3. V(X1 X, Y) >0

Man bezeichnet es mit

]Y:Xlx---xxn_l\

Eine explizite Formel ist

Xl X oo X Xn—l :ZV(X1, e 7Xn—17€i)ei

i=1
1 1

XD oo XD e
n n

Xr oo XM e,

Bemerkung. Mit Hilfe des Vektorprodukts ist klar: Jedes Orthonormalsystem (eq, ..., e, 1)
lasst sich durch e, := e; X ---e,_1 eindeutig zu einer positiv orientierten ONB ergéinzt
werden.

Beispiel. n =2

Xl €1

2

X =X"e; + X% = X* = ‘
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Abbildung 0.2: Vektorprodukt fiir n = 2

Xl Yl €1
XxY=[X? Y% ¢
X3 ys3 €3



1 Lokale Kurventheorie im
euklidischen Raum

1.1 Grundbegriffe der Kurventheorie

Wir bleiben zunéchst in der affinen Differentielgeometrie.

Abbildung 1.1: Definition eines C"-Weges

Definition.

Ein C"-Weg oder eine parametrisierte C"-Kurve (r > 0) im affinen R” ist eine C"-
Abbildung C : t € I C R+ ¢(t) € R™ eines (offenen) Intervalls in den R™. Die Variable ¢
heift Parameter, die Bildmenge ¢[/] C R™ die Spur des Weges.

Ein C"-Weg (r > 1) heift reguléir, wenn iiberall der Tangentenvektor ¢(t) = %(t) # 0
ist.

Bemerkung. Sieht man ¢ als Zeit an, so erlaubt dies die kineamtische Interpretation
einer Kurve: ¢ — c¢(t) beschreibt dann die zeitliche Bewegung eines Punktes im R™. ¢ ist
die vektorielle Geschwindigkeit (im euklidischen R™ ist |¢| die skalare Geschwindigkeit).

Beispiel. 1. Die Peano-Kurve ist ein C°-Weg im R?, dessen Spur jedem Punkt eines
Gebietes G C R? enthiilt.

C
0 1

Abbildung 1.2: Peano-Kurve

2. Die Spur eines konstanten Weges t € [ — c¢(t) = xo € R" besteht aus nur einem
Punkt. Der Weg ist nirgends regulér.



1.1 Grundbegriffe der Kurventheorie

2
3. Die Neil’sche Parabel ¢ : t € R — ¢(t) = <;3> € R? ist C>™-diffbar. Sie ist in

= () nicht regulér.

Abbildung 1.3: Neil’sche Parabel

g —
J_|_E /Z$ c(t)

\Phi (1)

Abbildung 1.4: C"-Aquivalenz (c(t) = &(¢(1)))

Definition. I, I seien offene Intervalle. Zwei Wege ¢ : I — R”, ¢ : I — R" hei-
fen C"-&quivalent (r > 0), wenn ein ordnungstreuer (d.h. monoton wachsender) C"-

Diffeomorphismus ¢ : I — [ existiert mit ¢ = ¢ o ¢, d.h. Viere(t) = &(p(1)).

Bemerkung. 1. ¢ ist ein C"-Diffeomorphimus :< ¢ ist bijektiv und sowohl ¢ als auch
¢~ sind C"-diffbar.

2. Ein C"-Diffeomorphismus (r > 1) ist genau dann orientierungstreu, wenn iiberall

o(t) > 0 gilt.

3. Aquivalente Wege haben das gleiche Regularitiitsverhalten: é¢(t) = ¢(é(t)) ¢(t) > 0.
——

4. Die C"-Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation.

Definition. Eine (orientierte, regulire) C"-Kurve (r > 1) im affinen Raum R" ist eine
C"-Aquivalenzrelation [¢] von reguliren C"-Wegen ¢ : I C R — R". Ein Reprisentant
heift eine (zulissige) Parameterdarstellung (oder Parametrisierung), eine die Aqui-
valenz vermittelnde Abbildung ¢ eine (zuldssige) Parametertransformation.



1 Lokale Kurventheorie im euklidischen Raum

Abbildung 1.5: Kreisdarstellung

1
Beispiel. Fiir die ,Kreis“-Darstellungen ¢ — ¢(t) <Z?§ ;;) und ¢ +— &(1) <t(;rsi}f1?f> sind (fiir
t| < 1) & = ¢(t) = artanhsint und o(t) = o - cost = —— > 0 C™ &quivalente
Parametertransformationen.

Bemerkung. Nicht jedes 1-dimensionale ,,Gebilde” in R" l4sst sich global und injektiv
als Bild eines offenen Intervalles darstellen, zum Beispiel die vollstindige Kreisline.
Objekte, die unr lokal so parametrisiert werden konnen, heifen 1-dimensionale diffe-
renzierbare Manigfaltigkeit. Bei ihnen kann auf einen umgebenden Raum verzichtet
werden. Fiir lokale Untersuchungen braucht mann eine solche Erweiterung des Kurvenbe-
griffes nicht.

Die eingefiihrten Begriffe sind natiirlich affin-invariant (6 =M -c+t=¢=M-¢,...)
Gesucht: Invarianten, die auch nicht von der gewéhlten Parametrisierung abhéngig sind.
Ein Beispiel aus der affinen Differentialgeometrie (Skizze 03)

Satz 1.1. t — c(t) sei Parameter. Darstellung einer C'-Kurve (r # n) im affinen Raum
R™. Dann gilt:

dPc
Die Ableitungsvektoren|c, = P (p=1,...,n)|sind nicht invariant gegeniber Pa-

P
rametertransformation, jedoch die (punktaler, orinentierter) Schmiegrdume (oskluie-
rende Rdume, osculatinusspaces)

5p(8) = elt) + {ea() - enlt), Op=1,....)
1. Die 1. Schmiegrdume: s;(t) := c(t) + (¢(t)) heifen Tangenten

2. Die 2. Schmiegrédume: so(t) := c(t) + (¢(t), é(t)) heiken Schmiegebene



1.1 Grundbegriffe der Kurventheorie

Beweis. Aus ¢ = ¢-¢ folgt nach der Kettenregel ¢ = ¢-(¢-¢), ¢ = ¢*(¢-¢)+QL(, d)- (¢-¢)

Allgemein:

p—1 -
o ="Go)+>. Q. o,...)
k=1 ~~—mm—""

Kettenregelpolynome

Also hat man die Transformationsmatrix
C1 ¢ 9 51 . gb
. ¢ 0 :
. oo ‘ -
P Qk &P P
mit trigonaler reguldren Transformationsmatrix. Postitive Determinante. Dies zeigt unter

anderem
|

<Cl,...,Cp>i<51'¢,...75p'¢>
[l

Bemerkung. Die Regularititsforderung ¢(t) # 0 bedeutet , dass iiberall die Tangente
als 1-dimensionaler Raum (Gerade) existiert.

Die Schmiegridume kann man dazu benutzen, festzustellen, ob eine Kurve in einem offenen
Teilraum Up C R™ liegt (in einer Geraden, Ebene,. . . )

Zunichst gilt immer:

[} Sl(t) C_ Sg(t) C_ Sn(t>
e dimsp(t) <P

Satz 1.2. 1. liegt eine CPY-Kurve [c: I — R"] in einem p-dimensionaler affiner Un-
terraum des R™ (1 <p <n—1), so ist

Vidim Sy (t) <p+1
d.h. der (p+ 1)-te Schmiegraum ist degeneriert.

2. Gilt umgekehrt
Vidim Syi1 = dim S,(t) =p

so liegt die Kurve in einen p-dimensionalen, aber in keinem niedrigerdimensionalen
affinen Unterraum

Amnwendungen:

1. Eine C' Kurve in R" verlauft genau dann geradlinig, wenn V;(¢(t), ¢(¢)) linear ab-
héngig ist. Die Hinrichtung folgt nach 1, die Riickrichtung nach 2, da die Kurve
reguldr ist.

Definition. Ein (regulirer) Kurvenpunkt ¢(¢) heift Wendepunkt (inflection point),
falls (¢(t),¢(t)) linear abhéngig ist.



1 Lokale Kurventheorie im euklidischen Raum

2. Eine wendepunktfreie C? Kurve im R™ verliuft genau dann in einer Ebene, wenn
Vi(¢é(t),E(t), €(t)) linear abhdngig ist. Die Hinrichtung nach 1, die Riickrichtung
nach 2 da V;(¢(t),¢(t)) linear unabhéngig sind.

Definition. Ein Nicht-Wendepunkt ¢(¢) heikt Henkelpunkt (handle piont), falls
(¢(t),E(t), ¢ (t)) linear abhéngig ist

Beweis. von Satz 1.2

1. Es gilt
P
Viere(t) =0+ > Xe(t)ay € Uy = 0+ (aq, ..., ap)
k=1

p
= Ve a(t) =c0(t) = YA (Day € (ay, .., ap)
k=1

=V, dimS,11(t) <p<p+1

2. Nach Voraussetzung ist (cy, . .., ¢,)(t) linear unabhéngig, aber (¢, ..., c,41)(t) linear
abhéngig fiir alle ¢. Es existieren also Funktionen ¢ — Ao(%), ..., A\,—1(¢) mit ¢pq =
SF_1 Ak_1ck bzw.

p—1
(C')(p) _ Z )\kc'(k‘)
k=0

Diese funktionen sind stetig auf I, denn es kann nach Ay, ..., \,_; aufgeldst werden
(es liegt ein lineares Gleichungssystem mit vollrangiger Matrix vor, da ¢i,...,¢,
linear unabhéngig sind, auferdem sind die Eintrige und die ,rechte Seite® stetig).
Die Koordinaten-Funktion ¢ — ¢(t) (i = 1,...,n) geniigen also der linearen DGL
p-ter Ordnung

p—1
y(p) — Z )\ky(k)
k=0

mit stetigen Koeffizienten. Fiir sie existiert ein Fundamentalsystem y;,...,y, : [ —
Y1,-..,Yp - I — R, so dass fiir jede Losung gilt: y(t) = -8 _; aryx(t), also auch

¢ =" apy(t) = e(t) = yr(t) - ax
k=1 k=1
mit konstanten Vektoren a4, ..., a, € R". Integration liefert

o(t) = cto) + 3 ([ yk(T)dT> a € clto) + {ar, ..., ap) = U,

k=1

Es ist schlieklich dim U, = p, denn aus dim U, = k < p folgte nach (a) dim Sy1 <
k + 1, also auch dim S, < p.

O

Hier beenden wir unseren Ausflug in die affine Differentialgeometrie. Wir benutzen
ab jetzt die metrische Struktur des orientierten euklidischen Raumes R".

10



2 Frenet-Begleitbasis, Krimmung
und Torsion

Die Kriimmung einer Raumkurve im BLP s — ¢(s) soll dernen Abweichung vom ge-
radlinigen Verlauf messen. Diese Kriimmung wird bestimmt durch die Anderung des
Tangenten-Einheitsvektors T := ¢

Satz 2.1. Fiir die Kriimmugn s — K(s) :=|T"(s)| = |"(s)| > 0 einer C* Kurve im BLP
s c(s) im R3 gilt:

1. K(sg) =0 & c(so) Wendepunkt
(< (¢, ") (so) Linear abhingig)

2. K=0 < Gerade

Beweis. 1. K(so) = 0 & T'(s0) = 0 = ((s0),¢"(s0)) = (T(s0),T"(s0)). Fiir die
Riickrichtung wird benétigt

T? = (T,T,=)1 (Einheitsvektor)

2-(T,T',=)0=T'LT, aber (T, T") linear abhéingig = 7" =0
2. Nach Satz 1.2, Anwendung 1, oder direkt
K=0eT="=0&c¢s)=xz+s =
O
Noch ein Test, ob der Name ,Kriimmung* gerechtfertigt ist: Fiir einen Kreis in BLP

cos s/r
s c(s)=r| sins/r | gilt
0

—sins/r
T(s) = cosos/r T (s)| = K(s)

1
=— = const
T

im Nicht-WP bilden 7' = ¢ und % = ﬁ eine Orthonormalbasis der Schwingsebene

die zu einer Begleitbasis der Kurve erginzt werden kann:

11



2 Frenet-Begleitbasis, Kriimmung und 'Torsion

Satz 2.2. Sei s+ c(s) BLP einer WP-freien C*-Kurve im euklidischen R®. Dann bilden
die Vektorfelder

s —T(s) =d(s) (Tangentenvektor)
T'(s)

s+—H(s) = (Hauptnormalenvektor)
T"(s)]

s —B(s)=T(s) x H(s) (Binormalenvektor)

eine orthonormierte, positiv orientierte C°-Begleitbasis der Kurve, genannt Frenet-Begleitbasis.
Korollar. In jedem Kurvenpunkt hat man die paarweise orthogonalen Begleitebenen
c(s)+ (T'(s), H(s)) (+B(s))(Schmiegebene)
c(s) + (H(s),B(s)) (+T(s))(Normalebene)
c(s)+ (B(s),T(s)) (+H(s))(Rektifizierende Ebene)

Die Torsion (Windung, 2. Kriimmung) einer WP-freien C3-Kurve (= (T, H, B) sind
diffbar) soll deren Abweichung vom ebenen Verlauf messen. Diese wird bestimmt durch
die Anderung des Binormalenvektors B (der der Normalenvektor der Schmiegebene ist).
Wegen

B*=1= (B,B',=)0< B LB
B=TxH=BTxH+TxH =B 1T
=0

gilt B’ = —7 - H mit einer C°-Funktion 7 = — (B’, H).
Satz 2.3. Fir die durch B' = —1H definierte Torsion gilt wegen (H, B) =0
s 7(s)=— (B H) = + (H', BY = (H', T x H) = det(T, H, H')
Fiir die Torsion einer WP-freien C3-Kurve in BLP s+ c(s) im R? gill
1. 7(s0) = 0 < ¢(so) ist ein Henkelpunkt.
2. 1 =0 < die Kurve verlduft eben.

Beweis. 1.

/! / 1 1
7(so) =det(T, H, H')(s¢) = det (c’, C—, "+ c’”) (s0) = — det(c, ", ") (s0) =0
K K K
& (d, ", d")(sp) sind linear abhéingig
]

Satz 2.4. fiir die Frenet-Begleitbasis s — (T, H, B)(s) einer WP-freien C3-Kurve im R?
gelten die Frenetschen Ableitungsgleichungen

T'=k-H ' 0 x O\ /T
H =—kT+71B bzw. H| =| - 0 71 H
B =—7.H B 0O —7 0 B

mit der C*-Krimmung s — k(s) > 0 und der C°-Torsion s — 7(s).

12



Beweis. Da (Ty,T,,T3) := (T, H, B) ein ONB-Feld ist, gilt

d.h. die Ableitungsmatrix ((T}, Tk, )); 1, o3 ist schiefsymmetrisch. Damit kann die 2.
Zeile er Ableitungsmatrix aus der 1. und der 3. Zeile bestimmt werden. O

Problem: Wie berechnet man Begleitbasis, Kriimmung und Torsion, wenn man nicht
explizit den BLP kennt?

Folgerung: Beziiglich einer beliebigen Parametrisierung ¢t +— c(t) einer WP-freien C*-
Kurve gilt

T-< —ox¢ H-pxr="_LL)
€] & x ¢ & x ¢l /¢
exd det(é,¢, )
e Clexé)?

Die Basis (T, H, B) erhilt man auch durch Anwendung des Gram-Schmidtschen Ortho-
normalisierungsverfahrens auf die Vektoren (¢, ¢) der Schmiegebene und anschliefende
Erganzung durch B :=T x H.

Satz 2.5. Aquivalent zu den Frenetschen Ableitungsgleichungen ist

/

T T
H ) =wDx | H
B B

mit der Gesamtkrimmung w = Vr%+ 72 und dem (normierten) Darbouz- Vektor
(Drehvektor)

1
D=—(r-T+k-B)
w
Beweis. Nachrechnen. O

T, H und B lassen sich kinematisch interpretieren: s — ¢(s) beschreibt die Bewegung
eines Massepunktes mit der Bahngeschwindikeit w = |c| = 1. Die Bewegung eines starr
mit der Begleitbasis (T3, 715, T3) := (T, H, B) verbundenen Punktes

p(s) = c(s) + ; NiTi(s) = c(s) + X(s)

setzt sich zusammen aus einer Translation (mit der Kurve) und einer Drehung um eine
momentane Drehachse. Fiir seine Geschwindigkeit gilt

p(s)=d(s) + ; A\iw(8)D(s) x Ti(s) = (s) + w(s)D(s) x X(s)

mit der vektoriellen Vektorgeschwindigkeit (wD)(s) des Vektors X (s) := p(s) — c(s), dem
Einheitsvektor der Drehachse D(s) und der skalaren Winkelgeschwindigkeit w(s).

13



2 Frenet-Begleitbasis, Kriimmung und 'Torsion

2.1 Approximativer Kurvenverlauf

s +— c(s) sei BLP eine C®-Kurve mit £ > 0. Um den Parameterwert sy (0.E. so = 0)
besitzt sie di Taylorentwicklung

1 1 ‘
c(s) =¢(0) +(0) - s+ 50”(0)52 + gc”’(O)s3 + o(s%)
Wegen ¢ =T, " =T = kH und " = K'H + k(—kT + 7B) gilt:
Satz 2.6. Eine WP-freie C3-Kurve in BLP s — c(s) im R3 besitzt um s = 0 die Taylor-
entwicklung

1 1 1 1
o) oo+ (5= G T (reos + ) Ho+ (Grams’) B + O

genannt lokale kanonische Form der Kurve beziglich des kartesischen Koordinaten-
systems (xo; Ty, Ho, Bo) in der Umgebung von s = 0. Bericksichtigt man nur Terme
niedrigster Ordnung, so verhdlt sie sich wie

( 1 51 3)
S | S, =KoS , =KRgTpS
a20 76 070

Bemerkung. 1. Eine Kurve im R? verlduft in 1. Niherung in ihrer Tangente, in 2.
Néaherung in ihrer Schmiegebene. Abweichungen sind durch Kriimmung und Torsion
bestimmt.

2. Thre Orthogonalprojektion
e in die Schmiegebene verhilt sich wie eine quadratische Parabel
e in die Normalebene verhilt sich wie eine Neil’sche Parabel
e in die rektifizierende Ebene verhilt sich wie eine kubische Parabel
3. Sie durchdringt ihre Normalebene z¢+ (Hy, By) in Richtung von T und ihre Scmie-
hebene z + (Ty, Hp) fiir 79 > 0 in Richtung von By (dies liefert die geometrische

Bedeutung des Vorzeichens der Torsion). Sie durchdringt niemals ihre rektifizierende
Ebene zq + (By, To), sondern bleibt auf der Seite, in die Hy zeigt.

2.2 Kriimmungskreis und Schmiegkugel (oskulierende
Kugel)

Wir bestimmen alle Kugeln K,.(m) = {y € R||y — m| = r}, die eine vorgegebene Kurve
in BLP s+ ¢(s) in einem Punkt ¢(sq) von 2. bzw. 3. Ordnung beriihren. Die Beriihrungs-
bedingungen an die Abstandsfunktion

s —=F(s) = d*(s) = (c(s) — m)?
lauten

e ['(s9) = r? fiir Beriihrung 0. Ordnung

14



2.2 Kriimmungskreis und Schmiegkugel (oskulierende Kugel)

e zusitzlich F'(so) = 0 fiir Berithrung 1. Ordnung
e zusitzlich F”(sg) = 0 fiir Bertihrung 2. Ordnung
e zusitzlich F"(sy) = 0 fiir Berithrung 3. Ordnung

Bemerkung. Die Beriihrung 1. Ordnung heifst auch manchmal ,2-punktige Beriihrung®,
da man F(sy) = F(s;) = r? fordert. Dann gibt es wegen dem MWS ein 5; € 555; mit

F'(50 = 0. Der Grenziibergang s; — sq liefert 55 — sq, also F’(sg) = 0.

Die Beriihrung 2. Ordnung heifst auch ,3-punktige Beriihrung”. Die Begriindung lauft

analog.

Aus den Bedingungen folgt

(0) 7% = F(s0) = [e(s0) — ml’

(1) 0=F'(s9) =2(c—m,T) (s0)

(2) 0= F"(s0) =2[1 4+ Kk {c—m, H)](s0)

(3) 0=F"(so) =2[k' (c—m,H) +k{c—m, 7B — KT)](s0)t
Der Ansatz m = ¢(so) + a1 '(so) + BH (so) + vB(so) liefert durch durchmultiplizieren mit

T(so), H(so), bzw. B(sg)
a=—(c—m,T) (s) B=—{(c—m,H)(so)y =
Aus Bedingung
(0) folgt a? + 3% +~2 = r2.
(1) folgt a =0
(2) folgt B)1/k(s0) =: 0(so) (falls k(sg) > 0)
(3) folgt (k0 + KT -7)(s0) = 0 also

/‘i,

~

s}

(50) = =(s0)

v =-

al

K2T

— (¢ —=m, B) (s0)

Satz 2.7. 1. Bei einer C*-Kurve in BLP s+ c(s) existiert in einem Nicht-WP c(s)

(mit k(sg) > 0) genau eine 1-parametrige Kugelschar, ide dort von 2. Ordnung
beriihrt. Die Mittelpunkte m dieser Kugeln liegen auf der Geraden

c(s0) + 0(s0)Hs0) + (Blso)) (it 0= )
genannt Krimmungsachse der Kurve in c(sg). Alle diese Kugeln schneiden die
Schmiegebene in einem Kreis mit
Mittelpunkt ™ = c(so) + o(so)H (so0)
Radius 7 = o(s¢) [Krimmungsradius/

genannt Krimmungskreis der Kurve in c(sp).

. Bei einer C3-Kurve in BLP s — c(s) existier in einem Nicht-Henkelpunkt c(sg)
(mit k(so) > 0, 7(sg) # 0) genau eine Kugel, die dort von 3. Ordnung berihrt.
Sie besitzt den Mittelpunkt m = c(so) + o(so)H (so) + %B(SO) und dem Radius r =

0% + (%’)2(50) und heifst Schmiegkugel der Kurve in c(sg).

15



2 Frenet-Begleitbasis, Kriimmung und 'Torsion

2.3 Fundamentalsatz

Frenet-Theorie ist grundsétzlich nur moglich fiir WP-freie Kurven (k > 0). Ausreichende
Differenzierungsordnungen dafiir sind

c|lC3
T|C?
H|C!
B|C!
k| CH
7| C°
es ist aber auch moglich, folgendes zu betrachten:
c| C?
T|CcY
H|C!
B|C!
k| CY
7| C°

Schon fiir solche C*-Kurven mit C'-Begleitbasis (Frenet-Kurven) lisst sich beweisen:
Definition 2.8. BLP=Bogenléingenparametrisierung

Satz 2.9. (Fundamentalsatz der Kurventheorie im euklidischen R?)

(a) Scien s € I — k(s) > 0, s € I — 7(s) beliebige C° Funktionen, sq € I linearer
Parameterwert ,xo € R3 ein Punkt
(Skizze ONB)
und (Ty, Hy, By) eine positiv orientierte ONB in R3. Dann gibt es genau eine C*
Frenet Kurve im BLP s — c(s) definiert auf ganz I welche die Krimmung k(s) und
die Torsioin 7(s) besitzt sowie die Anfangsbedinung

C(So) = Xy, (T, H, B)(S(]) = (To,Bo,Ho)
erfillt.
b) Zwei C?*-Kurven im BLP s +— c(s), s — ¢(s) mit C' Begleitbasis im R® mit gleichmd-
( g g
Biger Krimmung s — r(s) = R(s) und Torsion s — 7(s) = 7(s) stimmen tberein

bis auf eine Bewegqung des R?, das heifit, es gilt T = D - ¢+t mit einer Drehmatriz
D € S =3 (R) in einem Translationsvektor t € R3

Beweis. 2.9 Eindeutigkeit: Das lineare DGL-System der Frenet-Formel

T1 0 Y 0 T1
C/ = Tl, TQ = —K 0 T . T2
T3 0 —7 0 T3

bzw.:
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2.3 Fundamentalsatz

besitzt zu Anfangsbedinung 2.9 (bzw. hier (T, T3, T3)(s0) = (Ty, Ho, Bo)) genau eine C!
Losung s — (171,15, T3)(s), und damit genau eine C'! Losung s — c(s) = xo + [ Ti(0)do
definiert auf ganz I.

Existenz: Es muss noch iiberpriift werden, ob die Losung s — ¢(s) wirklich BLP- Dar-
stellung einer Kurve ist und wirklich Kriimmung s und Torsion 7 besitzt.

(o) Wir zeigen: Die Losungsfgelder
s — T1(s),To(s), T5(s)

bilden iiberall (nicht nur in sg) eine positiv-orientierte ONB:
Fiir die Skalarprodukte s +— (T;, Tk, () s) gilt

(T, T3, ) = (T,, Ty) + (T3, T}) =
3 3
= ai; (T, Ti) + > aw; (T;, Tj)
j=1

=1

Dieses lineare Gleichungssystem besitzt zu den Anfangsbedinungen (7}, Tk, () so) =
oir genau eine Losung, und diese ist

<E7 Tk‘7 E> Oik

, denn 0 = o), = Z?Zl a0k + 2?21 arjoi; = ik + ag; = 0 (Héckchen), weil die
Abbildungsmatrix Schiefsymetrisch ist. Weiter muss fiir s — (77,75, 73)(s) gelten:

det(Ty,T», T3)(s) = £1
wobei aus Stetigkeitsgriinden wegen det(77,75,73)(so) = +1 nur +1 moglich ist.
(B) Fiir die Losung s — c(s) gilt jetzt
[ =[T1] =1

d.h.: sie ist BLP eine Kurve in R? . Weiter ist

T = Cl = T1
T T] KTy
= = e T
wg.pos.
ortent.
ONB
B:TXH:T1XT2 = T3

Es gelten also die Fresnet’schen Ableitungsgleichungen fiir (7, H, B), sodass k die
Kriimmung und 7 die Torsion von c ist.

Fiir hohere Dimensionen: Ableitungsbasen der ONB miissen Schiefsymetrisch sein.
Dann folgt der Rest analog.
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2 Frenet-Begleitbasis, Kriimmung und 'Torsion

Beweis. 2.9 Sei s ein fester Parameterwert, sowie xg = ¢(sq)

(T(), H(), B()) I:(T7 H, B)(S())
f0 25(30)7 (TOv EO? EU)(SO)

Dann gibt es genau eine Drehmatrix D € SO3(R) und einem Vektor ¢ mit

Fo=Dxo+t,Ty=D -Ty,Hy=D-Hy, By=D - By

Das lineare Gleichungssystem

T1 0 K 0 T1
=T T |l=( - 0 7| -|Ts
T3 0 -7 0 T3

hat nun die Losungssysteme
(1) s+—c(9), s— (T, H, B)(s) und wegen der Linearitit auch
(2) s+ Dc(s)+t, s— (DT,DH, DB)(s) sowie auch
(3) s — &(s), s — (T, H,B)(s)
wobei 2.3 und 2.3 gleiche Anfangswerte besitzen, also identisch sind.
T = Dec(s) +t
[T =D- t]
O

Ergebnis: Kriimmung und Torsion einer Kurve als Funktionen der Bogenldnge bilden ein
vollstindiges System unabhiingiger Invarianten fiir eine Frenet-Kurve im R3.

Bemerkung. Das DGL-System der Frenetformeln ist nur in einfachen Fillen explizit
16sbar, etwa bei ebenen Kurven als Spezialfille von Boschungslinien.

Beispiel. Es sei vorgegeben:

1
s—k(s)=—>0, s—7(s) =0
r

Eine Losung von 7" = H/r, H' = =T /r, B’ =0 ist
s +— T(s) = cos fel + sin feg
r r
also ist eine Losungskurve gegeben durch

sin 2
s+ c(s) =r| —cos?

0
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2.4 Spezielle Kurvenklassen

Eine Variante des Fundamentalsatzes lautet wiefolgt:

Satz. Es seien vorgegeben:

t—w(t) >0 (Geschwindigkeit)
t—r(t) > 0,7(t) (Krimmung und Torsion)

bestimmt eine Kurve in Parameterdarstellung t — c(t) mit |¢| = w eindeutig. Das System

d T K T
¢ =wT , 7 H|=w| —k T H
B —T B

2.4 Spezielle Kurvenklassen

Boschungslinien

Definition. Eine Boschungslinie im R3 ist eine C'!'-Kurve, 0.E. in BLP s — ¢(s), deren
Tangenten mit einer festen Richtung £ (mit |E| = 1) einen festen Winkel v einschliefen.
Es ist also fiir alle s (T'(s), E) = cos~y = const mit dem sogenannten Bschungswinkel
v € 10,7

Beispiel. 1. Ebene Kurven.

rcost
2. Gewohnliche Schraubenlinie t +— | rsint |. Es ist fiir alle ¢ (T'(t),e3) = \/7“2}:-7/12 =
h-t

const.

Bemerkung. 1. Durch (T, E, =) cosy wird nur der nichtorientierte Winkel v € [0, 7]
zwischen T und F festgelegt.

2. Bei einer Frenet-Boschungslinie folgt aus (7', E') = const sofort k (H, E) = 0, so dass
E in der rektifizierenden Ebene ¢ + (T, B) liegt. Der Boschungswinkel v kann dann
eindeutig so orientiert werden, dass

E = cosT +sinyB (Drehformel) (2.1)

mit —7 < v < 7. Durch Ubergang £ — —FE bei Bedarf kann erreicht werden, dass
siny = (E,B) > 0, also 0 < v < 7. Leitet man (2.1) noch einmal ab, so folgt
0 = (kcosvy — Tsiny)H, also siny # 0 (denn sonst ist auch x = 0) so dass nur
0 < v < 7 moglich ist.
Satz 2.10. Fir eine Frenet-Kurve in BLP s+ c(s) sind dquivalent
1. Die Kurve ist Béschungslinie.

2. Die konische Krimmung 7/k = o - T ist konstant.

3. Der Darbouzvektor D = (71T + kB)/w ist konstant (und o.E. gleich der festen
Richtung).
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2 Frenet-Begleitbasis, Kriimmung und 'Torsion

B

Abbildung 2.1: Béschungswinkel

4. Der Winkel zwischen Tangenten- und Darbouz-Richtung ist konstant: (T, D)
const (und o.E. gleich dem Béschungswinkel).

Beweis. 1. = (b): Nach Bemerkung 2 ist x cos y—7siny = 0, also 7/k = cot v = const.

2. = (c):
)\::z:const
K
(T T A t]
1 — = = :Cons 1
:>'w VE2+ 712 14 )2 '
{ K i ! const
I — = g g n 1
lw VE2+w?2 V1I+ A2 )
/
=D = ("7+"B) = (Tx-"ryH =0
w W w w
=D = const
3. = (d):
D=—T+ —B =const = (I,D) =k (H,D) =0
w w
= (T, D) = const
4. = (a):

(T', D) =— = const = - - - beide konstant

)

€19
€1l=

T

w
= D' =0= D = const

Die Kurve ist also Boschungslinie mit fester Richtung £ := D und den durch cosvy =

L, siny = £ bestimmten orientierten Boschungswinkel.

]
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2.4 Spezielle Kurvenklassen

Spharische Kurven

Satz 2.11. 1. Eine WP-freie C*-Kurve in BLP s — c(s) ist genau dann sphdrisch,
wenn eine C'-Funktion s — a(s) existiert mit

o =a-1 a =— o1
Fir MP m und Radius r der Kugel gilt dann

m =c+ oH +aB r=v/02 + a2

2. Aquivalent dazu ist: Es existiert eine C'-Funktion s — \(s) mit |\| < 7/2 und eine
Zahlr > 0 mat

0 =T CoS A
Beweis. 1. ,="
Y le(s) —m|]* =12 =V, (e(s) —m,T(s)) =0
also ¢ = m — bH — aB mit C'-Funktionen a und b. Wegen
T=—-—bVH—-b(—kT+7B)—d'B+arH
folgt durch Koeffizientenvergleich

1=b-k,V=0ar,d=—br

»<="Aus ¢ = ar, d = —po7 folgt fiir m = ¢+ oH + aB nach kurzer Rechnung, dass
m’ = 0, also m = const, und fiir 72 := [c — m|?> = /0? + a’ = o%a? gilt

(r*) =200 + 2ad’ = 20a7 — 2a0T =0
[

Bemerkung. 1. Henkelpunktfreie sphirische C*-Kurven sind durch (¢'/7) + o7 = 0
gekennzeichnet.

2. Aquivalent dazu ist, wenn zusitzlich ¥, ¢'(s) # 0 gilt, die Bedingung

2\’
<> + 0® = const(= r?)
-

Die Kugel, auf der die Kurve ferlduft, ist ihre Schmiegkugel.
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3 Kurven im euklidischen R" (n > 2)

Hier ist Frenet-Theorie moglich mit C"-Kurven, o.E. in BLP s +— ¢(s), deren Schmieghy-
perebenen

S _ it L dPc
o1 =C+(C1,...,Cn1) (mit ¢, == @)
nirgends degenerieren, also iiberall (cq, ..., ¢, 1) linear unabhéngig sind.

Begleitbasis: Anwednung des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens auf die Ba-
sis (¢1,...,cn1) der Schmieghyperebene liefert eine ON-Basis (17,...,T,_1), die
durch T, :=1T; x --- x T,,_1 zu einer positiv orthonormalen Begleitbasis der Kurve
ergdnzt werden kann.

Ableitungsgleichungen Aus (7;,7}) = &y folgt (17, Ty) = — (1;,T}) und damit die
Schiefsymmetrie der Ableitungsmatrix ((I7, 7)) k=1....n-

Wegen T, € (c1,...,¢) ist T, € (c1,...,¢p1) = (Th,...,Tpy1) folgt weiter: Fiir alle

q>p+1gilt <T];, Tq> = (0. Zusammen erhalten wir:

Satz 3.1. Sei s € I — c(s) € R" BLP einer C"-Kurve mit ¥s (c1,...,cn—1)(s) linear
unabhdngig. Dann geniigt die durch
T1 :C/

p
N  Cpy1 — 2y (Cpr1, Th) T
p=1+p+1 —

_ [ep+1]L
[epa] L]
Tn :T1 Xoee XTn,1

rekursiv definierte Frenet-Begleitbasis s — (T4, ..., T,)(s) den Ableitungsgleichungen

Tl 0 K1 0 - 0 Tl

. — . . . .
=1 0

: : o 0T :

Tn 0 B (] Tn

mit den n — 2 Krimmungen
s+ kip(s) = (10, Tpi1) () p=1,...,n—2

und der Torsion
s 7(5) = (Th 1. T (9)
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Abbildung 3.1: Anwendungs des Orthonormalisierungsverfaherns

Bemerkung. Es gilt

k= |[L)L| =

P
T, - A1, T, T), | >0
k=1

Beweis. 1. Esist T, = 2+ (¢, + Pl Aicr) = Alep] mit A = 1/ |[¢y]erp| > 0, also
T, = Aep1 + Xy Mrcr = [T)]1 = Mepya] . Ebenso ist 1,11 = plepy] 1 mit g =
1/ |[ep+1]L]| > 0. Es folgt

kp = <Té7 Tp+1> = <[T;]L, (pasy :> A |[Cp+1]L|2
[epii]L]
lep] ]

T=(T,, T, 1) =(Ty X+ x Ty, T}y = det(Ty, ..., Tp1,T),_,)

O
Folgerungen: Beziiglich einer beliebigen Parametrisierung einer Kurve im R” gilt mit
Co = %, (0 =1,...,n) fir die Begleitbasis
T =
€]
v T ) _ Cot1 — Zg:l <cg+17Tk> Ty, o [CQ+1]J-
— +1 = =
et e Ve |[Co4a]L]
sowie mit
Al :1

A, =a,(cyy ... ¢,) = \/det(<ci,ck>)i,k:1 ,,,,, 0 >0 (o=1,...,n—1)
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3 Kurven im euklidischen R" (n > 2)

(o-dimensionaler Flicheninhalt des von ¢y, .. ., ¢, aufgespannten p-dimensionalen Paralle-
logramms)

V, =det(cq, ..., cp)

(n-dimensional orientiertes Volumen des von ¢y, ..., ¢, aufgespannten Parallelotops)
1 A, A
Vn_2 Ko =~ * ot e >0
et ¢ el A, /A@—l
1 Vn Anfl
T =" /
|C‘ Anfl An72

Insbesondere gelten folgende Spezialfélle:

n=2:
1 Vy Ay det(é, )
T=K=— —/— = 3
le| Ay’ Ag |¢|
n=3
L4 fexd
lc] A" Ag Ek
[Ay = ay(¢,¢) = |é x &]
1 V3 Ay det(é,é,¢)
T== ) = — -~
e[ A" Ay & x ¢
Beweisskizze:

1. Darstellung von Ti,...,7T,, Wahr, da das Schmidtsche ON-Verfahren von der der
Basiswahl unabhéngig ist, solange nur (cy,...,¢,) = (¢1,...,Cp)-

2. Wegen TQ:Té~S:Té-|é| folgt

= L = L el
o= [Tl = g I = e

Weiter gilt nach der Formel ,Volumen = Grundldche - Hohe

a9+1(clv SR 7C@+1) :ag(clv s ’Cg) ) |[CQ+1]J—|

Analog fiir die Torsion.
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4 |Lokale Flachentheorie im
euklidischen Raum

4.1 Grundbegriffe der Flachentheorie

p-Flachen im euklidischen Raum R”

Sei 1 < p < n festgewéhlt (in Anwendungen meist p = 2, n = 3).

Definition. Eine parametrisiere C"-p-Fliche im affinen R™ (r > 0) ist eine C"-
Abbildung

r:G CRP SR

uw=(u',... uP) —z(u) = (z*(u),..., ")’
mit Parametern «', ..., u? und Parameterlinien
u v x(ud, .., ul . ub) (e=1,...,p)

Die Spur ist M = z[G] C R". Eine Fliche heift regulér, wenn die partiellen Ableitungen
x, := 0,z (die Tangentenvektoren an die Parameterlinien) iiberall linear unabhéingig sind.
Solche Punkte, an denen dies nicht der Fall ist, heifsen Singularititen.

Bemerkung. 1. Regularitit bedeutet: die partiellen Ableitngen z, (0 = 1,...,p)
spannen iiberall einen p-dimensionalen Tangentialraum auf, es gibt also keine
Grate oder schlimmeres.

2. Regulire parametrisierte p-Fliachen sind lokal injektiv. Die Funktionalmatrix (Jacobi-

Matrix)
Az, ... a")
Do = (G ) =

besitzt iiberall den Ho6chstrang p. Die Aussage folgt aus dem Satz iiber implizite
Funktionen. Bei lokalen Untersuchungen kann man also stets annehmen, dass z :
G — M := z[G] bijektiv ist, also keine Seblstdurchdringungen auftreten.

Definition. Zwei C"-p-Flichen = : u € G +— z(u) € R" und 7 : & € G — #(i1) € R"

heiflen C"-aAquivalent, wenn ein orientierungstreuer C"-Diffeomorphismus ¢ : G — G
existiert mit = 7 o ¢, d.h. Ve z(u) = T(o(u)).
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4 Lokale Flachentheorie im euklidischen Raum

Bemerkung. 1. Fiir » > 1 bestimmt die Funktionalmatrix D¢ = (%) =1,...,p
0,0

den Ubergang zwischen den Tangentialvektoren z1,...,z, und Zi,...,2, bzgl. ver-
schiedener Parametrisierungen

('9u
mg>

)= ale

Dies ist die Basistransformationsformel im Trangentialraum.
2. ¢ ist (fiir > 1) orientierungstreu genau dann, wenn det D¢ = det(ug) > 0.

3. Aquivalente p-Flichen besitzen wegen det D¢ # 0 das gleiche Regularititsverhalten.

Definition. Eine (orientierte, regulire) C"-p-Fliche im affinen I R" ist eine Aquivalent-
klasse von reguliren parametrisierten C"-Flachen x : G C R? — R". Ein Représentant x
heifst eine zuldssige Parameterdarstellung der C"-p-Fliche, die zugehorige Transfor-
mationsabbildung ¢ heiftt Parametertransformationsfunktion.

Bemerkung. Eine Hyperfliche ((n — 1)-Fliche) ist genau dann reguldr, wenn V,, z; X
X Zp_1(u) # 0 ist, d.h. wenn iiberall der Normaleneinheitsvektor N := (z; x - -+ %
Tp_1)/|x1 X -+ X 2,_1] existiert.

COS U COS U

Beispiel. Die Abbildung (u,v) €] — m,w[x] — 7/2,7/2[— x(u,v) = | sinucosv | ist
sin v

wegen |r; X o3| (u,v) = -+ = cosb > 0 eine regulire Parametrisierung der 2-Sphére

S? C R® die aber einen Meridian (samt Polen) auslisst. Es gibt keine globalen und
injektiven Parametrisierungen der Kugelfliche (aus topologischen Griinden). Die ,ganze
Fldache* wir als ,Mannigfaltigkeit” in der Differentialtopologie betrachtet.

Bemerkung. In der Flachentheorie gibt es keine ausgezeichnete Parametrisierung dhn-
lich der BLP in der Kurventheorie. Deshalb muss versucht werden, Definitionen moglichst
parameterunabhéingig anzugeben. Eine Grofe u — c(u), beziiglich einer festen Parame-
trisieurng u +— x(u) berechnet, ist parameterunabhéngig, wenn bei einer Transforma-
tion © = T o ¢, d.h. z(u) = T(¢(u)) = z(u) fiir diese ebenfalls gilt ¢ = ¢ o ¢, d.h.
c(u) = é(op(u)) = ¢(u), wenn @ +— ¢&(u) die beziiglich der Parameter @ +— Z () berechnete
Grofe ist.

Beispiel. Die Tangentialriume (bei p = 2 Tangentialebenen)
T,z = (x1(u),...,z,(u)) CR"
einer C'-p-Fliche sind parameterunabhingig: (es gilt T,x = T2 = (Z1(1), ..., T,(0))),

nicht aber die Basisvektoren x, bzw. Z,. Die Tangentialvektoren X € T,z = 157 (invari-
ant) besitzendann verschiedene Basisdarstellungen

X =3 X,(u) = X%,(1)
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4.1 Grundbegrifte der Fliachentheorie

und aus der Basistransformationsformel x, = 3, U7, folgt die (kontragradiente) Koor-
dinatentransformation N
X7 =Y ugXxe
o

Rechnet man ,in Koordinaten®, miissen diese auf das ,richtige* Transformationsverhalten
hin iiberpriift werden (— , Tensorkalkiil“). Am besten verwendet man nur parameterunab-
hidngige Grofen und operiert etwa abstrakt mit Vektoren X, ohne zu parameterabhédngigen
Koordinaten iiberzugehen (— invarianter Kalkil®).

Zur Vereinfachung der Schreibweise verwendet man im Tensorkalkiil oft (wir nicht immer,
aber immer oOfter), die Einsteinsche Summationskonvention: In einem Term wird
iiber Indizes, die einmal oben, einmal unten vorkommen, generell summiert.

;X%g ;qg"bw =% ;b% (Spur)
4
;X LY ; 8u9 ¥X 29,1

aber XY #£ 5, XeYe.

Beispiel.

Die euklidische Struktur des R™ induziert in den p-dimensionalen Punktraum punktale
Skalarprodukte.

Satz 4.1. In jedem Punkt x(u) einer C'-p-Fliche im euklidischen R™ wird durch
I,: e x Ty — R, (X)Y)— L(X,Y):=(X,Y)

ein (von der Parametrisierung unabhdngiges) Skalarprodukt definiert. Das Feld u +— I,
dieser (punktalen) Bilinearformen heifft 1. Grundform (1. Fundamentalform, Maf-
tensor) der p-Fliche. Die (parameterabhingige) Koordinatenfunktion u +— gy (u) =
I(z,(u), x5(w)) = (x,(u), v, (u)) bilden dberall eine symmetrische, positiv definite Matriz
(oo (u)) mit Determinante g(u) == det(goo(u)) = aZ(x1, ..., x,)(u) > 0 und fir Tangenti-
alvektoren X =3 X%,(u), Y =X Y72, (u) gilt dann L(X,Y) =3 gpo(u) XY,

Beweis. In ist die Einschrinkung des Skalarprodukts des R™ auf den UR T,z x C R"™ und
(9oo)- u

Mit Hilfe der 1. Grundofrm lassen sich bei tangentialen Objekten flichenintern berechnen
berechnen

e die Linge eines Tangentialvektors X = Y Xr,(u) € T,x: | X| = /X goo X2 X7
(analog der Winkel)

e p-dimensionaler Flicheninhalt eines von Tangentialvektoren X,..., X, € T,z auf-

gespannten p-Parallelogramms a, (X1, ..., X,) = /det((X,, X,)) = \/g(u) ‘det(Xg)‘
(denn X, =3 Xtz = (X,, Xo) = X, g () XEXY) also det (X,, Xo) = det (g, (u))(det(X#))?.

Die explizite Kenntnis der rdumlichen Basisvektoren z, € R" ist jeweils unnétig!
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4 Lokale Flachentheorie im euklidischen Raum

Gerichtete Objekte innerhalb der Fldache
e die Linge eines Kurvenstiicks
t € fa,b] v ult) € G5 ct) = x(u(t)) € M CR"
ist

240 = [ Vo (u®)

e der p-dimensionale Fldcheninhalt eines Bereichs:
Ap(x[K]) :/ ap(l“1(U), c. ,xp(u))dul e duP
K

:/K \/g(iu)alu1 e duP

(Lénge und Fléceninhalt sind parameterunabhéngig, dem Transformationssatz fiir Einfach-
und Mehrfachintegrale.)
Man braucht nur die Kurve bzw. den Bereich in der Parameterebene (p-dimensional) zu
kennen!
1. Grundform

I(X,)Y): (X,Y)

Darstellungsmatrix:
Gpo = <:L’p,330>

E F

Jor = <F G)
Man kann mit ihr flichenartig Messen
(Umgekehrt ldsst sich durch solche Messungen die Metrik selbst bestimmmen)
Die Beispiele zeigen:
Lassen sich zwei (im Raum eventuell vollig verschiedene) Flachen M, M so auf gleiche Pa-
rameter beziehen, dass sie die gleiche 1-Grundform-Matrix besitzen, erhélt man gleiche
Ergebnisse bei Léngen,- Winkel- und Fldchenmessungen. Durch solche Messungen
kann man nicht entscheiden, ob man sich auf der Flache M oder M befindet.

Friiher {ibliche Bezeichung fiir p=2:

Definition 4.2. 1. Zwei C' -Flichen heifen isometrisch, wenn Parametrisierungen

uweG — xz(u)eM
uweG — T(u)eM

existiert mit

Vu(gpo (1)) = (e ()

2. Zwei isometrische C*-p-Flichen z : ¢ — M, T : g — M heifien ineinander verbieg-
bar (abwickelbar), wenn eine stetige Schar isometrischer Flichen mit Darstellung

a € la,bl — (“z: G — M,)

existiert, sodass ‘x =z, 'z =7
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4.1 Grundbegrifte der Fliachentheorie

Bemerkung. 1. Flichengréfen, die sich allein aus der 1.Grundform bestimmen las-

sen, also fiir alle isometrischen Flichen dieselben sind, heiffen innengeometrische
Grofsen

2. Isometrische Flachen brauchen nicht ineinander verbiegbar zu sein (es gibt allerdings
nur komplizierte Gegenbeispiele)

Beispiel. 1. Der Kreiszylinder

hv
(u,v) € |-m,+7[ X R — (u,v) = r-sinu
r(1 — cosu)
ist die Ebene verbiegbar:
Eine stetige Verbiegungsschar ist:

h-v
“x(u,v) = r+ sin(au)
r+(1 — cos(au))
€]0,1
h-v
O2(u,v) = lir% “a(u,v) = r-u (Ebenenstiick)
* 0
Stimmt die Metrik?
1. Ableitung — Gram’sche Matrix
0
Yy (u,v) = | reosau
7 sin au
h
“ay(u,v) =10
0
2

= Cgaw )=y )
fir o € [0, 1]

2. Die Tangentialfliche (s,v) € [ xR — w(s,v) = ¢(s) +vT(s) € R3 einer beliebigen
WP-freien Raumkurve s € I + ¢(s) € R? ist in die Ebene verbiegbar: Es gilt

e e

Die Torsion 7 der Kurve taucht nicht auf. Nach dem Fundamentalsatz der Kur-
ventheorie kann man eine von einem Parameter @ € [0,1] stetig abhingende
Kurvenschar a — “c konstruieren durch Vorgabe von s +— “k(s) := k(s) und
s+ *7(s) := a - 7(s) sowie Anfangsbedingungen wie bei der Ausgangskurve. Die
zugehorigen Tangentialflichen (s,v) — *z(s,v) = *c(s) +v*T(s) bilden eine stetige
Verbiegungsschar zwischen einem Ebenenstiick (der Tangentialfliche einer ebenen
Kurve fiir o = 0) und der Ausgangsfliche (a = 1).
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4 Lokale Flachentheorie im euklidischen Raum

Bemerkung. Wir werden spéter zeigen, dass die allgemeinen Zylinder, allgemeinen Ke-
gel und die Tangentenflichen von Raumkurven (zusammen als Torsen bezeichnet) im
wesentlichen die einzigen Flichen sind, die in die Ebene verbiegbar sind.

4.2 Hyperflachen im euklidischen Raum R":
Gaulabbildung, Ableitungsgleichungen

Im folgenden sei p =n — 1.

Satz 4.3. Istu € G C R" ' — z(u) € R™ die Parameterdarstellung einer C'-Hyperfliche,
so bilden

e die tangentialen Vektorfelder x+,...,x,_1
e der Normalen(einheits)vektor N = (xq X -+ X 1)/ |x1 X -+ X 21|
eine parameterabhingige positiv orientierte Begleitbasis mit den Figenschaften
V, (2, N)=0, |N|=1, det(zq,...,2p-1,N) = |21 X -+ X2y 1| = /g >0

Das Vektorfeld N : G — S™1 C R" ist invariant gegeniiber (zulissigen) Parametertrans-
formationen und heif$t sphdrisches Bild, Normalenabbildung oder Gaufiabbildung
der Hyperfldche.

Bemerkung. In jedem Punkt z(u) existiert eine eindeutige parameterunabhéngige or-

1
thogonale Zerlegung R = T}, x @& (N(u)) in Tangentialraum und (1-dimensionaler) Nor-
malraum.

Satz 4.4. Fiir die Begleitbasisu — (x1,...,2,_1, N) einer parametrisierten C*-Hyperfliche
gelten parameterabhdngige Ableitungsgleichungen der Form

Voo Tpo =0,x,= ng’ﬁ,x“ +boo - N
m

genannt Gauf3sche Ableitungsgleichungen und

Yy Nyi=—3 0 2,(+0-N)
1%

genannt Weingartensche Ableitungsgleichungen. Dabei berechnen sich

1. mit den Christoffelsymbolen 1. Art vy, = (Too,T0) = 2,7, 59w die Chri-
stoffelsymbole 2. Art vt = 3, 9" Voo wenn (g") die zu (go) inverse Matriz
bezeichnet (also Y, g" g,e = O* ).

2. die ibrigen Koeffizienten durch

bgff - <Igoa N> - - <IQ7NU> - —i—Zb“Ug#Q
B
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4.2 Hyperflichen im euklidischen Raum R": Gaukabbildung, Ableitungsgleichungen

Bemerkung. 1. Mit den Matrizen (g,,), bzw. (¢9%7) = (g,s) " lassen sich im Tensor-
kalkiil Inzies ,nach unten bzw. nach oben ziehen*.

2. (Yovo)s (7,%%), (bgo) sind in den Indexpaaren (o, o) symmetrisch. (b)) = (g"")-(byo)
ist i.a. nicht symmetrisch, obwohl Produkt symmetrischer Matrizen.

Ll'l X 9

3. Bei p =2 denke man an N = 7

Man kénnte sich folgende Fragen stellen:
1. Welche geometrische bzw. algebraische Bedeutung haben die Koeffizienten?
2. Wie édndern sie sich bei einer Parametertransformation?
3. Kann man die Ableitungsgleichungen parameterunabhingig formulieren?

Statt die parameterabhingigen Vektorfelder z, (bzw. N) zu verwenden, leiten wir in
Richtung von Parameterlinien ab (nach u”). Wir berechnen die Ableitung eines belie-
bigen (tangentialen oder normalen) Vektorfeldes u +— &(u) in Richtung eines beliebigen
Tangentialvektorfeldes u +— Y'(u). Diese Richtungsableitung dy& = > (0,§) - Y7 (mit
Y =Y Y°x,) ist parameterunabhiingig. Aus z = Fo ¢, E =0, Y = jjo ¢ folgt

dy£(u z B, ( Y (u) = 0,8(d(w)) ut(w) Y (u)
e )

= 0u(¢(u) Y (6(u))
=dy&(o(u))

Interpretation der Richtungsableitung (oder eigentlich Definition): Sei ¢t — c(t) = x(u(t))
eine C''-Fliachenkurve mit ¢(0) = z(u), also u(0) = @, ¢(0) =Y, also Y* = @(0). dann
gilt fiir das Vektorfeld ¢ — &(u(t)) langs der Kurve

GO = Y o0u(®)ic ()] =060y = gl

t=0 g

Eigenschaften des linearen Differentialoperators

d:(&Y)—dy&

der einem C'-Vektorfeld £ und einem tangentialen Vektorfeld Y das Vektorfeld dy ¢ zu-
ordnet:

1. Additivitit in & dy (& + &) = d,& + dyés
2. Derivativitit in & dy (f - &) = (dy f)€ + f(dy€) fiir jede C'-Funktion f.
3. Linearitdt in Y: d(t,v,4fv:)§ = [idyv,§ + fady,§ fiir alle Funktionen fi, fo.

Da auch die Zerlegung von u +— dy§ in Tangential- und Normalanteil parameterunabhén-
gig ist, erhilt man folgende invariante Darstellung:

31



4 Lokale Flachentheorie im euklidischen Raum

dy X =3 0,3 X%,) Y7 =3 [(0,X")Y 2, + X 0 Y]

=3 (0, X"+ X0,1) YT m, + (> bpe X0Y) N
y _ ’ . ,
=dy X|p=Vy X ={dy X,N)=—(X,dy N)=1I(X,Y)

—VyX + II(X,Y)-N

2. Fiir £ := N ist
AN = S0 N)Y? = = S Y0, (+0- )
=—A(Y)
Satz 4.5. Auf einer C*-Hyperfliche in Parameterdarstellung v — xz(u) erfillen die

Tangential-C'-Felder u +— X (u) und das C'-Normalenfeld uw — N(u) die (paramete-
runabhdingige) Ableitungsgleichungen

dyX =Vy X +I11(X,Y)-N (Gaufsche Ableitungsgleichung)
Dy N =— A(Y) (Weingartensche Ableitungsgleichung)

in Richtung des tangentialen Vektorfeldes u — Y (u). Dabei gilt

1. Durch (X,Y) — Vy X = dy X|r wird ein linearer Differentialoperator definiert, der
je zwei tangentialvektorfeldern ein Tangentialvektorfeld zuordnet, genannt kovari-
ante Ableitung von X in Richtung Y. (Man sagt auch, V definiert einen inearen
Zusammenhanyg [linear connection] fir Tangentialvektoren).

2. Durch (X,Y)— II(X,Y) = (dyX,N) = —(X,dyN) = —I(X,dy N) wird ein Feld

symmetrischer Bilinearformen
I, T x T — R, (X,Y) = IL(X,Y) =Y b XY
definiert, genannt 2. Grundform (2. Fundamentalform) der Hyperfliche.
3. DurchY — A(Y) := —dy N wird ein Feld linearer Abbildungen
A, Tyx— T, Y= AY) = Z ¥.Y%x,

definiert, genannt Weingartenendomorphismus (Shape-Operator) der Hyperfli-
che.

u +— z(u) einer Hyperfliche hat man die Basisdarstellungen (X := z,, Y := 2,)

— - "
Votp :=Vy 2, = ng Ty
o

I(zy,x,) =by , Alz,) = Zb“gxﬂ
I

Bemerkung (Interpretation von Yo' os Doos U, ). Beziiglich einer festen Parametrisierung
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4.2 Hyperflichen im euklidischen Raum R": Gaukabbildung, Ableitungsgleichungen

Die Christoffelsymbole " sind also die Zusammenhangskoeffizienten des durch die ko-
varianten Ableitungsgleichungen definierten linearen Zusammenhangs, die symmetrische
Matrix (b,o) ist die Darstellungsmatrix der 2. Form und die (i.a. nicht symmetrische)
Matrix (b)) die Darstellungsmatrix des Weingartenendomorphismus A, jeweils beziiglich
der Basisfelder u — z1(u), ..., z,_1(u). Frither waren noch iibliche Bezeichnung fiir p = 2:

(5 8- 1)

dyX =VyX+I1I(X,Y)-N
dyN = —A(Y)
Grundlegende Eigenschaften von V, 11, A (bzw. v, #,)

g

(1) Die kovariante ABleitung V bzw. ihre Koeffizienten v, * sind innergeometrische
Grofsen

Satz 4.6. Die Christoffelsymbole 1. und 2. Art einer C?- Hyperfiiche lassen dich allein
aus den Komponenten der 1. Grundform bestimmen und zwar gilt

1
Ypvo = 5 (apaua - augpa + aagup)

Y, ua - Zgu pV.%W

Beweis.
OpGvp = 0p (T, To) = (Tupl{To, +) (Tu, Top) = Voop + Voup +
OGpe = ... &=... = Yoop + Yopr—
O = ... &= ... = Yovo + Yvpot+
und aus der Symmetrie folgt die Behauptung O

(2) Die Weingartenmatrizen (0" ) bzgl. verschiedener Parametrisierungen sind &hn-
lich zueinander (als Darstellungsmatrizen des selben ENdomorphismususses A)
(Paramterunabhéngige) Invariantensind also ihre elementarsymmetrischen Funk-
tionen (=Koeffizienten des Charakteristischen Polynoms) insbesondere Spur und
Determinante.

Definition 4.7. Bei einer C? Hyperfliche im R™ heiRt

1
72/;5/) )

1
H = 1Ter:

n m —

die Mittlere Kriimmung und

K :=det A =det(b" ,,)
die Gauf’sche Kriimmung bzw die Gaufs-Kronecker- Kriimmung
Bemerkung. Aus (0*) 5= (¢") - (bys) folgt:

b detby,

k=— =
g detg,,
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4 Lokale Flachentheorie im euklidischen Raum

(3) Fiir tangentiale Vektorflichen X, Y folgt aus (X,Y,=)0

dy [(X,N)] = (dy X, N) + (X, dyN)
— [I(X,Y) — (X, A(Y))
— [I(X,Y) — I(X, A(Y)) = 0

(in Komposition : b, s = 3=, gout" ,)
[(f(z),y)] (x, f(y)) = Selbstadjungierter Endomorphismus, d.h. Reelle Eigenwerte
Der Weingartenhomomorphismus ist selbsadjungiert.

Die Symmetrie von I liefert:

Satz 4.8. Die Weingartenabbildung A, : Tyx — T,x einer C*-Hyperfliche im R™ ist in
jedem Punkt x(u) selbstadjungiert beziiglich des Skalarproduktes I, auf T,x, d.h. es gilt
tiberall

I(X, A(Y)) = [{A(X),Y)
Sie besitzt demnach nur reelle Eigenwerte und eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

Definition. In einem Punkt z(u) einer Hyperfliche im R™ heifsen die (reellen) Eigenwerte

K1(u), ..., Kn_1(u) der Weingartenabbildung A, : T,x — T,z die Hauptkriimmungen,
zugehorige (orthonormierte) Eigenvektoren Yi(u),. .., Y, 1(u) Hauptkriimmungsrich-

tungen (HKR) A(Y,) = k,Y,(0 =1,...,n—1) (Diese Grofen sind offentsichtlich ebenfalls
Invarianten).

Korollar. Es gilt H = ﬁ(/ﬁ + ...+ kn_1) (deswegen Mattlere Krimmung) K = Ky -
Ko+ ... Kp_1. Zur geometrischen Bedeutung der Krimmungsgréfien (siehe Kapitel I1.3)
Vorgriff: Flachen mit H = 0 heiffen Mainimalflichen, mit K = 0 heiffen Torsen.

Oft sind tangentiale Vektorfelder nur liangs einer Flichenkurve ¢ — c¢(t) = z(u(t)) in der
Form t — X (1) = 3 X(t)x,(u(t)) (Bsp. X(t) := ¢(t) = X, u8(t)x,(u(t))) Fiir sie gilt

L =3 (K (u) + X)) = 37 (X# 4 X2,4) ) + (3 bpo X207) - N(u)
:Vdf L II(X,6) N

Definition. Der Tangentialanteil

VX  dX

= = Z (X” + XQWQ“U(U)UU) z,(u)

dt |,

heiflt kovariante Ableitung des tangentialen Vektorfeldes ¢ — X () lings der Flichen-
kruve ¢ — ¢(t) = x(u(t)) (und ist ebenfalls ein innergeometrischer Begriff).

4.3 Zur inneren Geometrie der Flichen im R3

Im folgenden sei p = 2, n = 3; das meiste gilt fiir beliebige p-Flichen. In der euklidischen
Ebene sind wohldefiniert:
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4.3 Zur inneren Geometrie der Flichen im R3

e Die Parallelverschiebung eines Vektors X, lings einer Kurve ¢ — ¢(t). Sie liefert
ein Parallelfeld ¢ — X () mit dX/dt =0, d.h. X = X, = const.

e Gerade Linien, etwa mit der Kennzeichnung d7'/dt = 0. Ubertragung dieser Be-
griffe auf  krumme* Flichen nach dem Prinzip Riickprojektion der i.a. nach aufsen
zeigenden Ableitungsvektoren dX/dt bzw. dT'/dt in die Tangentialebene, d.h. Be-
nutzung der innergeometrischen kovarianten Ableitung VX/dt bzw. VT'/dt. (,Vek-
torfelder sind nur so parallel, bzw. Kurven nur so gerad, wie es die Fliche zuldsst.*)

Geodatische Parallelverschiebung

Definition. Ein tangentiales Vektorfeld ¢ — X(t) = Y X9(t)x,(u(t)) ldngs einer Fli-
chenkurve ¢ — c(t) = z(u(t)) heikt geoditisch parallel, wenn gilt

VX dX .
— = —| =0,also X'+ X%} (u)u? =0 (n=12) (4.1)
dt dt |, ¢

(d.h. der innergeoemtrisch nur sichtbare Anteil von dX/dt verschwindet.)
Es ist (4.1) ein lineares DGL-System 1. Ordnung fiir die Komponentenfunktionen ¢ —
XH(t) (n=1,2), das unter den Anfangsbedingungen X*(t,) = X} (1 = 1,2) eindeutig
I6sbar ist und iiberall definiert ist lings der Kurve.
Bemerkung. Ein Tangentialvektor X, auf einer C2-Fliche lisst sich lings jeder C'-
Fldachenkurve eindeutig geodétisch parallelverschieben. Bei Parallelverschiebung bleiben
metrische Grofen erhalten.

Satz 4.9. Sind t — X(t) = X X2(t)z,(u(t)), Y(t) = XY (), (u(t)) geoditisch parallele
C-Vektorfelder lings derselben Kurve t — c(t) = x(u(t)), so ist lings der Kurve

)
t = Ly (X(t) Zggg t))Xe(t)Y°(t) = const

d.h. Lingen, Winkel und Flicheninhalte blezben erhalten.

Beweis. |aufkergeoemtrisch]|

L (X0, Y(2) = (XY 0) = (0.7 0+ (x0.F-0)

_ <Vdf(t),y(t)> + <X(t), de/(t)

~_—
I
(a)

Bemerkung. 1. In der Ebene ist geoditisch parallel das gleiche wie (normal) parallel
(da TX = dX)
dt dt /)

2. Beriihren sich zwei Flichen lings einer C'-Flichenkurve, so ist der geodétische
Parallelismus fiir beide Flichen derselbe: Es wird in die gleiche Tangentialebene
projiziert.

Beispiel (fiir geodétische Parallelfelder). Kreiszylinder
Kreiskegel

Kugel
Vorsicht! Geodétische Parallelverschiebung ist i.a. nicht wegunabhéngig.
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4 Lokale Flachentheorie im euklidischen Raum

4.4 Geodatische Linien

Definition. Eine Geoditische (oder Autoparallele) auf einer C?-Fliche ist eine C?-

Flachenkurve t — ¢(t) mit geoddtisch parallelem Tangenteneinheitsvektorfeld 7', d.h. mit
VT _

prm O.
dt

Beispiel. 1. Schraubenlinien auf Kreiszylindern (Geraden in der Abwickelebene).
2. Grofkreise auf Kugeln (aber nicht die anderen Kreise).

Aus ¢ =w - T (mit w = |¢]) folgt

und wegen I(T, %)0 <T, %> = <T, T> = 0 folgt

Ve vT

— =0 — =0 Aw=0&

dt dt v
c ist Geodétische, proportional zur Bogenlédnge parametrisiert (d.h. mit w = |¢| = const).
Insbesondere gilt fiir Glichenkruven in BLP

v

=0
dt

s — c(s) ist Geoditische <=

i !

Korollar. Geoditische in V2-BLP s — ¢(s) = z(u(s)), d.h. mit |¢|” = ¥ gpo(u)u'u” = 1
sind (in der Parameterebene) durch

u't nyg“g(u)ulgu/” 0 (up=1,2) (4.2)

gekennzeichnet.

Bewess.

5 ()~ (st )

"

= u'tr,(u) Fu® Very(u) u
~———

:Z ’Ygud (u)x/” (’LL)

Zur Existenz von Geodéatischen:

Satz 4.10. Auf einer C3-Fliche verliuft durch jeden Flichenpunkt in jede Tangential-
richtung genau eine geoddtische.
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4.4 Geodatische Linien

Beweis. (4.2) bilde ein i.a. nichtlineares DGL-System zweiter Ordnung fiir die Funktionen
s+ (u'(s),u*(s)). Es besitzt etwa bei C3-Flichen (mit C'-Christoffelsymbolen) zu vorge-
gebenen Anfangswerten u#(0) = uf, u*(0) =5, (1 = 1,2) genau eine auf einem maximalen
Intervall I von s = 0 definierte Losung s € I — (1(s),i(s)) € G C R% Also existiert
genau eine Geoditische s € T +— c(s) = z(u'(s),u?*(s)) € M C R® mit ¢(0) = x(ug) = o,
d(0) =Y X§x,(ug) = Xo (wenn |zo| = 1). O

Bemerkung. Die maximal fortgesetzte Losung s € I — u(s) € G C R? verlduft in
dem Gebiet R x G ,yon Rand uz Rand“. Sie braucht nur auf einem endlichen Teilintervall
I =]s s + [C R definiert zu sein, und die zugehorige Geodétische besitzt dann nur endli-
che Linge. Flachen, bei denen alle Geodétischen unendlich lang sind heifen geodétisch
vollstandig.

Satz 4.11. Auf einer C?-Fliche ist eine kiirzeste C2- Verbindungskurve zwischen zwei fes-
ten Flachenpunkten notwendig eine Geoddtische (,moglichst kurz“ = ,mdglichst gerade®).

Bemerkung. 1. Die Bedingung ist nicht hinreichend (siehe Grofkreise auf der Kugel).
Aber: Jeder Flachenpunkt besitzt eine Umgebung, in der auch die Umkehrung gilt
(siehe Differentialtopologie).

2. Geoditische sind auch Kurven minimaler Frenet-Kriimmung r (siehe spéter).
Zur praktischen Bestimmung von Geodétischen:

Experimentelle Bestimmung Aufwickeln eines Papierstreifens auf die Fliche (Beriih-
rung). Dann ist die Mittellinie (Geodétische auf dem Streifen) auch Geodétische
auf der Fliche (beriihrender Zylinder).

Rotationsflichen Auf Rotationsflichen lisst sich das DGL-System fiir Geodétische ele-
mentar 16sen (Gleichungen von Clairaut).
vT dr

Numerische Bestimmung Mit Hilfe der Definition - = % = 0, dem Startpunkt

xo = x(up) und der Startrichtung To = Y. ryx,(ug) € Ty erreicht man den néchsten
Punkt durch z; = x(uy) = x(ug + hro). Als nichste Richtung wihlt man

To|pcu
T, = (|)|T<|1) =Y riz,(wm) € T,

Dann ist (T} — Tp) 7wy = 0, also VI AT

E‘T(“l) -
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5 Krummungstheorie der Flachen im
RS

(Vieles ist problemlos auf Hyperlfiachen im R" verallgemeinerbar)

5.1 Erste geometrische Bedeutungen der
Kriimmungsgrolen

Zusammenstellung:

Hauptkriimmungen &k, xo: Eigenwerte des (selbstadjungierten) Weingartnendomorphis-
mus A.

Hauptkriimmungsrichtungen Y3, Y5: zugehorige Eigenvektoren (A(Y,) = k,Y,, 0 = 1,2)
(mit 0.E. |Vi| = |Y2| =1)

Bemerkung. 1. k1 # ke = Y] L Y, (man kann o.E. wihlen: k1 < ko, det(Y7, Yy, N) =
+1)

2. K1 = ko = A = Jede Tangentialrichtung ist HKR (der Eigenraum zu \(u) ist ganz
Tux) = Yy A(Y) =AY = (b*) , = A(6*,). Eine ONB kann willkiirlich gew&hlt
werden.

Mittlere Kriimmung:

Gauksche Kriimmung;:

b
K =det A=det(0)) = — = k1 - K2
g

Bemerkung. Fiir das charakteristische Polynom von A gilt
xa(t) =t —2Ht + K = (t — k1) (t — k)

also

Iil,RQZH:F\/HQ—KE]R

insbesondere H? > K.
Definition. Auf einer C?-Fliche heifen Flichenpunkte z(u) fiir

1. K1(u) = Ko(u) = M(u) € R Nabelpunkte mit der Kennzeichnung A, = A, - I, bzw.
I1, = Mu) - I, (,symmetrisches Kriimmungsverhalten®).
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5.1 Erste geometrische Bedeutungen der Kriimmungsgroken

2. k1(u) = Ka(u) = 0 Flachpunkte mit der Kennzeichnung A, = 0, bzw. II, = 0
(,keine Kriimmung").

Test fiir die Interpretationen:

Satz 5.1. Fine C3-Fliche, die nur Nabelpunkte enthdlt, ist entweder Stick einer Kugel,
oder einer Ebene. Im zweiten Fall enthadlt sie nur Flachpunkte.

Bewess.

VoA, = AMu) - Id = V,0,N(u) = —A(u)z,(u) (0=1,2)

also
Ny =—-Az, (¢0=12) (5.1)

Daraus folgt:
Noo = = (Ao + Ap2s)

Insbesondere
Nig — Noy = —()\2$1 - )\1952) : (—)\) (712 — 96’21) =0
=0, =0 (p=1,2), also )\:c;ilst
Fallunterscheidung

1. Fall: X # 0, wir betrachten also nur echte Nabelpunkte. Dann liefert 5.1:

N = —\x — xo)
also
|z — x0| = ! = const
x| = — =
Ry

1

Die Fliche liegt auf einer Kugel mit Radius R = N =

\/%bZW.K:%:const>0
2. Fall A = 0, wir betrachten nun also nur die Flachpunkte. Dann liefert 5.1
N,=0 also N = const
Die Flédche ist ein Ebenenstiick (mit K = 0)
0, (x(u) — x9, N) = (x(u) — xo, N) = const [HNF]
O

Definition 5.2. Die 3. Grundform (3. Fundamentalform) einer C? Fliche sei das
Feld u — I11, der (symmetrischen positiv semidefinieten) Bilinearform

I, : Tye xTye — R, (X,)Y)— 1IT1,(X,Y) = L,(A,(X), A, (Y))
mit den Darstellungsmatrizen

s (e () = TTL(Xo(0), 20(w) = (X g b ,) (5.2)
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5 Kriimmungstheorie der Flichen im R3

Geometrische Bedeuting von Il
ITI(X,Y) = (#Zdx N, #dy N) = ¢, = (N,, Ny)

(vrgl. 9,0 = (z,,x,)) Die 3. Grundform einer Fliche ist also die 1. Grundform des (ge-
mischten) Normalenbildes u +— o + N(u)

Satz 5.3. Zwischen den Grundformen I,11,111 einer C?-Fliche im R? besteht die Iden-
titdt
IIT—2H-I1+ K -1

bzw.
Coo — 2Hbpo + K gpo

Beweis. Der Endomorphismus A annulliert nach dem Satz von Caley Hamiliton sein
eigenes char. Polynom

M(A)=A2—2HA+ K -1d=0
Daraus folgt:
ITI(X,Y) = I(A(X), A(y)) " P (X A%(y))
= I(X,2HA(Y) = KY)=2HI(X,A(Y)) -KI(X,Y)
~—_————

I1(X,Y)
O
Bedeutung der Kriimmung K nach GauB}
(1)
N1 X Ny = (=" jz,) X (=b" yx,) =det(V” )21 X 29

sphér. Normalenvektor
(2)
det I17 %2 det I - (det A)? = K2 det [

bzw.:

Ve=IK| g (5.3)

Interpretationen

(1) Aus dem Normalenvektor des Normalenbildes

_N1XN2
B

folgt: Das Vorzeichen von K bestimmt, ob die u — o 4+ N(u) gleich orientiert sind
oder nicht. (Bei K = 0 ist ds Normalenbild nicht regulér)

1 X Ty

NV = sign K =signK - N

|ZL’1 X IQ’
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5.2 Approximativer Fliachenverlauf, Klassifikation der Flichenpunkte

(2) Fiir einen kompakten Bereich B in der Parameterebene gilt:

A(z[B)) = L Vq(u)du > 0, da y/q(u) >0
A(N[B)) = [ Ve(wdu® [ |K(u)]/a(u)du

(Oberflachenintegral)
Es folgt:

A(N[B])
Iq?eaé{‘K(u” = A(z[B)) = IzILleaéqK(u)’

Der Grenziibergang B — {u} liefert:

_ o AWVBY
K (o)l = i 1B

Der Betrag von K bestimmt das Verhéltnis entsprechender Flicheninhalte im Grenz-

fall

5.2 Approximativer Flachenverlauf, Klassifikation der
Flachenpunkte

Gegeben:
C? Flichen in Paramterdarstellung u — x(u), & = z(4) fester Flichenpunkt
Gesucht:

Eulersche Parametrisierung
U x(u) = T+ u'e; + u’ey + F(u', u?)es

o[z = [z, )

In der Umgebung von 2 mit speziellen Eigenschaften.

Konstruktion Wihle eine ONB (ey, €2) in Tz, sodass mit
€3 = N = N(u)(Z,er,e2,€3)

ein kartesisches Koordinatensystem bildet.
Darstellung der Fliche in diesem Koordinatensystem

u () =2+ ot (w)e; + 2% (u)ey + 2% (u)es

mit
(W) =0 (i=1,2,3) (5.4)

B)  (e=12), (5.5)
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5 Kriimmungstheorie der Flichen im R3

denn

Mit 5.5 folgt weiter:

1) =0 0 T NG
xy X xo(u) =0-e; + '€2+I% :C%'eg— (1)
>0
i b\ . .
also det (x% x§> () > 0 (und ist damit auch > 0 in einer Umgebung von )
1 %

Durch u +— ®(u) := (x'(u), 2%(u)) = (@' (u),u*(u)) wird also eine, in der Umgebung von
u zuldssige, Parametertransformation definiert (mit ®(u) = 0 nach 5.4)
[Lokaler Umkehrsatz]

Neue Darstellung der Fliche in einer Umgebung von (a', ©?) = (0,0):

i T(u) = xo® 1 (a) = &+ u'e; + uley + F(u',u?)es

mit
[ F(a) =230 (), also F(0) =0
{&,F(O) Y 9y’ (i) 27 =0
N———
t =0 nach 5.5

Lemma. Jede C? Fliche im R® besitzt lokal um jeden Punkt @ eine Eulersche Para-
metrisierung
u— z(u) = du'ey +ules + Flug, uz)es

beziiglich eines geeigneten Koordinatensystems (T, ey, e, e3) mit

F(0) = 8,F(0) = . F(0) = 0

FEigenschaften:
z(0) = T 1

_ e — i (gga(o)) = (5970'7 ")/g MU(())) =0
e S I Ty < 6, 50) = (Ra)
Tor(0) = Fpr(0) - e5 j  [Hessematriz der  Héhenfuntion F)

Ergebnis: z(u',u?) = Z + u'e; + u?ey + F(u',u?) - e3. Die Taylorentwicklung dieser Para-
metrisierung um u = 0:

z(u) = z(0) + Y 2,(0)a? + ; > 200 (0) - ul - u” + R(u',u?)

wobei R(u)/ |u|” “=%0. Einsetzen der obigen Eigenschaften liefert:

Satz 5.4. Eine C*-Fliche im R? in der Eulerschen Parametrisierung des Hilfssatzes
besitzt um u = 0 die Taylorentwicklung

1
u— z(u) =+ Y ule, + 3 > by (0) - utu’es + O(Jul®)
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5.2 Approximativer Fliachenverlauf, Klassifikation der Flichenpunkte

genannt lokale kanonische Form in der Umgebung von v = 0. Die in 2. Ordnung
approzimierte Fldiche

1
u— T(u) =T + Y ule, + 3 > By (0) - ufu’ - eg
ist eine (moglicherweise entartete) parabolische Quadrik genannt Schmiegparaboloid
(oskulierendes Paraboloid) der Fliche in = x(0).

Aus
T(u'u?) =2+ ulr,(0) —l-; > ] (2,(0), z5(0))au” - N

%,—/
YeTox

folgt die sogar parameterunabhéingige Darstellung
14 o
z(Y) ::%+Y+§H(Y,Y) N

(Parameterebnee = Tangentialebene in ) Die Zerlegung Y = s - Yi+t-Yy beziiglich den
Hauptkriimmungsrichtungen in z liefert wegen

A(Y)=s i Vi 1 i Vs
also

TI(Y,Y) =1(Y,A(Y)) = ity - §° + fen - £

Wahlt man also in der Tangentialebene Tyz die Hauptkriimmungsvektoren }0/1, YZ als (or-
thonormierte) Basisvektoren, so ldsst sich das Schmiegparaboloid in der Form

o o 1 o
(5,8) = T(s,t) =@ + sY] + 1Yo + §(%152 + fegt?) - N

darstellen mit den Hauptkrimmungen <1, Ko in . Man spricht auch von der ,Hauptach-
sentransformation des Schmiegparaboloids®:

1. .
7 = §(m1x2 + ling)
Daraus ist abzulesen:

Satz 5.5 (Klassifikation der Flichenpunkte im R?). Fine C?-Fliche im R3 verhilt sich
in 2. Niherung in der Umgebung eines Punktes mait

1. K = Ky - Ky > 0 (elliptischer Punkt) wie ein elliptischer Paraboloid.

2. K = Ky - k3 = 0 (parabolischer Punkt) aber nicht k1 = ko = 0 wie ein parabolischer
Zylinder.

3. K = k1 = kg =0 (Flachpunkt) wie eine Ebene.

4. K =K1Ky <0 (hyperbolischer Punkt) wie ein hyperbolischer Paraboloid (Sattelfld-
che).
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5 Kriimmungstheorie der Flichen im R3

Bemerkung. Echte Nabelpunkte (k1 = k2 # 0) sind stets elliptisch mit rotationssym-
mertischem Schmiegeparaboloid.

Parallelschnitte des Schmiegparaboloids im Abstand +e (¢ > 0), genauer die Mengen
J. ={Y € Tyz|311(Y,Y) = *e} sind dhnlich zur Menge

Je
V2e

genannt Dupinsche Indikatrix der Fliche in & (denn YV € J. & II(Y,Y) = +2¢ &
Y/+/2¢ € J). Fiir Parallelschnitte der Fliche selbst, also fiir

J =" ={Y € Tyz|[I(Y,Y) = +1}

1
Je = {Y € Toal JII(Y,Y) + R(Y) = e}

gilt zumindest lim._q.J./v/2e = J, d.h. sie konvergieren gegen die Dupinsche Indikatrix
fiir e — 0.

Beweis. SeiY € JE/\/%. Dann ist

;ff(\/%, V2eY) + R(V2eY) =+ ¢
s I1(Y,Y)+ QRW;_;Y) =+1 (}F(;ﬁ) 0)

Wegen Y = sY; +tY, € J & kis% + kot? = £1 erhilt man
Satz 5.6. Die Dupinsche Indikatriz in einem Fldachenpunkt ist

1. in einem elliptischen Punkt (k > 0) eine Ellipse mit den Hauptachsenrichtungen

Y1,Ys und den Halbachsen 1/.\/|k1|, 1/+/|ka].

2. in einem parabolischen Punkt (etwa k1 = 0, Ky # 0) ein Paar paralleler Geraden
(etwa parallel zur Yi-Achse der Asymptotenrichtung).

3. in ewmem Flachpunkt leer.

4. in einem hyperbolischen Punkt (K < 0) ein Hyperbelpaar mit gleichen Asymptoten,
den HAR Y1,Y, und den Halbachsen 1/4/|k1|, 1//|kz|.

Die Asymptotenrichtung Z (in den Fillen (b) und (c)) sind durch I1(Z,Z) = 0 gekenn-
zeichnet.

Bemerkung. Bei Minimalflichen (H = 0,k = —k;) erhilt man stets symmetrische
Hyperbeln (falls k; # 0) Alternative: Flachpunkte

In der urspriinglichen Eulerschen Parametrisierung z = F'(z, y) des Hilfssatzes war grad F'(0,0) =

0 und by (0,0) = V" ((0,0) = (F,x(0,0)) die Hessematrix in z(0,0)
Satze der Analysis iiber die lokalen Extrema liefern die
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5.2 Approximativer Fliachenverlauf, Klassifikation der Flichenpunkte

Korollar. 1. in einem elliptischen Punkt (11 definit) liegt eine hinreichend kleine
Flichenumgebung ganz auf einer Seite der Tangentialebene (lokale Extrema)

2. in einem Parabelpunkt oder Flichepunkt (11 echt semidefinit) wird das Flichen-
verhalten in der Umgebung durch das Restglied maitbestimmt

3. in einem hyperbolsichen Punkt (11 indefinit) gibt es in jeder Umgebung Punkte,
die auf verschiedenen Seiten der Tangentialebene liegen

Beispiel 5.7. zu (b) in Eulerscher Normalform
L F(z,y) =2°+y* =y’ + R(z,y)
0 0

= by (0,0) = Fypp(0,0) = <0 2)

= (0,0) ist parabolischer Punkt
2. F(I,y) = ‘r(‘rz - y2) = R(J),y)

0 0
= (b(0.0) = (3 o)

= (0,0) ist ein Flachpunkt (Affensattel)
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6 Kurven und spezielle Parameter
auf einer Fliche im R’

6.1 Theorie der Flachenkurve

Bei Flachenkurven betrachten wir eine an die Flache angepasste Begleitbasis und deren
Abbildungsgleichung

Satz 6.1. Auf einer C? Fliche sei eine Kurve in BLP s +— c(s) = x(u(s)) gegeben, dann
bilden die Vektorfelder

s T(s)=d(s) [ Tangentenvektor|
s— S(s) =T*(s) = N(s) x T(s) [Seitenvektor]
s — N(s) := N(u(s)) [Nomalenvektor]

eine orthonormierte, positiv orientierte Begleitbasis (T(s), S(s), N(s)) genannt Streifen
oder Darboz-Begeleitbasis

/

T 0 Ky Kn T
S)=|—-k, 0 175]-|S
N —Kp, Tn O N

mit den Koeffizienten (,Streifen invariant)

e geoddtsiche Kriimmung K,
T T
Ky = (T', ) = <V,s> .y (V,S>

e Normalkrimmung k.,
tin = (T',N) = —(N',T)
= — (dr, M) = (A(T),T) (6.1)
=I(A(T),T)=11(T,T)

e geoddtische Torsion

. (6.2)

Bewess. klar O
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6.1 Theorie der Flachenkurve

Korollar. 1. im Unterschied zur geoddtischen Krimmung kg = I (%, S) hdingen die
Normalkrimmungen k, = I1(T,T) und dir geoditische Torsion 7, = I11(T,S) einer
Fliachenkurvenur von thren Richtung T ab.

ALLE FLACHENKURVEN DURCH EINEN PUNKT MIT GLEICHEN TANGENTIALRICH-
TUNG HABEN DORT GLEICHES K, UND T,
Ky und T, beschreiben also mehr das Krimmungsverhalten der Fliche selbst (in

Richtung T')

2. TN = k,S + kn N = % = k¢S st der Innergeometrische Anteil der Ableitungsglei-

chung ist
VY _ (0 & (T
ds \S/) —Ryg 0 S

und der verallg. diue Frenet-Formel fir ebene Kurven.
IM UNTERSCHIED ZU k,, UND Tg IST Ky EINE INNERGEOMETRISCHE GROSSE

Wir bestimmen die Fldchenkurven, bei denen eine ihrer invarianten verscwindet.
Definition 6.2. Eine Fliachenkurve, deren Tangentenrichtung in jedem Punkt
e cine Hauptkriimmungsrichtung ist, heift Kriimmungslinie
e cine Asymptotenrichtung ist, heilst Asymptotenlinie
(Letzere existieren nicht durch Elliptischen Punkt)
Satz 6.3. Fir C? Flichenkurven auf C? Flichen gilt
(a) k, =0 (e YL =0) kennzeichnet Geodétische
(b) Kk, =0(< 1I(T,T) =0) kennzeichnet Asymptotenlinie
(c) 7, =0(< 1I(T,S) =) kennzeichnet Krimmungsline
Beweis. (@) klar nach obiger Folgerung, Teil (b)

(b) Die Dupinscher Indikatormatrix ist durch /71(Y,Y) = £1 definiert. Genau fiir
Tangentenvektor 7" mit (7,7) = 0 hat man keinen Schnittpunkt wodurch Asymto-
tenrichtungen definiert sind.

(c¢) 7y = 1I(T,S) = I(A(T),S) = 0 = A(T)||T < T ist Eigenvektor von A < T ist
Hauptrkiimmungsrichtnug (HKR)

Wir untersuchen den zusammenhangzwischen Darboux-Begleitbasis und Frenet-Begleitbasis,

bzw. der zugehdrigen Invariante (kg, £y, 7,), (K, T) O

Satz 6.4. Ist der Winkel 0 zwische Schmiegebene einer Wendepunktfreien Flichenkurve
und der Tangentialebene der Fliche tberall so orientiert, sodafs gilt:

A

H = cosf-S +sinN o S =cosf-H —sinf-B
B =sinf-S+cosON "N =sinf-H +cosf-B

so gilt fir die Streifen invarianten bzw. Kk, T

kg = Kcos 0 (6.3)
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6 Kurven und spezielle Parameter auf einer Fliche im R3

Kp = Ksind (6.4)
aus 6.3 und 6.4 folgt: k = \/m

T, =71—0 (6.5)
Eine weitere Interpretation von &, und 7, liefert:
Satz 6.5. Fiir C?-Flichenkurven gilt:

1. In einem Kurvenpunkt c(s) ist |k, (s)| die Krimmung und 7,(s) die Torsion derje-
nigen Geoddtischen, die dort die Kurve beriihrt.

2. In einem Kurvenpunkt c(s) ist |kn(s)| die Krimmung des ebenen Normalschnittes
der Fliche, der dort die Kurve berihrt (Satz von MEUSNIER ).

Beweis. 1. Fiir Kurve ¢ und Geodétische ¢ gilt wegen T = T ky = Fn, Tg = T4. Wegen
Rg =0 (= K = |ky| = |kn|, ¥ = const) erhélt man |k,| = |k,| =R, 7, =7, = 7.

2. Fiir den ebenen Normalschnitt ¢ gilt B 1L N, also cost = <§, N> = 0. Also ist
wieder |&,| = & (wegen sind = 1), also auch |k,| = |%,| = &.
O

Korollar. Geoddtische auf einer Fliche besitzen in jedem Kurvenpunkt minimale Kriim-
mung Kk im Vergleich zu allen anderen Flachenkurven mit gleicher Tangentialrichtung.

Beweis. Fiir Geodétische ¢ und Vergleichskurven ¢ gilt x = |k,| = [F,| < (/R2 +FR2 =
K. [

Wir untersuchen x,, und 7, in Abhéngigkeit von der Tangentenrichtung 7". Als Referenz-
system wihlen wir die Hauptkriimmungsrichtungen.

Satz 6.6. In einem festen Flichenpunkt sei die Tangentialrichtung T = cos Y] +sin @Y,
(mit HKT Y1, Ys) gegeben. Dann gilt

K () =F1 cos” @ + Ko sin® ¢ = H — VH? — rcos 2¢ (Eulersche Formel)
74(¢) =(ke — K1) sinpcosp = +V H? — Kksin 2¢p

Beweis. Wegen S = —sin oY) + cos pYs, A(T) = k1 cos pY] + Ko sin pYs gilt

Hn(go) = <A<T)7 T> =R COS2 @Y+ Ko Sil’l2 ©
7, =(A(T),S) = (ke — K1) sinp cos ¢

Aus H = (k1 + ko) /2 folgt VH? — k = (kg — k1)/2 (falls k1 < Ky) und cos 2p = cos® p —
sin? ¢, sin 2¢ = 2sin ¢ cos ¢ folgt die zweite Darstellung. 0
Korollar. 1. In einem Flichenpunkt sind die Hauptkrimmungen die FExtremalwerte

der Normalkrimmung bzgl. aller Tangentialrichtungen und werden in Richtung der
Hauptkrimmungsrichtungen angenommen.

2. Tragt man in einem Flachenpunkt in jede Tangentialrichtung T' = cos Y] + sin Y5
die Grifie 1/+/|kn(@)| ab, erhdlt man die Dupinsche Indikatriz.
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6.2 Spezielle Parameter

Bewess. 1.

d
d—/in(c,o) = (ke — K1)2singpcosp =0 < sinp = 0 oder cosp =0
¥

2. Fir X :=T/y/|rn(p)| gilt

11(X, X) :’KJQOHH(T, T) = ‘:Zgg‘ = sign #, () = %1

]

Auf einer Kugel (mit Radius r) ist jede Richtung Hauptkriimmungsrichtung, also jede
Kurve eine Kriimmungslinie mit 7, = 0. Weiter ist s, = k1 = ko = 1/r. Also gilt fiir alle
sphérischen Kurven:

. 1 .
Kkn = Ksind = — & p=rsind < p=rcos\
r
sowie 7 =t & 7= -\

wenn A = /2 — 1.

6.2 Spezielle Parameter

Auf einer Fliche gibt es twar keine Bogenlingen-Parameter, aber doch einige niitzliche
spezielle Parameter, z.B.

KL-Parameter: Alle Parameterlinien sind Kriimmungslinen (z,||Y,, (0 = 1,2))
AL-Parameter: Alle Parameterlinien sind Asymptotenlinien (z,[|Z, (0 = 1,2))

(spater werden wir auch Geoditische Parallel- und Polarkoordianten betrachten). Wie
erkennt man solche Parameter?

Satz 6.7. 1. Auf einer nabelpunktfreien C*-Fliche in der Darstellung u — x(u) sind
die Parameterlinien genau dann Krimmungslinien, wenn g15 = bio = 0. In diesem
Fall sind die Hauptkrimmungen k1 = bi1/g11, kK2 = baz/gae und die Weingartenschen
Ableitungsgleichungen lauten

O,N = —k,x, (0=1,2) (Formeln von RODRIGUEZ)

2. Auf einer hyperbolischen C*-Fliche in der Darstellung u — x(u) sind die Parame-
terlinien genau dann Asymptotenlinien, wenn gilt a1, = byy = 0.
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7 Vertauschbarkeitsrelationen

Die Koeffizienten der Ableitungsgleichung einer C® Hyperfliche im R"
Do =Y ) uboo N
Oy N = — Z b x,

lassen sich alle ausdriicken durch die Matrizen der 1. und 2. Grundform.

(9oo) —  (7/%)
N\
boo  — (V)

Aber diese sind nicht unabhingig voneinander. Die Vertauschbarkeitsrelation
0;0,10 = 0,0;
0;0,N = 0cOTN

liefern komplizierte diferentielle Relationen zwischen ihnen.
Zunichst: Hilfsmittel zu ihrer (moglichst invarianten) Beschreibung:

7.1 Der Riemann’'sche Kriimmungstensor

Bei einer C® Hyperfliche in R" sind die 2. gewdhnlichen partiellen Ableitungen miteinan-

der vertauschbar.
0:0,2, = 0,0;7, =0

Dies gilt nicht fiir die kovarianten Ableitungen, wenn die Fliche Krumm ist (d.h., wenn
V # d) man erhélt
V. Vex,—=V,V,x, = Z RQ‘LLUTJZ'“

mit Koeffizientenfunktion v — R/ _(u).

Wegen °
Vo (Vory) = Ve (3 7,5,)
- Z (3779“0) Ty + Z 79%; vTx%”‘
=2 [0 + 205
gilt:

Rguch = (aT’yQua + Z ’ygao') - [aUFYgHT + Z Wgaffyalua]
Die Koeffizienten sind innergeometrische Grofien (direkt aus der Definition ersichtlich).
Durch lineare Fortsetzung auf beliebige tangentiale Vektorfelder

X :ZX%Q , Y = ZY"xU , 4= ZZTZT mittels
R(Y,Z)X ::ZRQ“JTXQY"ZTxM
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7.2 Weitere kovariante Ableitungen

wird in jeden Flichenpunkt x(u) eine 3-fachlineare Abbildung
R, = (Tyz)* — T,z

definiert. Das Feld u — Ru dieser trilinearen Abbildung heiftt Riemannsches Kriim-
mungstensorfeld. R ist unabhingig von der Ausgangsparametrisierung, denn fiir beli-
eibge tangentiale Vektorfelder X, Y, Z gilt

R(Y,Z)X =V2z(VyX) = Vy(VzX) = VX

mit der durch [Y, Z] := dzY — dy Z definierten LIE-Klammer (Kommutator von Y, Z),
die je zwei tangentialen Vektorfeldern wieder ein tangentiales Vektorfeld zuordnet. (Be-
weis: Langweilige Rechnung) Speziell fiir natiirliche Basisfewlder X = z,, Y = z,, Z =z,
gilt [z,,z,] = 0rxy — Oyz, = 0, d.h. sie kommutieren, und es folgt

Rz, 2. )1, =V, Vox, —V,V,z,—0= Z R} x,

0o oOT

Bemerkung. Oft ist eine andere Definition iiblic, etwa [Y, Z] = dy Z—dzY und R(Y, Z) X
VyVzX —VzVy X ---. Dies andert nur das Vorzeichen.

Zur Bezeichnung ,Kriimmungstensor: Eine Richtungsableitung kann als infinitesimale
Parallelverschiebung gedeutet werden. Auf ,flachen” Fldchen mit V = d gilt R = 0. Infi-
nitesimale, durch gewohnliche Parallelveschiebung entstandene Parallelogramme ,schlie-
fsen sich“. Dies gilt nicht auf ,gekriimmten” Flichen bei Verwendung der geoditischen
Parallelverschiebung.

7.2 Weitere kovariante Ableitungen

Ziel dieses Abschnitts ist es, die kovariante Ableitung VX fiir Vektorfelder X auf Fel-
der von Bilinearformen und lineare Abbildungen (u. a. Tensorfelder) fortzusetzen. Dazu
fordern wir die Giiltigkeit der Produktregel.

Wir definieren V11 (wieder Bilinearform) durch

(VI (2, x5) =0 [I1(xy,25)] — II(V,2p,2,) — [1(24, Vs, ,)
:aTbQU - Z bOéU,ygTT - Z bQOé’yUOéT

Fiir die lineare Fortsetzung (VzII)(X,Y) := Y3 (V;beo) XY 7 Z™ auf beliebige tangentiale
Vektorfelder X,Y, Z zeigt man leicht

(VZI)(X,)Y) =dz[I1(X,Y)] = I1(VzX,Y)—I1I(X,VzY)
d.h. sie ist unabhingig von der Ausgangsparametrisierung.
Bemerkung. Das gleiche ist auch fiir die 1. Grundform I mdéglich. Man erhalt
(VD) (24, 25) =0rGos — Yoor — Yoor =0

Die Aussage VI = 0 wird auch als Ricci-Lemma bezeichnet.
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7 Vertauschbarkeitsrelationen

Analog definieren wir
(V2 A) (o) :=A(xs) — A(V-20)
=V [D_V%ra] = A3 7,"a)
= (06 ) g + 3V Vraa — D 7% Ala)
= o, + b, = v | o
=Y (V0" Dz,

Fiir die lineare Fortsetzung

(VZA)Y) = S (V)Y 2,

auf beliebige tangentiale Vektorfelder Y, Z kann man dann zeigen, dass

(VZzA)(Y) = Vz[A(Y)] — A(VzY)

7.3 Gaul}- und Codazzi-Gleichungen

Das Ziel in diesem Abschnitt ist es, eine Beschreibung der Vertauschbarkeitsrelationen
0,052, =0,0;7, 0.0,N =0,0.N

durch die linearen Operatoren R, VII und VA zu finden.

1. Die Gaufsschen Ableitungsgleichungen

Opy =Vox,+ 11(z,,2,) - N
= 0,050, =V, Vo +11(V,x,,2,) - N+ 0;[I1(xy,2,)| - N —I1(xp,2,) - Alx;)
0 =0,0,, — 0,02,

=V.V,r, - V,V, x,— ([1(z0,x0)A(x,) — I1(x,,2;)A(z,))
+ [[I(Voxp, ) — 1I(V,x,,25) + (VI (2, 25) — (Voll)(2p, xr)
+1I(V, xyx,) — I1(Voxy,x:) + 11(2,,Vix,) — (2, Vox,)]

=R(zo,x )1, — ({1(xy, x5)Alz,) — [ (2,,2,)A(2,))
(VeI 20) — (Vo D)z, 2,)] N

- { R(ze,x)x, =11 (xy, x5)Alx,) — I1(2p, x,)A(2,)

(Vo II) (g, 5) =(VoII)(2y, 27)

2. Die Weingartenschen Ableitungsgleichungen

Oy N =A(z,)
— [V:[A(zo)] + I1(A(z,), 27) - N]
—i—A(V zo)+ I(A(z,), A(z,)) - N]
)
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7.3 Gauf- und Codazzi-Gleichungen

Lineare Fortsetzung auf beliebige tangentiale Vektoren liefert

Satz 7.1. Die Vertauschbarkeitsrelationen der Gaufschen Ableitungsgleichungen einer
C3-Hyperfliche im R™ lauten parameterunabhingig

RY,2)X =11(X,Y)A(Z) - 11(X,Z2)A(Y) (Gaupgleichung) (7.1)
(VZID)(X,Y)=(VyII)(X,Z)0 (Codazzigleichung fir 11) (7.2)

Die Vertauschbarkeitsrelationen der Weingartenschen Abbildungsgleichungen lauten para-
meterunabhdngig

(VZzA)(Y) =(VyA)(2) (Codazzigleichung fir A) (7.3)
und sind dquivalent zu den Codazzigleichungen fir I1.
Beweis. |der Aquivalenz (2)<>(3)] Fiir alle X,Y gilt

[I(X,Y) =I(X, A(Y))
= VII(X,Y) =dZ[I(X, A(Y))] — I(V2X, A(Y)) — I(X, A(VY)) + (—I(X, VA [AY)]) + I(X, V5
(VD) (X, A(Y)) + I(X, V1 (A(Y)) = A(V5Y))
_I(X, (V2 A)(Y))
]

Korollar 7.2. Beziiglich einer Parametrisierung u — x(u) einer C3-Hyperfliche im R"
lauten die Vertauschbarkeitsrelationen

R}, =o', — by b, (Gaupgleichungen)
V:boo =Viebyr (Codazzigleichungen fiir (b,y)) )
Vb =V, 0 (Codazzigleichungen fiir (b"))) (7.6)

Speziell fiir 2-Flichen im R? ist noch eine Vereinfachung moglich. Mit

RQVO’T = Z guuRZ oT

ist die erste Gleichung dquivalent zu
RQVO‘T :bgobzzr - bgfbuo

wobel R, in den Indexpaaren (o, 7) und (g, v) schiefsymmetrisch sind (auch richtig im
R™). Also sind bei p = n — 1 = 2 nur die Indexpaare (ov) = (1,2) und (o,) = (1,2)
wesentlich, und die Gleichung ist dquivalent zu

b R

Rig12 =b11bga — bigbo = b K = — = 22

g g
Analog folgt aus der Symmetrie der b,,, dass die zweite Gleichung genau dann erfiillt ist,
wenn

{ v2bll :vlbIQ
V1b22 :v2b12
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7 Vertauschbarkeitsrelationen

Korollar 7.3. Speziell fiir 2-Flichen im R3 sind die Gaufgleichungen dquivalent zu

K = Rz (Theorema egregium von Gaufs) (7.7)
g
und die Codazzi-Gleichungen zu
Vabi1 =Vib
2ot He (Gleichungen von Mainardi-Codazzi) (7.8)

v1[722 IVleg

Insbesondere ist die Gaufsche Krimmung K eine innergeometrische Grifse.

7.4 Der Bonnetsche Fundamentalsatz

Die Ableitungsgleichungen einer Hyperflache

Oty = Z Vo otu + boo N
N == b x,

definiert auf einem Gebiet G C RP bilden bei bekannten Funktionen u — g,,(u), by ()
[— 7, (u), b, (u)] ein System von partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung fiir die
gesuchten Abbildungen u +— x,(u), N(u) (Aus diesen lédsst sich die Fliche rekonstruieren
durch Losen von 0,z = x,) Solche Systeme sind genau dann lokal eindeutig 16sbar, wenn
die sogenannte Integrabilitdtsbedingungen erfiillt sind, die man erhilt, wenn man die Ver-
tauschbarkeisbedingungen 0,0,7, = 0,0:%,, 0;0, N = 0,0, N formal auswertet. (Satz von
Frobenius, siehe etwa Pabel, Analysis IV, Diendonne, Grundziige der modernen Analysis
1, Kapitel 10.9.) Beim gegebenen System sind diese Integrabilitidtsbedingungen gerade die
Gleichungen von Gaufs und Codazzi. Damit erhélt man (zunéchst nur fir n = 3)

Satz 7.4. Bonnetscher Fundamentalsatz der Fldchentheorie

(a) In einem Gebiet G C R? seien
e cine symmetrische positiv definite C* Matrizfunktion u € G — (gpo(u)) € R**?
e cine symmetrische positiv definite C*-Matrizfunktion u € G + (b, (u)) € R?*?
vorgegeben, welche
e das Theorema egregorium (1°) Riso = det(b,,)
e die Gleichung von M-Codazzi (2’)

{Vlézz = ?2@12
Vabir = Vibio

. . . . o . o .
formal erfiillen. Weiter seien ein Parameterwert u, ein Punkt x€ R und zwei Vek-
o o .
toren x1, To mit
o o
_ 40 o X1 X Ty
o N—

v90<:%97‘%0>2990(u)[ N= ” J
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7.4 Der Bonnetsche Fundamentalsatz

Dann gibt es genau eine C® Fliche in Parameterdarstellung
z:U(0) C G z(u) € R® mit z(u=1
dp(t) =7, (0=1,2)
deren 1. und 2. Grundform durch
U= (Goo(u),  u > (boo(u))
gegeben sind.

(b) Zwei C® Fliche in Paramterdarstellung u — z(u), u — Z(u) mit gleicher 1. und 2.
Grundform- Matrizen stimmen iiberein bis auf eine eigentliche Bewegung des R3,
das heifit es gilt:

T=Dx+t mit D € SO3(R)  tcR?

1. und 2. Grundform bilden einen vollstdandiges System allerdings nicht unabhdn-
giger Invarianten fiir eine Fliche in R3.

Beweis. Wie in der Kurventheorie, unter Verwendung des Satzes von von Frobenius statt
des entsprechenden Satzes iiber gewohnliche Differentialgleichungen O

Unterschied zur Kurventheorie: man erhélt in (a) im allgemeinen nur eine lokale Losung.
Aber: Ist das Parametergebiet einfach zusammenhéngend, so erhilt man sogar eine
globale Losung.

Schlussbemerkung

1. Der Satz ldsst sich problemlos auf Hyperflichen im R"™ ausdehnen (Verwendung (1),
(2) statt (1), (2°)

2. Mit Hilfe des Fundamentalsatzes kann man im allgemeinen keine Flichen konstru-
ieren (Integrationsbedingungen nur schwer erfiillbar). Mann kann mit seiner Hilfe
hochstens entscheiden, ob 2 Flachen kongruent sind

%)



8 Spezielle Flichenklassen im R’

8.1 Minimalflachen

(mit H =0 = K <0) Typische Flachenpunkte:

1. Hyperbolische Punkte (K < 0): Die Dupinsche Indikatrix besteht aus gleichsei-
tigen Hyperbeln.

2. Flichenpunkte (Sie liegen auf nichtebenen Minimalflichen isoliert, da sie Null-
stellen einer holomorphen Funktion sind).

Sie weisen also symmetrisches Kriimmungsverhalten auf (vgl. Kugel).
Wieso heiften sie Minimalfléchen?

Satz 8.1. Sei G C R? — R3 eine (requlire) parametrisierte C*-Fliche, sowie Q C G ein
beschrinktes Gebiet mit Q C G mit C'-Rand 0S). Besitzt dann das Bild z[Q)] minimalen
Flicheninhalt im Vergleich zu allen anderen parametrisierten C*-Vergleichsflichen T :
G — R® mit gleichem Rand, d.h. Ty, = x|, dann gilt fir ihre mittlere Kriimmung
H =0 Q.

Beweis. (vgl. entsprechenden Satz iiber Geoditische) Gegeben sei eine beliebige C*-
Fliche v € G +— xz(u) € R3. Betrachte dann die C'-Vergleichsflichen u +— °x(u)
(e € U(0)) mit

ve quE)Q Ex(u) = ZC(U) ) €x|s:0 =T
und untersuche ihren Flicheninhalt. Als Ansatz dafiir wéihle “z(u) := z(u) + eV (u) mit
einem C'-Vektorfeld u — V(u), wobei

quBQ V(U) =0

Besitzt die Oberfliche a(e) = A(°[Q]) = [ov/¢9(u)du in € = 0 ein Minimum, so muss
gelten

0=d(0) = ;6 [A \/fg(u)du}

B = /Qaa(€ [\/Eg(u)du}

1 1 ] 6 e=0
:§/§2 Waiﬁ [ 9(“)]5:0 du
1.
d . _ 0 _
o Fxy(u)]._, e (u) =: Vo(u)
= c‘iaggo(u) 0 - 885 <€x97€x0> 0 - (<Vya To) + <x97 V) (u)
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8.1 Minimalflachen

2. Fiir ein reguliires, diffbares Matrixfeld ¢ — A(t) gilt stets

jt(det A) =det A-Tr(A7TA)

Bewess.

d

d n
dt(det A) =—det(ay,...,a,) =Y det(ar,...,a,...,a,)

dt

all DY 0 ... alTL all ... O ... aln

:Z a;1 azk a;n :Z () 1 () dik:ZAikdik

L - : L S : ik

a'n]_ DY 0 o e ann anl PR O PR ann
mit Adjunkten Ay, uz ag. Mit A7 = (ag;) = 155 (Awi)” = 55 (Aa) folgt
C;i(det A) =det A" Giay, = det ATr(A™" - A)

ik
[

Also ist

0 8

Y e QO’

o] = o) | )]

ZQQJ meg) + (75, V,)) (u)

Speziell fiir Normalvariationen mit V' (u) = f(u) - N(u) mit C'-Funktion u — f(u)
erhidlt man

:<aaf) N — be”UZL‘M also <V07 (EQ> = _fzbuagug = _fbga

und damit
297 W) | (Voo xo) + (@0, Vo) | == 2f D 9% (wbeo(u) = =2f 317, (u)
0o — = 0,0 o

bgo' :bgd

=—4fH(u)

Als Ergebnis erhalten wir die 1. Normalvariation der Oberfliche:

1 1
=— | ——gu)(—4f(u)H(u))du = — u)H (u u)du
=3 /. T A ) H ) = =2 [ FlH( >\/g:<dj

Ist a’(0) = 0 fiir alle C*-Variationen, insbesondere fiir alle Normalvariationen, d.h. fiir
alle C'-Funktionen u +— f(u), so muss gelten H = 0 in Q (Fundamentallemma der
Varlatlonsrechnung Ist H(up) > 0, kann man eine Funktion u +— f(u) konstruieren mit

Jo f(u)H (u)y/g(u)du > 0. O
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8 Spezielle Flichenklassen im R?

Bemerkung. 1. Lasst man beliebige Variationsvektorfelder V' zu, so verschwinden die
Tangentialanteile im Integral wegen V|,, = 0 nach dem Satz von Stokes ([, dy =
Jaa ). Man erhélt also keine Verschirfung.

2. Die Bedingung H = 0 ist nur notwendig fiir die Minimalitit des Fldcheninhalts bei
fester Randkurve. Es kann auch passieren, dass
e Indefinit stationédrer Flicheninhalt: Instabile Minimalfliche
e Relatives Minimum: Stabile Minimalfliche
e Absolutes Minimum: Minimierende Minimalfliche

Maximalflachen treten nicht auf.
Kurze Marchenstunde aus Physik und Analysis:

1. Stabile Minimalflichen lassen sich durch Seifenhéte realisieren (Plateau 1850). Dazu
taucht man eine Randkurve aus Draht in Seifenlauge. Physikalischer Hintergrund:
Die Druckdifferenz zwischen Vorder- und Hinterseite Ap ist proportional zu H. Bei
Druckausgleich

Bei Seifenblasen (z.B. Kugeln) ist Ap proportional H = const # 0 (,cmc-Fliachen®,

constant mean curvature)

2. Plateausches Problem: Existiert zu jeder (einfach geschlossenen, rektifizierbaren)
Randkurven eine eingespannte (stabile) Minimalfliche? Antwort: Ja, es existiert
immer eine singularititenfreie minimierende Losung.

Weitere Literatur zu Minimalfléchen ist
1. Eschenburg/Jost: Differentialgeometrie und Minimalflichen

2. Hildebrandt/Tromba: Panoptimum: Mathematische Grundmuster des Vollkomme-
nen (Kapitel 5) (engl.: Mathematics and optimal form)

Ab jetzt wollen wir unter einer Minimalfliche wieder eine Fliche mit H = 0 verstehen
(egal, ob sie etwas minimiert). Die ersten Beispiele von Minimalflichen wurden ausge-
hend von einer Eulerschen Parametrisierung (u,v) — (u,v, 2(u,v))? durch Losen der
sogenannten Minimalflachengleichung
1
0=H=— [(1 + 23)211 - 22122212 + (]. + Z%)ZQQ]

\@3

fir (z,y) — z(x,y) gefunden. Dies ist eine elliptische partielle DGL 2. Ordnung. Es gibt
verschiedene Losungen:

0. z =ax + by + c: Ebene
1. cosh z = /22 + y?: Katenoid

2. ¢* = =% 1. Scherksche Minimalfliche (definiert auf einem unendlichen Schach-

brett)

3. sin z = sinh x sinh y: 2. Scherksche Minimalfldche (isometrisch zur ersten)
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8.2 Torsen

Innerhalb spezieller Flachenklassen sind alle Minimalflichen bekannt

r(u)sinw
1. Jede (nichtebene) Minimal-Rotationsfliche x(u,v) = | 7(u)cosv | ist ein Katenoid.

z(u)
2. Jede (nichtebene) Minimal-Regelfliche z(u, v) = ¢(u) +vE(u) ist eine Wendelfliche.

1. Die einfachste (nichtebene) albegraische Minimalfliche is die Ennepersche Minimal-
w—w/3

fliche x(u,v) = 3Re | i(w+w?/3) |. Sie besitzt ein Parameter netz aus ebenen

w2

Kriimmungslinien (7 = 7, = const < 6 = const)

Heute kann man (mit funktionentheoretischen Mitteln) gezielt Minimalflichen mit be-
stimmten (topologischen) Eigenschaften konstruieren.

Beispiel (Costasche Minimalfliche).
Zur Zeit von Interesse sind cme-Flichen mit H = const # 0.

Beispiel. Onduloide/Nodoide als Parallelfliche von Flichen mit K = const > 0.

8.2 Torsen

Ziel dieses Abschnitts ist es, alle Flichen im R?® mit K = 0 zu bestimmen. Typische
Flachenpunkte sind

Parabolische Punkte (etwa r; # 0, ko = 0)
Flachpunkte (k; = ko =0)

Sei x(ug, vo) ein fester Flachenpunkt auf einer solchen (geniigend oft diffbaren) Fliche mit
K = 0. Wir unterscheiden 2 Hauptfille:

1. K1(u,v) = Ka(u,v) = 0 in U(ug, vp). Dort besteht die Fliche nur aus Flachpunkten
und ist nach Satz 3.1 ein Ebenenstiick.

2. Ki(ug,v) # 0, Ka(ug,vg) = 0 und damit K(u,v) # 0, ke(u,v) = 0in U(ug, vg). Dort
besteht die Fliche nur aus parabolischen Punkten.

Lokale Klassifikation der Flichen im R3 mit K = 0:
1. Ebene

2. (nichtebene) Regelfliche
a) Zylinder
b) nichtzylindrische Regelflichen
i. Kegel

ii. Tangentenfliche
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8 Spezielle Flichenklassen im R?

iii. weder noch

¢) weder noch

3. weder noch

Ein Beispiel fiir das ,Verkleben* von Torsenstiicken verschiedener Art bei unproblemati-
schen (isolierten) Nulstellen von k1, E, ¢. Das Gesamtergebnis lautet:

Satz 8.2. Die Flichen im R3 mit K = 0 bestehen ,im wesentlichen® d.h. fiir eine offe-
ne und dichte Teilmenge ihres Definitionsbereichs, aus Teilen von allgemeinen Zylindern
(einschlieflich Ebenen), allgemeinen Kegeln und Tangentenflichen von Kurven, und sind
wn diesem Bereich lokal in die Ebene verbiegbar.

Bewers. Die Hauptfille der Klassifikation sind immer in einer ganzen Umgebung eines
Flichenpunktes definiert (also ist D offen), und in jeder Umgebung eines Sonderfalles liegt
auch ein Hauptfall vor (also ist D dicht). Alle Hauptfille sind in die Ebene verbiegbar
(siehe Ubungen). O

8.3 Minimalflachen (Teil 2)

Grundlegend fiir die differentialgeometrische Minimalflaichentheorie ist

Satz 8.3. Jed C*-Minimalfliche im R? besitzt lokal eine isotherme (konforme) Parame-
trisierung

(u,v) € U CR?* — z(u,v) € R® mit  (goo(u,v)) = N (u,v)(5,0)
mit A > 0.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass die Fliche in einer Eulerschen Parametrisierung

2

(u,v) — (u,v,2(u,v))” vorliegt (sieche Kapitel 3.2). Dann ist (g,,) = <1 A 21222>,
2129 1+ 25

g=1+ 2+ 22 und

1
H=—= [(1 + Z;)le — 2212’2212 + (1 + Z%)ZQQ] =0

\/?

Wir betrachten fiir gesuchte Funktionen (u,v) — a(u,v), B(u,v) die die partiellen Diffe-
rentialgleichungen

(8106 :& 815 2921 1
1 \/g \/§ 1
i Orcv g 0a3 _92 .}
( VI V)
Wegen
B (0hax) — D1 (Bpar) =0 <f/1;> — <f/1;> — ... =0
05(818) — 01 (03) =0, (%) ) (%) —...=0
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8.3 Minimalflichen (Teil 2)

sind sie vollstindig integrierbar und nach dem Satz von Frobenius existieren lokale (-
Losungen (u,v) — a(u,v), B(u,v). Die C?-Parametertransformation (u,v) — (u(u,v), v(u,v))
mit u(u,v) = u+ a(u,v), v(u,v) = v+ B(u,v) ist wegen

det <121 122> =1+ )1+ 0) —ab=...= M >0

v Uy N/
zuldssig. In den neuen Parametern gilt jetzt (mit (u',u?) = (u,v), (@', @?) = (4, 0))
z, = zg: Foli% = G = ; oo 122
O T T
00
also (jetzt wieder (u,v) bzw. (4,0)):
G =" ()2 + 29" s + ¢%2(10n)’
:...:;(1+\/§)2
9% =g"(01)? + 29"0105 + g% (V2)?
:...:;(1+\/§)2

G2 ="My 0y + g2 (W + Uty ) + gPiia0s
=...=0

Damit ist

(%) :;(1 + \/5)2((5@,) bzw.

~ N g )2
(oo) _(1+\/§)2(6ga) A (00)

]

Bemerkung. Die Aussage des Satzes (nichts der Beweis!) gilt fiir beliebige 2-dimensionale
C?-Flichen im R" (siehe etwa SPIVAK: A comprehensive introduction to differential
geometry, Band IV, S. 455-500)

Eigenschaften isothermer Parameter:

Lemma 8.4. 1. Bei einer C*-Fliche in isothermer Parametrisierung (u,v) — x(u,v)
qilt

Azr = T11 + Xog :2/\2HN
= b1 + boo =2\?H

2. Ist der isotherme Parameter sogar C3-diffbar, so lautet

e das Theorema egregium K = —%510g A

61



8 Spezielle Flichenklassen im R?

o die Gleichungen von Mainardi-Codazzi:

81622 — 82b12 :2/\2H81 IOg A
82611 — 81b12 :2/\2H82 log A

Aus dem ersten Punkt ist sofort abzulesen:

Satz 8.5. Eine C?-Fliche im R? ist genau dann eine Minimalfliche, wenn beziiglich einer
(und damit jeder) isothermen Parametrisierung die Koordinatenfunktionen harmonisch
(Potentialfunktionen) sind.

Uber harmonische Funktionen wissen wir: f : G C R? — R, (u,v) — f(u,v). Fiir die
komplexwertige Funktion ¢ := f1 —ifo : G CC — C, w =u+iv — p(w) = 01 f(u,v) —
10y f (u,v) gilt

{81(Re ©) = Op(Im ) =f11 + for = 0}
82(Re (,0) + 81(Im (,0) :f12 — f21 =0

Also ist ¢ holomorph in G C C. Insbesondere sind also f; und f; und damit f selbst
reell analytisch (in Potenzreihen entwickelbar). Fiir eine (lokal existente) Stammfunktion
¢ = [ o gilt weiter

:33 = 81(R€ 925) -+ z@l(lm gb) = 81(Re gb) _ Z'(?Q(Re ¢)

=p =01f —i02f

gb,

also f = Re ¢ (bei richtiger Anfangsbedingung). f ist also lokalder Realteil einer holo-
morphen Funktion ¢. Dies konnen wir anwenden: Fiir jede Minimalfliche in isothermen
Parametern gilt (lokal)

z(u,v) =Re ¢(u + iv)

mit einer vektorwertigen holomorphen Funktion ¢ : u C C — C3?, w — ¢(w), wobei
¢ = x; — ixe. Eigenschaften diesr komplexen ,Kurve* w +— ¢(w) (man verwendet hier
im C® das sogenannte isotrope Produkt (X,Y) := 3% | X,Y;, nicht das hermitesche
Skalarprodukt 32, X,;Y):

L |¢/* = (¢,0) = (w1 — izy, 21 +iza) = 2% + 23 = 2)2 > 0
2. ¢ = (¢, @) = (11 —ixe, w1 — iT2) = 2 — 23 — 20 (11,09, =) N2 = A2 =0 =0

Das heifit ¢’ liegt im isotropen Kegel Ko = {z € C|(z,2) = ¥?_, 22 = 0}. Ist umegkehrt

=1 %3
eine holomorphe Kurve ¢ : G C C — C? mit |¢/| > 0, ¢”> = 0 vorgegeben, so gilt fiir die
Parameterfliche x = Re ¢ wieder ¢/ = x1 — izy und folglich
(0) x11 + @92 = 0, das heifst die Komponentenfunktionen sind harmonisch

(1) ¢? =22 — 23— 2i (21, 22) =0 (goo = A*(Jpo mit A >0

(2) |¢f =22 4+22=2X2>0
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8.3 Minimalflichen (Teil 2)

x = Re ¢ ist somit nach 8.5 isotherme Parametrisierung einer reguléren Minimalfliche.

Satz 8.6. Jede isotherme parametrisierte Minimalfliche v : G C R? — R3 lisst sich
(lokal) als Realteil eoner holomorphen Minimalkurve

p:UcCcC*—C?

darstellen, die regilir ist (|¢'| > 0), aber einen isotropen Tangentenvektor ¢ (mit

¢ =0) besitzt. Umgekehrt definiert jede solche Minimalkurve eine reguldre Minimalfli-
che

Beispiel.
COS W cosu cosh v sin u sinh v
¢(w) = | sinw | = | sinucoshv | — | —cosusinhv
—iw v u
/ o - Slnw . 12 _ /
o) = () it 6% =0 || > 0
coS U 0
x(u,v) = Re ¢(u+1iv) =cosh | sinu | +v | 0 | Katenoid
0 1
(u,v) = Re [i¢(u+ w)] = —Im ®(u + iv)
0 sinu
= {0 | +sinhvv | —cosu | Wendelfliche
0
u

Aus Hilfssatz 8.4 Teil(b) erhdlt man noch
Satz 8.7. DieCodazzi-Gleichung

{ O1bay = Oab1o wegen by + bay =0
(=02b11 =)02bga = —01b12

eine Minimalfiiche in isothermer Parametrisierung sind gerade die Cauchy Riemann’schen
Differentialgleichungen fiir die somit holomorphe Funkion

b= byy + ibia [= —b11 — by2)]
auch als Torsitonsinvariante oder Hopf-Invariante bezeichnet.

Folgerung:

Die Flachpunkte einerncihtebenen Minimalfliche liegen isoliert. Wegen |b|* = b3, + b2, =
—(b11bys — biabey) = —det IT = Mz gilt K = 0 < [b| = 0. Die Nullstellen einer holomor-
phen Funtion liegen aber isoliert (hdufen sich héchstens auf dem Rand des Definitionsge-
bietes).

Gesucht: Alle Minimalflichen ¢ : G € C — C? mit

(1) ¢? = ¢+ ¢2¢2 = (¢, —i¢)) - (¢, —i¢)) + ¢° = 0
(2) |¢)> >0
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1. Sei ¢ eine solche Minimalkurve.

Trivialfall

¢, —i¢, =0 = ¢, =0 = ¢, = const
= x =Re ¢

liegt also in einer Ebene und ist uninteressant.

Normalfall f := ¢, —i¢ besitzt nur isolierte Nullstellen. Dann besitzt g := ¢ =

!
7 ‘fzi 5~ hochstens isolierte Polstellen (ist meromorph). Da auch ¢ + ig;, =
—% = —fg¢? holomorph ist, miissen die Nullstellen von f die Polstellen
z y

von g wegheben. (Wenn wjy eine Polstelle der Ordnung m von g ist, muss wy
eine Nullstelle von f der Ordnung > 2m sein.) Mit diesen Funktionen f und g

gilt dann
8, =5(f + (~Fe) 8 =2 (f ~ (~f9?)
1 L—g"
= ¢.=fg ¢ =5f|ill+g°)
29

wobeil noch zusétzlich
2 =(6.8) = LT[ A1~ + (1 + )1+ F) + 47]
=g P [+ 210 + 1ol = 5 17 (L 16 = 5 11 + |92 > 0

Eine eventuelle Nullstelle von f muss also genau die Polstellen von g* weghe-
ben (sonst erzeugt sie eine Singularitét).

2. Sind umgekehrt zwei solche Funktionen f,g : G C C — C vorgegeben, so ist
1—g°
¢ :=1f| i(1+g¢* | holomorphmit¢* =... =0, l|* =
29
G einfach zusammenhéngend ist (etwa ein Sterngebiet, oder konvex), so existiert eine
globale Stammfunktion ¢ = [, die eine Minimalfliche x = Re ¢ definiert.

[HI + Hg¥]* > 0. Falls

1
2

Ergebnis:

Satz 8.8 (Weierstrafssche Darstellung von Minimalflichen). Sei G C C ein einfach zu-
sammenhdngendes Gebiet, f : G — C eine holomorphe und g : G — C eine meromorphe
Funktion mit

1. In jedem Pol der Ordnung m von g hat f eine Nullstelle genau der Ordnung 2m.

2. Auflerhalb der Pole von g ist f nullstellenfrei.
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1—g?
Dann wird durch x = Re ¢ mit ¢’ = % i(1+ ¢?) | eine (iberall requlire) Minimalfliche
29
definiert.
Umgekehrt besitzt jede Minimalkurve ¢ = (¢y, ¢y, ¢.)" eine solche Darstellung mit f :=
¢, — iy, g = d’;, aufer es gilt ¢, =i¢,, ¢, =0, so dass x = Re ¢ in einer Ebene liegt.

Beispiel. 1. g(w) =X, f(w) = w?

1 1— ﬁ w? — 1
¢ (w) :w2§ il+%) | = i(w? + 1)
2% 2w
’LUB
1/ 3, Y
= ¢(w) =3 i(% +w)
w2

Dann ist © = Re ¢ die Ennepersche Minimalfliche.

2. Man erhélt die Ennepersche Minimalfliche auch durch f(w) =1, g(w) = w.

N 1 1 —w?

Fw) =5 [ i1+ u?)
2w

- 1 %3_ w

p(w) =5 i(% 4+ w)
w?

Die weierstrakschen Funktionen f, g sind weder parmeter- noch bewegungsinvariant. Den-
noch haben sie eine geometrische Bedeutung fiir die (reelle) Minimalflache:

Satz 8.9. Fiir die Weierstrafs-Funktionen f und g gilt

1. g beschreibt das Normalenbild N der Fldache nach sterographischer Projektion der
Sphire S? auf C, d.h. es gilt

N, —iN, 1 2ke g
: L\ g~ 1

2. Es gilt [ -g = b= by + ibis mit der Torsionsinvarianten b, d.h. f legt (iber b) die
Koeffizienten der zweiten Grundform fest.

Weiertstraksche Darstellung
L[ -9
r = Re ¢ mit ¢’:f§ i(1+ g%)
29

Bedeutung der Weierstrakschen Funktion f, g
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8 Spezielle Flichenklassen im R?

(@) g=ms0o N
(b) fg' =0 (= by + ib12)
Beweis. Aus
¢ = 1 —ixs,
¢" = = T1 — 1T
folgt
L =202 = 1|2 (14 [gl)?
2. ¢ X ¢ = (x1 —iza) X (21 X ixg) = 2iw1 X Tg, also N = ;55¢' X ¢/

3. <¢”, N> - b11 - iblg — —(b22 - iblg) - —b

(a)
1—g° 1-g°
¢><¢ff<(1+g)> <<1+9>>---
2g 29
g+yg
=P+l i | 19 —9)
2
9" =1
1 2Re ¢
= 5| 2Img =m,log
Il g -1
(b)
/ -9
gb//f/?_’_f_g/(ig)
1
:»—b=<¢”,N>=2;<¢”¢>x¢> s det(6"6.9)
—g 1 -9 g+yg
/ 1 a7 —1) — —F. 4
Zf'91+|g|2( J9, 1) f9
=lg|?
Folgerung:

Durch Vorgabe des Normalenbildes v (— ¢) und der 2. Grundform (/I — b — f) konnen

gezielt Minimalfliche konstruiert werden. Dabei gilt:

KL-Parametrisierung b;; =Im b =0 < b = const € R (0.E. b = 1)
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AL-Parametrisierung —bjs = +byy = Re b =0 < b = const € iR (0.E. b = 1)

Beispiel. 1.

b(w) = g(w) =™ = e Ve™

r = Re ¢ ist ein Katenoid.
2. b(w) =1, gw) = e
= ¢/ =i¢) = ¢ =i¢ = & = Re (i¢) = —Im ¢

Wendelflache

_bw) _
AR
1 1 —w?
= ¢'(w) =3 i(l;uﬂ)

r = Re ¢ ist Ennepersche Minimalfliche
4. b(w) =1, §(w) = w
= ¢ =ip = & = Re (i¢) = —Im ¢
(zufallig) wieder die Ennepersche Minimalflache.
Definition. Zu einer Minimalfliche z = Re ¢ heifen die Minimalflichen
“z :=Re (e"*¢) mit o € R

die Assoziierten, speziell die Minimalfliche 2 := 22 = Re (i¢) = —Im ¢ die Adjun-
gierte (oder Konjungierte).
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Eigenschaften:

A=A = (agga) = (ggcr)

Satz 8.10. Die Assoziierten einer Minimalfldche bilden eine (zyklische) 1-Parameterschar
isometrischer Minimalfidchen und sind (innerhalb dieser Schar) ineinander verbiegbar. Es
qgilt

Y1 =cosax + sin ol

68



Index

C"-p-Fliche, 26

C"-Kurve, 7

C"-Weg, 6

C"-aquivalent, 25
1-Grundform-Matrix, 28

1. Grundform, 27

. Normalvariation der Oberflache, 57
. Scherksche Minimalfldche, 58
. Fundamentalform, 32

. Grundform, 32

. Scherksche Minimalflache, 58
. Fundamentalform, 39

. Grundform, 39

W W N N~

Ableitungsgleichungen, 30
abwickelbar, 28
Adjungierte, 67
Affensattel, 45
affin-invariant, 8
Assoziierte, 67
Asymptotenlinie, 47
Asymptotenrichtung, 47
Autoparallele, 36

Boschungslinie, 19

Boschungswinkel, 19

Basistransformationsformel, 26

Begleitbasis, 22

Begleitebenen, 12

Binormalenvektor, 12

Bonnetscher Fundamentalsatz der Flachen-
theorie, 54

Cauchy Riemann’schen Differentialgleichun-
gen, 63

Christoffelsymbole, 30

Codazzi-Gleichung, 63

Codazzigleichung fiir 11, 53

Darboux-Begleitbasis, 47

Darboux-Vektor, 13
Darbouxvektor, 19
Darbox-Begeleitbasis, 46
differenzierbare Manigfaltigkeit, 8
Drehformel, 19

Dupinsche Indikatrix, 44
Dupinscher Indikatormatrix, 47

echte Nabelpunkte, 39

einfach zusammenhéngend, 55
Einsteinsche Summationskonvention, 27
Elliptischen Punkt, 47

elliptischen Punkt, 45

Ennepersche Minimalfliche, 65, 67
Eulersche Parametrisierung, 41, 42

flachenartig Messen, 28

Flachepunkt, 45

Flachpunkte, 39, 44
Frenet-Begleitbasis, 12, 47
Frenet-Kurven, 16

Frenetsche Ableitungsgleichungen, 12
Fundamentalform, 3., 39
Fundamentalsatz der Kurventheorie, 16

Gaul’sche Kriilmmung, 33
Gauk-Kronecker- Kriimmung, 33
Gaukabbildung, 30
Gaulbgleichung, 53

Gaufsche Ableitungsgleichungen, 30
geodéatisch parallel, 35
geodatisch vollstdndig, 37
Geodétische, 36, 47

geodatische Torsion, 46
geodatsiche Kriimmung, 46
Gerade Linien, 35
Gesamtkrimmung, 13
Grundform, 3., 39

handle piont, 10

69



Index

Hauptkriimmungen, 34 Normalenabbildung, 30
Hauptkriimmungsrichtung, 47 Normaleneinheitsvektor, 26
Hauptkriimmungsrichtungen, 34 Normalkriimmung, 46

Hauptnormalenvektor, 12
Hauptrkiimmungsrichtnug, 47 osculatinusspaces, 8
Henkelpunkt, 10, 12 oskluierende Rdume, 8
Hessematrix der Hohenfunktion F', 42
holomorphen Minimalkurve, 63
Hopf-Invariante, 63

hyperbolsichen Punkt, 45
Hyperfliche, 26

Parabelpunkt, 45
Parallelfeld, 35
Parallelschnitte, 44
Parallelverschiebung, 35
Parameter, 6

inflection point, 9 Parameterdarstellung, 7

innengeometrische Grofen, 29 Parameterlinien, 25
innergeometrische Groke, 47 Parametertransformation, 7, 8
innergeometrische Grofen, 33 Parametertransformationsfunktion, 26
isometrisch, 28 parametrisiere C"-p-Flache, 25
isotropen Tangentenvektor, 63 Parametrisierung, 7
isotropes Produkt, 62 Peano-Kurve, 6
Plateausches Problem, 58
Katenoid, 63 positiv orientiert, 4
kineamtische Interpretation, 6 )
Koeffizientenfunktion, 50 reguldr, 6, 25
konische Kriimmung, 19 Rektifizierende Ebene, 12
kovariante Ableitung, 32, 34 rektifizierende Ebene, 14
Ricci-Lemma, 51

Kriimmung, 22
Kriimmungsachse, 15 Riemannsches Kriimmungstensorfeld, 51

Kriimmungskreis, 15 Rodriguez, 49

Kriimmungsline, 47
Kriimmungslinie, 47
Kriimmungsradius, 15

Schmiegebene, 12, 14
Schmiegkugel, 15, 21
Schmiegparaboloid, 43

LIE-Klammer, 51 Schmiegraume, 8
lokal injektiv, 25 Seitenvektor, 46
lokale kanonische Form, 14, 43 selbstadjungiert, 34
Lokaler Umkehrsatz, 42 Singularitdten, 25
sphérisch, 21
M-Codazzi, 54 sphérisches Bild, 30
Maftensor, 27 Spur, 6, 25
Meusnier, 48 Streifen, 46
Minimalflachen, 34, 44
Minimalkurve, 63 Tangentenvektor, 12
Mittlere Kriimmung, 33 Tangentialebene, 45
Tangentialfliche, 29
Nabelpunkte, 38 Tangentialraum, 25
Neil’sche Parabel, 7 Theorema egregorium, 54
Nomalenvektor, 46 Torsen, 30, 34
Normalebene, 12, 14 Torsion, 12, 22

70



Index

Torsionsinvariante, 63

Vektorprodukt, 4
verbiegbar, 28
Verbiegungsschar, 29
Vertauschbarkeitsrelation, 50
vollstdndiges System, 55

Weingartenendomorphismus, 32
Weingartenmatrizen, 33

Weingartensche Ableitungsgleichungen, 30
Wendelfliche, 63

Wendepunkt, 9

zuldssige Parameterdarstellung, 26

71



