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0. Grundlagen der Logik und der
Mengenlehre

Gegenüber der Logik und der Mengenlehre nehmen wir einen naiv-intuitiven Standpunkt
ein und behandeln dieses Gebiet nicht axiomatisch als mathematische Disziplin.

0.1. Grundbegri�e der Logik

Wir führen im wesentlichen nur Abkürzungen ein um eine kürzere und präzisere Formu-
lierung mathematischer Aussagen zu ermöglichen.
Wir gehen davon aus, dass eine mathematische Aussage entweder wahr oder falsch ist.
Beispielsweise: �397 ist eine Primzahl� ist eine mathematische Aussage. Diese ist wahr.

Bemerkung. Dies ist eine starke Vereinfachung. In der Mathematik ist es an sich uner-
heblich, ob eine Aussage im absoluten Sinn wahr oder falsch ist. Die absolute Antwort
gehört eher in den Bereich der Philosophie.
Einzig wichtig ist:

• ist eine Aussage aus den gegebenen Grundannahmen (Axiomen) beweisbar?

• ist eine Aussage wiederlegbar?

• ist sie überhaupt entscheidbar?

nicht jede Aussage ist beweisbar, als Beispiel sei hier die Kontinuumstheorie
genannt.

Aus Aussagen α, β lassen sich mit Hilfe logischer Verknüpfungen| {z }
aussagelogischer Junktionen

neue Aussagen gewin-

nen.

Hier eine Zusammenstellung der wichtigsten Axiome:

Negation ¬α
�nicht α�

Konjunktion α ∧ β
�α und β

Adjunktion α ∨ β
�α oder β oder in beidem�
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0.1. Grundbegri�e der Logik

Logisches ausschlieÿendes �oder� α∨̇β
�entwede α oder β�

Implikation α⇒ β

�wenn α dann auch β�

�α hat β zur Folge�

�aus α folgt β�

Koimplikation α⇔ β

�α ist genau dann richtig, wenn β richtig ist

Beispiel. Ihre Wahrheitswerte sind:

α β ¬α α ∧ β α ∨ β α⇒ β α⇔ β
w w f w w w w
w f f f w f f
f w w f w w f
f f w f f w w

not and or impl equiv

Bemerkung. zu den letzten beiden Einträgen der α⇒ β-Spalte: das lässt sich so lesen: �
wenn α falsch ist, kann β machen, was es will, die Aussage ist wahr!�. Oder auch: �Wenn
α richtig wäre (was es aber nicht ist), könnte auch β richtig sein, braucht es aber nicht�

Eine zusammengesetzte Aussage heiÿt allgemeingültig (Tautopologie), wenn sie bei
jeder Belegung der Einzelaussagen mit �w/f� den Wert wahr annimt. So ist Beispielsweise
α ∨ ¬α immer wahr

Bemerkung. Das Gegenteil dieser Aussage bezeichnet man als Kontradiktion, zum
Beipsiel ist α ∧ ¬α immer falsch

Zwei Aussagen sind äquivalent, wenn die Koimplikation α ⇔ allgemeingültig ist, das
heiÿt, wenn α und β gleiche Wahrheitswerte besitzen. Als Beispiel sei hier

¬(α ∧ β)äquivalent zu ¬α ∧ ¬β

genannt.
Ist α(x) eine Aussage, die eine freie (nicht spezi�zierte) Variable x enthält (zum Beispiel
�x ist eine Primzahl�), so können durch prädikadenz logischer Quantoren neue Aus-
sagen gebildet werden.
Allquantor:

∀x α(x)

was soviel bedeutet wie: �Für alle x gilt die Aussage α(x), bzw. � jedes x erfüllt α(x)�
Schreibweise auch:

V
statt ∀, da der Allquantor (bei endlich vielen Variablen) eine allge-

meine �und�-Verbindung ist. Es gilt dann:

α(x1) ∧ α(x2) ∧ α(x3) ∧ . . . ∧ α(xn)
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0. Grundlagen der Logik und der Mengenlehre

Existenzquantor:
∃x α(x)

oder anders ausgedrückt: �Es existiert (mindestens) ein x mit α(x)
Schreibweise auch:

W
, da er auch als verallgemeinerte �und�- Verbindung aufgefasst werden

kann. Es gilt dann
α(x1) ∨ α(x2) ∨ α(x3) . . . ∨ α(xn)

Wichtige Aussagen/Eigenschften von ∀ und ∃:

1.
¬∀x α(x)⇔ ∃¬α(x)

¬∃x α(x)⇔ ∀¬α(x)

2. ∃x∀y α(x, y)⇒ ∀y∃x α(x, y)

Gelesen: Es gibt ein (globales) x, sodass für alle y die Aussage α(x, y) richtig ist.
rechts: Zu jedem y gibt es ein (individuelles, eventuell von y abhängiges) x mit der
Eigenschaft α(x, y)
Vorsicht: Die Umkehrung (�⇐�) ist im allgemeinen nicht richtig!
De�niert man (etwa zur Abkürzung) eine Aussage α durch eine Aussage (die wir bereits
kennen) β, so schreibt man:

α :⇔ β

und sagen dazu: �α sei gleichbedeutend mit β� oder auch: �α wird de�niert durch β�

Beispiel. Quantor der Eindeutigen Existenz:

∃!x α(x) = ∃x α(x)| {z }
Existenz

∧∀x∀y (α(x) ∧ α(y)⇒ x = y)| {z }
Eindeutigkeit

,

sprich: �Es gibt genau ein x mit α(x)

Eingeschränkte Quantisierung mit der Elementarbeziehung �∈� der Mengenlehre

∀x∈A α(x) :⇔ ∀x (x ∈ A⇒ α(x)),

das heiÿt soviel wie: �wenn x ∈ A, dann haben sie die Eigenschaft α(x) �
Weiter gibt es auch:

∃x∈A α(x) :⇔ ∃x (x ∈ A ∧ α(x))

Wichtige Beweismethoden

Zu den wichtigsten Beweismethoden gehören:

I der direkte Beweis (Abtrennungsregel)

wenn die Aussage α und auch die Implikation α⇒ β richtig ist, dann muss (als
Schlussfolgerung) auch die Aussage β richtig sein.

Beispiel. Bekannt ist:
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0.1. Grundbegri�e der Logik

1. Es ist Freitag morgen [α]

2. Jeden Freitag gehe ich in die Analysis Vorlesung [α→ β]

3. daraus folgt: ich sitze grade in der Vorlesung Analysis [β]

Praktische Anwendung: (Beweis von β):

α Ausgangspunkt: Bekannter Sachverhalt
⇒ β1

⇒ β2 logische Schlussfolgerungen
...

⇒ β liefern die Gültigkeit von β

Bemerkung. Wichtig ist hier die Verwendung von Folgepfeilen �⇒�! Man kann nicht
einfach die Aussagen untereinander schreiben!

Weitere Anwendungen dieser Beweismethode: Beweis der Äquivalenz α⇔ β

1. Methode: Äquivalente Umformungen

α
⇔ β1

⇔ β2
...

⇔ β

2. Methode: Getrennte Beweise von α⇒ β und β ⇒ α:

α β

⇒ β1 ⇒ α1

⇒ β2 ⇒ α2

...
...

⇒ βn ⇒ αn

⇒ β ⇒ α

diese Methode ist viel Flexibler, da andere Zwischenschritte gewählt werden
können.

II der indirekte Beweis (Widerspruchsbeweis)

wenn die Implikation ¬α ⇒ β richtig ist, aber β nicht, so muss die Aussage
αrichtig sein.

Annahme:
¬α ¬α ⇒ β
⇒ β1 w w w
⇒ β2 w f f
... f w w
⇒ β Aber¬β!! f w f
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0. Grundlagen der Logik und der Mengenlehre

Annahme: der Sachverhalt ¬α liefert mir das β aus rein logischen Schlüssen. Dann folgt
also: α⇒ · · · ⇒ ¬β. Der Widerspruch ¬β ziegt, dass α richtig sein muss.

Bemerkung. Mathematische Aussagen (Sätze) und ihre Beweise durch logische Schlüsse
können Umgangssprachlich sein. Eine strenge Formalisierung mit Hilfe logischer Symbole
ist nicht nötig. Die Formulierung muss aber so präzise sein, dass man die logsiche Struktur
erkennen kann. Sonst wird es �gefasel�.

0.2. Grundbegri�e der Mengenlehre

Eine gängige De�nition einer Menge geht auf Cantor zurück:

De�nition. Menge
Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterscheidbaren Objekten
zu einem ganzen

Bemerkung. Dieser �naive� Mengenbegri� ist logisch nicht haltbar und führt zu Wider-
sprüchen (Antinomien). Heute gibt es verschiedene (äquivalente) axiomonetische Men-
genlehren, die (ho�entlich) konsistent sind.

Grundsymbol ist das Zeichen �∈� für die Elementenbeziehung x ∈ A , was soviel heiÿt
wie: �x ist Element von A� oder �x liegt in A�. Die Negation lautet: x /∈ A :⇔ ¬(x ∈ A).
Man kann auch sagen. ∈ ist ein zweistelliges Prädikat, das aus den Objekten �x� und �A�
eine Aussage macht �x ∈ A�.
Zwischen der Elementenbeziehung und der Gleichheit von Mengen besteht der fundamen-
tale Zusammenhang

A = B ⇔ ∀x (x ∈ A⇔ x ∈ B)

Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die selben Elemente haben.
De�niert man das Prädikat�⊂� der Teilmengenbeziehung (Inklusion) durch

A ⊂ B :⇔ ∀x (x ∈ A⇒ x ∈ B)

so gilt:
A = B ⇔ A ⊂ B ∧B ⊂ A

Dies ist wichtig für den Beweis der Gleichheit.

Weitere Abkürzungen:

A ( B :⇔ A ⊂ B ∧ A 6= B A ist echte Teilmenge von B

A ⊃ B :⇔ B ⊂ A

A ) B :⇔ B ⊂ A ∧B 6= A

usw.

Bemerkung. Oft wird auch �⊆� statt �⊂� (für Teilmengen) bzw. �⊂� statt �(�(für echte
Teilmengen) verwendet.
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0.2. Grundbegri�e der Mengenlehre

De�niert man (etwa zur Abkürzung) eine neue Menge A durch eine schon bekannte Menge
B schreibt man üblicherweise

A := B, (A sei de�nitionsgemäÿ gleich B).

Ist E eine vorgegebene Grundmenge, so lässt sie sich durch Auswahl (�Aussondern�) mit-
tels einer Aussage α(x) der Teilmenge

{x ∈ E | α(x)}

gewinnen, die genau alle Elemente aus E enthält, die die Aussage α erfüllen.

Beispiel.
p := {x ∈ N | x ist eine Primzahl}

Spezialfall:
α(x) :⇔ x = x1 ∧ x = x2 ∧ · · · ∧ x = xn

liefert die Menge {x1, . . . , xn}, die genau die Elemente x1, . . . , xn enthält.

Bemerkung. Eine unbeschränkte Auswahl �{x | α(x)}� ohne Angabe einer Grundmenge
ist problematisch.
Die De�nition

A := {x | x = x}

würde die Allmenge liefern, diese ist aber durch A ∈ A widersprüchlich.
Unproblematisch ist die De�nition

∅ := {x | x 6= x},

da man sie mit einer beliebigen Grundmenge E beschreiben kann.
Eigenschaften:

∀X ∅ ⊂ X, denn: ∀x(x ∈ ∅ ⇒ x ∈ X)

Elementare Mengenoperationen erlauben aus vorgegebenen Mengen neue Mengen zu bil-
den.

Bemerkung. Zum Teil entsteht sie nicht durch �Aussiondern� aus einer bestehenden
Menge. Trotzdem sind sie (auch in einer axiomatischen Mengenlehre) unproblematisch.

Die Russelschen Antinome

Wenn es eine Allmenge A (mit A ∈ A) gibt, dann gibt es auch die �Menge�

R := {x | x /∈ x},

die sogenannte Russelsche Menge.
Frage: gilt R ∈ R?
Test: es gilt R /∈ R ⇔ R ∈ R und das ist Unfug! Diese Menge ist widerprüchlich, also
eine sogenannte Unmenge
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0. Grundlagen der Logik und der Mengenlehre

Mengenbildungsprinzipien

Vereinigung einer Menge A[
A =

[
{A | A ∈ A} =

[
A∈A

A

:= {x | ∃A∈A x ∈ A}
Spezialfall:

A = ∅
[
∅ =

8<:x ������� ∃A �
A ∈ ∅| {z }

f

∨x ∈ A

�9=; = ∅

Das heiÿt, es gibt zwar eine Vereinigungsmenge, aber diese ist leer!
Weitere Vereinigungen von Mengensystemen:[

A =
[
A∈A

= {x | ∃A∈A x ∈ A}

A = ∅ :
[
∅ = ∅

A = {A} :
[
{A} = A

A = {A,B} :
[
{A,B} = A ∪B = {x | x ∈ A ∪ x ∈ B}

Durschnitt eines nichtleeren Mengensystems\
A =

\
{A | A ∈ A} =

[
A∈A

A := {x | ∀A∈A x ∈ A}

Spezialfälle:

A = {A} :
\
{A} = A

A = {A,B} :
\
{A,B} =: A ∩B = {x | x ∈ A ∧ x ∈ B}

Bemerkung. �
T ∅� ist nicht de�niert! Dieser Durschnitt würde wegen

x ∈
\
∅ ⇔ ∀x∈∅ ⇔ ∀A(A ∈ ∅ ⇒ x ∈ A)

auf die Allmenge führen.
Aber: Betrachtet man nur Elemente der einen festen Grundmenge E, so ist auch der
Durchschnitt

∩∅ = {x ∈ E | ∀A∈∅ y ∈ A} = E

de�nierbar.

Zusatz: Mengen mit A ∩B = ∅ heiÿen disjunkt.

Di�erenzmenge von zwei Mengen A und B

oder auch das (relative) Komplement von B bzgl A genannt ist das mengentheore-
tische Abziehen. In mathematischer Schreibweise:

A\B = {AB := {x ∈ A | x /∈ B}
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0.2. Grundbegri�e der Mengenlehre

Das Kartesische Produkt zweier Mengen A und B

ist die Menge aller geordneten Paare (a, b) mit a ∈ A und b ∈ B

A×B : {(a, b) | a ∈ a ∧ b ∈ B}.

Geordnete Elemente (Paare) besitzen die Eigenschaft:

(a, b) = (a′, b′)⇒ a = a′ ∧ b = b′

Das Tupel (a, b) ist zu unterscheiden von der Zweiermenge {a, b}
Eine Verallgemeinerung auf endlich viele Faktoren A1, . . . , An ist problemlos möglich.

×ni=1 Ai = A1 × A2 × · · · × An = {a1, . . . , an | ∀ni=1 ai ∈ Ai}

Man nennt die Elemente (a1, . . . , an) (geordnetes) n-Tupel.
Gilt

∀ni=1 Ai = A

so schreibt man kurz

An = ×ni=1 Ai

Beispiel.

Rn = R× R× · · · × R| {z }
n-mal

= {(x1, . . . , xn) |∀ni=1 xi ∈ R}

Im weiteren Verlauf werden wir das auf beliebig viele Faktoren erweitern!

Potenzmenge einer Menge A

ist das System aller Teilmengen von A.

P(A) := {X | X ⊂ A}

Beispiel.

P(∅) = {∅} (eine Einermenge, die als einziges Element die Leermenge enthält)

P({a}) = {∅, {a}}
P({a, b}) = {∅, {a}, {b}, {a, b}}

Es gilt immer:

∅ ∈ P(A)

und

A ∈ P(A)
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0. Grundlagen der Logik und der Mengenlehre

0.3. Relationen und Abbildungen

De�nition. Eine binäre (oder zweistellige) Relation Re zwischen der menge A und B
ist eine Teilmenge des kartesischen Produktes A × B. Gilt (x, y) ∈ Re so sagt man: x
steht in der Relation Re zu y. Man schreibt:

xRe y

Eine Relation Re in der Menge A ist eine Teilmenge Re ⊂ A× A

1. leere Relation: Re := ∅ ⊂ A×B

2. Allrelation: Re := A×B ⊂ A×B

3. Diagonale in A: Re := {x, x | x ∈ A} ⊂ A× A
das heiÿt: xRe y ⇔ x = y

wichtige Spezialfälle:

De�nition. Eine Relation Re in der Menge A mit den Eigenschaften

A1 Re�exivität: ∀x∈A xRe x

A2 Symetrie: ∀x,y∈A xRe y ⇒ yRe x

A3 Transitivität: ∀x,y,z∈A ⇒ xRe y ∧ yRe z ⇒ xRe z

heiÿt Äquivalenzrelation

Zwei Elemente x, y ∈ A mit xRe y heiÿen äquivalent und man schreibt meist

x ∼ y

Die Äquzivalenklasse eines Elementes x ∈ A ist due Teilmenge [x] := {y ∈ A | y ∼ A}
von A

Beispiel.

1. A := {Menge aller Geraden in der Ebene}
Re := {(g, h) ∈ A× A | g parallel zu h}
g ist parallel zu g

g ist parallel zu h, das heiÿt auch: h ist parallel zu g

2. A := Menge aller Menschen

Re := {(x, y) ∈ A× A | x Vater von y}
das verletzt aber A1, A2 und A3!

14



0.3. Relationen und Abbildungen

Eigenschaften der Äquivalenzklasse [x]

1. Es existiert keine leere Äquivalenzklasse!

Beweis. Wegen A1 gilt immer x ∈ [x]

2. Zwei Äquivalenzklassen [x] und [y] sind

entweder identisch (das heiÿt [x] = [y], nämlich falls x ∼ y)

oder disjunkt (das heiÿt [x] ∩ [y] = ∅, nämlich falls x 6∼ x)

Beweis. Für x, y ∈ A gilt entweder x ∼ y oder x 6∼ y.
Fallunterscheidung

1. Fall, (x ∼ y): dann gilt:

[x] ⊂ [y], denn z ∈ [x]⇒ z ∼ x ∧ x ∼ y
A1⇒ z ∼ y ⇒ z ∈ [y]

[y] ⊂ [x], denn z ∈ [y]⇒ z ∼ y ∧ x ∼ y
A2 A3
=⇒ z ∼ y ⇒ z ∈ [x]

es folgt also: [x] = [y]

2. Fall, x 6∼ y: Wir Beweisen [x] ∩ [y] 6= ∅ durch Widerspruchsbeweis (also indirekt)

Annahme: [x] ∩ [y] 6= ∅, das heiÿt es existiert (mindestens) ein z ∈ A mit

z ∈ [x], das heiÿt z ∼ x
und z ∈ [y], das heiÿt z ∼ y

«
dann müsste (nach A2 und A3)x ∼ y gelten

also muss [x] ∩ [y] = ∅ sein

damit haben wir bereits unseren ersten Satz bewiesen:

Satz 0.3.1. Satz über die Äquivalenzrelationen
Jede Äquivalenzrelation in einer Menge A induziert eine Zerlegung von A in nichtleere,
paarweise disjunkte Äquivalenzklassen.

Weitere Bezeichnungen:

• Repräsentant einer Äquivalenzklasse [x]:

Jedes y ∈ [x], denn [x] = [y]

• Repräsentantensystem TeilmengeM ⊂ A, die aus jeder Äquivalenzklassen genau
ein Repräsentant enthält

• Quotientenmenge Menge aller Äquivalenzklassen (Faktorenmenge)

A|∼ := {[x] ∈ P(A) | x ∈ A} ⊂ P(A)

De�nition. Eine Relation Re einer Menge A mit den Eigenschaften

1. Re�exivität: ∀x∈A xRe x

15



0. Grundlagen der Logik und der Mengenlehre

2. Antisymetrie: ∀x,y∈A xRe y ∧ yRe x⇒ x = y

3. Transitivität: ∀x,y,z∈A xRe y ∧ yRe z ⇒ xRe z

heiÿt Ordnungsrelation (Halbordnung) und man schreibt meist x ≤ y

Re heiÿt Totalordnung (lineare Ordnung), wenn

∀x,y∈A xRe y ∨ yRe x

Beispiel.

1. Die natürliche Ordnung �≤� in den Zahlenmengen N, Z, Q, R (siehe später)
ist eine lineare Ordnung.

2. In einem Mengensystem A = {A,B, . . .} wird durch

A ≤ B :⇔ A ⊆ B

eine Ordnung �≤� de�niert, die im allgemeinen keine Totalordnung ist. Es ist
eine Teilmengenrelation

Beispiel. Sei E := {a, b} (a 6= b) eine Paarmenge und

A = P(E) = {∅, {a}, {b}, {a, b}}

mit dem Ordnungsschema

∅< {a} <
< {b} <{a, b}

{a} und {b} sind bezüglich �<� nicht vergleichbar!

Auch Abbildungen zwischen Mengen können als spezielle Relation, durch ihren Graphen
de�niert werden.

De�nition. Eine Relation f ⊂ A×B zwischen den Mengen A und B heiÿt eine Abbildung
A und B wenn gilt:

∀x∈A∃!y∈B (x, y) ∈ f

insbesondere:
(x, y) ∈ f ∧ (x, y′) ⊂ f ⇒ y = y′

Jedem Element x ∈ A wird genau ein y = f(x) ∈ B zugeordnet. Statt �f ⊂ A × B� und
(x, y) ∈ f schreibt man:

f : A→ B x 7→ y = f(x)

In Worten ausgedrückt: �f bildet die Menge A nach B ab�. A heiÿt De�nitionsmenge,
B die Zielmenge und unter �Bild� versteht man:

im f = f [A] := {y ∈ B | ∃x∈A f(x) = y} = {f(x) ∈ B | x ∈ A}
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Weitere Bezeichnungen :
Gilt y = f(x), so heiÿt �y das Bild von x� beziehungsweise �x ein Urbild y� unter f .
Für Teilmengen A′ ⊂ A, B′ ⊂ B heiÿt das Bild von A′: f [A′] := {f(x) ∈ B | x ∈ A′} und
f [B′] := {x ∈ A | f(x) ∈ B′} ⊂ A

Bemerkung. Abbildungen zwischen Zahlenräumen heiÿen auch Funktionen

Beispiel.

1. R→ R
x 7→ f(x) := sinx im f [−1, 1]

2. f : N→ {0; 1}

n→ f(n) :

¨
0 falls n gerade
1 falls n ungerade

im f = {0; 1}

3. f : N→ N
n 7→ f(n) = n2; im f = {1; 4; 9; . . .}

4. f : R+ → R+

x 7→ f(x) = x2; im f = R+

Sie zeigen wichtige Eigenschaften von Abbildungen.

De�nition. Eine Abbildung f : A→ B heiÿt

1. surjektiv, wenn jedem y ∈ B mindestens ein Urbild x ∈ A besitzt, das heiÿt,
wenn gilt:

∀y∈B∃x∈A f(x) = y bzw. f [A] = B,

oder mit anderen Worten: Die Bildmenge ist gleich Zielmenge.

Beispiel 2 und 4 sind surjektiv.

2. injektiv, wenn jedes y ∈ B höchstens ein Urbild x ∈ A besitzt, das heiÿt:

∀x,x′∈A (x 6= x′ ⇒ f(x) 6= f(x′)) bzw.

∀x,x′∈A (f(x) = f(x′)⇒ x = x′)

Beispiel 3 und 4 sind injektiv.

3. bijektiv, also Eindeutig und umkehrbar Eindeutig, falls sie surjektiv und
injektiv ist, das heiÿt also, dass jedes y ∈ B genau ein Urbild x ∈ A besitzt.

In diesem Fall existiert die Umkehrabbildung f−1 : B → A mit den kennzeichnenden
Eigenschaften:

∀x∈A f−1(f(x)) = x und ∀y∈B f(f−1(y)) = y

Bemerkung. Bei einer (nur) injektiven Abbildung f : A → B ist f : A → f [A] ⊂ B
bijektiv und es existeirt die Umkehrabbildung f−1 : f [A]→ A.
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0. Grundlagen der Logik und der Mengenlehre

De�nition. (a) Für Abbildungen f : A→ B und g : B → C ist die Komposition, also
die Verkettung bzw. die Hintereindanderasuführung g ◦f : A→ C [sprich: �g�
nach �f �] de�niert durch

∀x∈A(g ◦ f)(x) = g(f(x))

(b) Bei einer Abbildung f : A→ B und einer Teilmenge A′ ⊂ A heiÿt die Abbildung

f |A′ : A′ → B; x 7→ f(x)

die Einschränkung von f auf A′

Bemerkung. zu (a):
Für die Umkehrabbildung f−1 : B → A einer Bijektion f : A→ B gilt

f−1 ◦ f = idA und f ◦ f−1 = idB

mit der Identitätsabbildung:
idA : A→ A

x 7→ x
idB B → B

y 7→ y

Für Abbildungen allgemein gilt:

f : A 7→ B :⇔ ∀x∈A∃!y∈B f(x) = y

Zur Bezeichung:

• Bild: statt f [A′] auch f(A′).

• Urbild: statt f−1[B′] auch f−1(B′), auch wenn f−1 gar nicht existiert!

Speziell geschriebene Abbildungen:
Eine Abbildung a : I → X heiÿt auch eine Familie von Elementen aus X bezeichnet mit
(ai ∈ X)i∈I oder kürzer: (ai)i∈I . Ihr De�nitionsbereich I heiÿt dann Indexmenge, ein
Wert ai := a(i) ein Glied der Familie und die zugehörige Bildmenge:

a[I] = {ai ∈ X | i ∈ I} = {ai ∈ X}i∈I

Spezialfall: Eine Familie mit Indexmenge N = {1, 2, . . .} heiÿt eine Folge von Ele-
menten aus X bezeichnet mit (ak ∈ X)k∈N und ist nichts anderes als eine Abbildung
a : N→ X. Weiter ist BA = {f ∈ A× B | f : A→ B} die Menge aller Abbildungen von
A nach B und entsprechend:

• XI = Menge aller Familien (ai ∈ X)i∈I bzw

• XN = Menge aller Folgen (ak ∈ X)k∈N
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0.4. Die natürlichen Zahlen

Bemerkung. Familien verallgemeinern den Begri� eines geordneten Paares

(ai ∈ X)i∈I = (bi ∈ X)i∈I ⇔ ∀i∈Iai = bi

Dies gilt nicht für die zugeörigen indizierten Mengen.
Man unterscheidet:

(ai ∈ X)i∈I ∈ XI und {ai ∈ X}i∈I} ⊂ X

Jede Menge X kann als indizierte Menge aufgefasst werden. Setzt man ax = x (das heiÿt,
a = idx), so gilt:

X = {ax | x ∈ X}

Für Mengenfamilien (Ai ∈ A)i∈I ist de�niert:

• die Vereinigung: [
i∈I

=
[
{Ai ∈ A | i ∈ I} = {x | ∃i∈I x ∈ Ai}

• der Durchschnitt: \
i∈I

=
\
{Ai ∈ A | i ∈ I} = {x | ∀i∈I x ∈ Ai}

wobei I 6= ∅

• das kartesische Produkt:

×i∈IAi = {(ai)i∈I | ∀i∈I ai ∈ Ai}

Bemerkung. ×i∈IAi verallgemeinert das in 0.2 auf Seite 10 eingeführte kartesisches
Produkt A1 × A2 zweier Mengen. Man kann ein n-Tupel als Familie mit Indexmenge
I = {1, . . . , n}

Einermenge
1 = {∅}
2 = {∅, {∅}} = 1 ∪ {1}

n+ 1 = n ∪ {n}

0.4. Die natürlichen Zahlen

Die Menge N der natürlichen Zahlen mit dem Anfangselement 1 und der vom natürlichen
Zählprozess gelieferten Nachfolgern, gebildet durch n 7→ n+ = n + 1, lässt sich durch die
folgenden Peano-Axiomen charakterisierung.

P1 1 ∈ N

P2 ∀n∈N n+ ∈ N, das heiÿt: + : N→ N

P3 ∀n∈N n+ 6= 1, das heiÿt: 1 /∈ im+
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P4 ∀m,n∈N m+ = n+ ⇒ m = n, das heiÿt + : N→ N ist injektiv

P5 ∀T⊂N (1 ∈ T ∧ ∀n∈N n ∈ T ⇒ (n+ 1) ∈ T ⇒ T ∈ N)

Aus P5 folgt das Prinzip der Vollständigen Induktion. Es ist eine wichtige Beweisme-
thode.
Ausführlicher geschrieben:
Ist T eine Teilmenge (Induktionsmenge) von N mit den Eigenschaften

1. Induktionsanfang: 1 ∈ T

2. Induktionsschritt: ∀n∈N (n ∈ T ⇒ n+ 1 ∈ T )

n ∈ T mit einem beliebigen n ∈ N (aus Induktionsannahme) folgt im Induktionsschluss,
dass auch n+ 1 ∈ T so gilt T = N

Beispiel. Wir wollen zeigen, dass

∀n∈N

nX
k=1

(2k − 1) = 1 + 3 + · · ·+ (n− 1)

gilt. Die Induktionsmenge ist hier

T :=

(
n ∈ N

����� nX
k=1

(2k − 1) = n2

)
1. Induktionsanfang 1 ∈ T denn 2 · 1− 1 = 2− 1 = 1=̂12 = 1

2. Induktionsschritt:

Induktionsannahme: Es sei n eine beliebige Zahl aus T

Induktionsschluss: Dann ist auch n+ 1 ∈ T , denn
n+1X
k=1

(2k − 1) =
nX
k=1

(2n− 1)| {z }
laut Ind. Annahme=n2

+(2(n+ 1)− 1)

= n2 + 2n+ 2 + 1

n2 + 2n+ 1 = (n+ 1)2

(n+ 1)2 = (n+ 1)2

Bemerkung. Bei einfachen Aussagen α(n) braucht eine Induktionsmenge T = {n ∈
N | α(n)} nicht explizit angegeben zu werden. Mann zeigt dann, um ∀n∈N α(n) zu beweisen,
α(1) und ∀n∈N(α(n)⇒ α(n + 1)). Sie ist aber nur in komplizierten Fällen zu empfehlen
unter anderem, wenn mehrere Variablen vorkommen.

Im Beispiel wurde schon benutzt, dass in N (und N0 := N ∪ {0}) natürliche Rechenope-
rationen �+� und �−� erklärt sind. Weiter ist N (und N0) durch die vom Zählprozess
induzierte natürliche Anordnung �≤� linear geordnet.
N (und N0) ist sogar Wohlgeordnet, das heiÿt es giltWohlordnung (WO). Dies bedeutet,
dass jede nichtleere Teilmenge A ⊂ N besitzt ein kleinstes Element:

∀A⊂N (A 6= ∅ ⇒ ∃m∈A∀n∈A m ≤ n)
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0.4. Die natürlichen Zahlen

Bemerkung. 1. Ein solches kleinstes Element m ist wegen

∀n∈A m 6= n ∧ ∀n∈A m′ ≤ n⇒ m ≤ m′ ∧m′ ≤ m⇒ m = m′

eindeutig bestimmt und heiÿt Minimum von A

m = minA

2. In jeder (halb∼) geordneten Menge folgt aus der Wohlordnung auch die Totalord-
nung. Die Umkehrung ist im allgemeinen nicht richtig!

zum Beispiel besitzt {x ∈ Q | x > 0} kein Minimum

3. Ein (teilweise umstrittener) Satz der Mengenlehre besagt, dass jede (noch so kom-
plizierte) Menge wohlgeordnet werden kann. Als Hilsmittel benötigt man das Aus-
wahlaxiom und das Zornsche Lemma

Wir vergleichen Mengen bezüglich ihrer Elementenanzahl.

1. Zwei Mengen heiÿen gleichmächtig, wenn eine Bijektion f : A→ B existiert.

2. A heiÿt weniger Mächtig, als B, wenn eine Injektion existiert, das heiÿt A und
f [A] ⊂ B gleichmächtig sind.

3. Eine Menge A heiÿt

endlich, wenn sie Gleichmächtig einem Abschnitt {1, . . . , n}, mit n ∈ N oder
leer sind.

abzählbar unendlich, wenn die gegebene Menge und die Menge N gleichmäch-
tig sind. Zusammen sind sie abzählbar

ansonsten bezeichnet man die Menge als überabzählbar

Beispiel. N und N0 ) N sind gleichmächtig, denn es gibt eine Abbildung (Projektion)

f : N0 → N, n 7→ n+ 1.
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1. Zahlenräume

1.1. Der Ring der ganzen und der Körper der
rationalen Zahlen

Eigenschaften des Zahlenraumes N (oder N0)

A1 Algebraische Eigenschaften

bezüglich �(+)� gilt dieAssoziativgesetz undKommutativgesetz, Kürzungs-
regel:

n1 + l = n2 + l

n1 = n2

bezüglich �(·)� gilt das Assoziativgesetz- und Kommutativgesetz

bezüglich �(x, ·)� gilt das Distributivgesetz

A2 Ordnungseigenschaft: es gilt �(≤)� Totalordnung (genau genommen sogar Wohlord-
nung)

A3 Verträglichkeit (für l ∈ N)

n1 ≤ n2 ⇒ n1 + l ≤ n2 + l

n1 ≤ n2 ⇒ n1 · l ≤ n2 · l

Fehler von N0 Gleichungen der Form

n+ x = m (1.1)

sind nicht für alle n,m ∈ N0 lösbar!
Ziel: Erweiterung von N0 so, dass 1.1 immer lösbar ist.
Methode: Darstellung der gesuchten Lösung x als Paare (m,n) ∈ N0×N0 mit x+n = m,
also x = m− n

• x = 1 wird repräsentiert durch (1, 0), (2, 1), (3, 2), . . .

• x = 0 wird repräsentiert durch (0, 0), (1, 1), (2, 2), . . .

• x = −1 wird repräsentiert durch (0, 1), (1, 2), (1, 2), . . .
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1.1. Der Ring der ganzen und der Körper der rationalen Zahlen

Zusammenfassung der Paare zu Äquivalenzklassen

Satz 1.1.1.

1. In N0 × N0 wird durch

(m1, n1) :⇔ m1 − n2 = m2 − n2 |+ n1; +n2

⇒ m1 + n2 = m2 + n1

eine Äquivalenzrelation de�niert. Die zugehörige Äquivalenzklasse z = [(m,n)]
bilden (als Quotientenmenge) die Menge

Z = (N0 × N)|∼

2. Die Abbildung i : N0 → Z, n 7→ [(n, 0)] ist eine Injektion, unter der i : [N0] ⊂ Z
mit N0 selbst identi�zert werden kann.
Damit gilt:

N0 ⊂ Z

Bemerkung.

1. Axiome A1 bis A3 sind leicht zu überprüfen

2. i ist injektiv wegen

i(n1) = [(n1, 0)] = [(n2, 0)] = i(n2)

⇒ (n1, 0) ∼ (n2, 0)
Def. v. ∼⇒ n1 = n2

Die Operatoren �+, ·� sowie die Ordnung �≤� lassen sich von N0 auf Z fortsetzen durch

z1 + z2 = [(m1, n1)] + [(m2, n2)] := [(m1 +m2, n1 + n2)]

z1 + z2 = [(m1, n1)] + [(m2, n2)] := [(m1 · n2 + n2 · n1,m1 · n2 + n1 ·m2)]

z1 = [(m1, n1)] ≤ [(m2, n2)] = z2

:⇔ m1n2 ≤ m2 + n1

Wichtig: Die De�nitionen sind unabhngig 0 von der Repräsentantenwahl!
De�niert man zu z := [(m,n)] das negative −z := [(n,m)], so ist die Gleichung z + x0w
jetzt eindeutig durch x := −z + w lösbar
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1. Zahlenräume

Eigenschaften des Zahlenraumes Z

1. Algebraische Eigenschaften:

bezüglich �(+)� eine abelsche Gruppe

bezüglich �(·)� assoziativ, kommutativ, das heiÿt es gilt die Kürzungsregel:

z1 · w = z2 · w ∧ w 6= 0

⇒ z1 = z2

bezüglich �(+, ·)� distributiv

2. Ordnungselemente:

bezüglich �(≤)� gilt die Totalordnung (aber keine Wohlordnung)

3. Verträglichkeit:
z1 ≤ z2,⇒ z1 + w ≤ z2 + w

z1 ≤ z2 ∧ w ≥ 0⇒ z1 · w ≤ z2 · w

Bemerkung. Die Kürzungsregel ist äquivalent zu

z · w = 0⇒ z = 0 ∨ w = 0,

es gilt also die Nullteilerfreiheit
1 bis 3 besagen:

Satz 1.1.2. Z ist bezüglich +, ·,≤ ein linear geordneter, nullteilerfreier kommutativer
Ring mit Einselement

Fehler von Z Gleichungen der Form

n · x = m (1.2)

sind nicht für alle m ∈ Z, n ∈ Z0 := Z\{0} lösbar. Im Besonderen ist 1.2 für n = 0 und
m 6= 0 niemals lösbar!

Ziel: Erweiterung von Z, sodass alle Gleichungen von 1.2 immer lösbar ist.
Methode: Darstellung der gesuchten Lösung x als Paare (m,n) ∈ Z × Z0, Zusammen-
fassung dieser Paare zu Äquivalenzklassen liefert:

Satz 1.1.3.

1. In Z× Z wird durch

(m1, n1) (m2, n2) :⇔ m1 · n2 = m2 · n1

eine Äquivalenzrelation de�niert. Die zugehörigen Äquivalenzklasse p = [(m,n)]
bilden als Quotientenmenge die Menge Q := (Z× Z0)|∼ die rationalen Zahlen
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1.1. Der Ring der ganzen und der Körper der rationalen Zahlen

2. Die Abbildung j : Z → Q, n 7→ [(n, 1)] ist eine Injektion unter der j[Z] ⊂ Q mit
selbst identi�ziert werden kann. Dann gilt N0 ⊂ Z ⊂ Q

+, ·,≤ lassen sich wieder von Z auf Q fortsetzen.

+, ·,≤ lassen sich wieder von Z auf Q fortsetzen. De�niert man für p := [(m,n)] 6= 0 das
Inverse p−1 := [(n,m)], so ist die Gleichung p · x = q jetzt eindeutig durch x := p−1q =: q

p

lösbar. Für p · x = 1 gilt x := p−1

Eigenschaften vom Zahlenraum Q

1. Algebraische Eigenschaften Körpereigenschaften

bezüglich �(+)� ist Q eine abelsche Gruppe

bezüglich �(·)� ist auch Q\{0} ebenfalls eine abelsche Gruppe
bezüglich �(+, ·)� ist Q distributiv

2. Ordnungseigenschaften

bezüglich �(≤)� ist Q total geordnet

3. Verträglichkeit
p1 ≤ p2 ⇒ p1 + q ≤ p2 + q

p1 ≤ p2 ∧ q ≥ 0⇒ p1 · q ≤ p2 · q

Aus 1 bis 3 folgt:

Satz 1.1.4. Q ist bezüglich +, ·,≤ ein linear geordneter Körper

Bemerkung. Q ist der kleinste, linear geordneter Körper, der N0, bzw. ein injektives
Bild davon enthält.

Zur Mächtigkeit von Z und IQ

Satz 1.1.5. Z und Q sind abzählbar unendliche Mengen

Beweis.

1. Die Abbildung
f : N0 → Z das heiÿt 0 7→ 0

2n→ −n 1 7→ 1

2n→ n+ 1 2 7→ −1

3 7→ 2

4 7→ −2

ist eine Bijektion. Also sind N0 und Z gleichmächtig, denn es gilt f(k) = 1
4
(1 −

(−1)k · (2k + 1)). Beweisen kann man dies über die vollständige Induktion.

2. Eine explizite Abzählung von Q+ := {m
n
> 0 | m,n ∈ N} liefert das (1.) Cantor-

sche Diagonalverfahren

Die Abbildung f : N→ Q+ ist znächst nur surjektiv. Das Auslassen aller nicht
teilerfremden Brüche liefert eine bijektioin. Erweiterung auf Q wie unter 1
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n\m 1 2 3 · · ·
1 1

1
1
2

1
3
· · ·

2 2
1

2
2

2
3
· · ·

3 3
1

3
2

3
3
· · ·

...
...

...
...

. . .

1.2. Der Körper der reellen Zahlen

Auch der Körper der rationalen Zahlen besitzt noch immer �lücken�. So ist nicht jede
Gleichung der Form

xn = y n ∈ N, x ∈ Q

lösbar. So löst keine rationale Zahl die Gleichung x2 = 2

Beweis. durch Widerspruch: Sei x = m
n
eine Lösung m,n ∈ N, m und n sind teilerfremd,

das heiÿt auch, dass m und n nicht beide geradzahlig sind.

m2

n2
= 2

⇒ m2 = 2n2

m2 ist gerade. Damit ist auch m selbst gerade, das heiÿt m = 2 · l. Setzt man dies in die
Gleichung ein, so folgt:

4l2 = 2n2

2l2 = n2

n wäre damit auch geradzahlig!
Widerspruch zur Teilerfremdheit laut Aufgabenstellung!

Es gibt verschiedene Möglichkeiten, die Lücken zu schlieÿen um einen vollständigen
Erweiterungskörper R > Q zu erhalten. Mittel um diese Lücken zu schlieÿen sind

• Intervallschachtellung

• Dedekind'sche Schritte

• Äquivalenzklassenrelation

Alle liefern das gleiche Ergebnis: Vollständigkeit kann mit der sogenannten Supre-
mumseigenschaft charakterisiert werden.

De�nition. Die Menge M sei durch ≤ linear geordnet.

1. Eine Teilmenge A ⊂M heiÿt nach oben beschränkt, wenn gilt:

∃s∈M∀a∈A a ≤ s

ein solches s ∈M heiÿt dann obere Schranke von A
(Analog geht die De�nition für die untere Schranke).
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2. Ein s0 ∈ M heiÿt Supremum (obere Grenze) der Teilmenge A ⊂ M , s0 = supA,
wenn es eine kleinste obere Schranke von A ist, das heiÿt, wenn für jede andere
obere Schranke s von A gilt s ≥ s0

(Analog de�niert man das In�mum (inf A) also gröÿte untere Schranke)

Bemerkung.

1. Ein Supremum/In�mum ist, wenn es existiert, eindeutig bestimmt, denn für 2
Suprema s0, s̃0 gilt s0 ≥ s̃0 und s̃0 ≥ s0 ⇒ s0 = s̃0

2. Ein Supremum s von A mit s ∈ A heiÿt Maximum von A, geschrieben als �s =
maxA�.
Ein In�mum s von A mit s ∈ A heiÿt auch Minimum von A, geschrieben auch
als �s = minA�

De�nition. Ein linear geordneter Körper heiÿt (Ordnungs)-Vollständig, wenn er die
soganannte Supremumseigenschaft erfüllt, das heiÿt, jede nichtleere, nach oben be-
schränkte Teilmenge A 6= ∅ ein Supremum besitzt

Bemerkung.

1. In einem vollständigen, linear geordneten Körper K besitzt auch jede nach unten
beschränkte Teilmenge A 6= ∅ ein In�mum
Begründung: Betrachte die Spiegelung im Punkt 0: Ã := {−x ∈ K | x ∈ A}

2. Q ist nicht vollständig, zum Beispiel besitzt die Menge A := {x ∈ Q | x2 < 2} kein
Supremum (siehe später)

Eine Möglichkeit um Q zu vervollständigen benutzt folgende Methode:
Man de�niere eine relle Zahl α als eventuell fehlendes Supremum einer Teilmenge von Q

α↔ {x ∈ Q | x < α}

durch ein bestimmte �Modellmenge� α ⊂ Q, die dann diese Zahl als Supremum besitzt.
Mit anderen Worten: Man ergänzt den Zahlenkörper der rationalen Zahlen mit den da-
zwischenliegenden reellen Zahlen.

De�nition. Eine Teilmenge α ⊂ Q heiÿt Dedekindscher Schritt in Q, wenn mit ᾱ :=
{Q α = Q\α gilt

D1 α 6= ∅, ᾱ 6= ∅

D2 α < ᾱ, das heiÿt ∀p∈α∀q∈ᾱ p < q

D2 α besitzt kein gröÿtes Element, das heiÿt ∀p∈α∃q∈α q > p

α↔ {x ∈ Q | x < α}
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1. Zahlenräume

Satz 1.2.1. Satz über die Ordnungsvollständigkeit von R
Der Menge R∗ := {α ⊂ Q | α Schritt in Q} ⊂ P(Q) wird durch die Inklusion ⊂ linear
geordnet und besitzt die Supremumseigenschaft.
Q selbst kann Ordnungsverträglich in R∗ eingebettet werden

Beweis.

1. Die Inklusion �⊂� de�niert eine (Halb∼)Ordnung in P(Q) erst recht in R∗ ⊂ P(Q).
Zur Totalordnung: Seien α, β Schritte in Q mit ¬(α ⊂ β) zu zeigen ist β ⊂ α ein
p ∈ α. Wegen ¬(α ⊂ β) existiert ein p ∈ α mit p /∈ β, das heiÿt p ∈ β̄. Für jedes
q ∈ β gilt dann nach D2 q < p. Dann ist auch q ∈ α, denn falls q /∈ α, also q ∈ ᾱ
müsste nach D2 q > p gelten. Ein Widerspruch! Also ist β ⊂ α

2. Sei A ⊂ R∗ eine nichtleere Menge von Schnitten, die nach oben beschränkt ist, das
heiÿt es existiert ein % ∈ R∗ mit ∀α∈A α ≤ % (das heiÿt α ⊂ % mit % als obere
Schranke). Wir zeigen:

σ : s =
[
A =

[
α∈A

α ∈ R∗

ist Supremum von A

(a) Schnitteigenschaften:

D1:
A 6= ∅ ∀α∈A α 6= ∅ ⇒ σ =

[
α∈A

α 6= ∅

∀α∈A α ⊂ %⇒ ∀α∈A ᾱ ⊃ %̄⇒ σ̄ =
\
α∈A

ᾱ[
α∈A

ᾱ ⊃ % 6= ∅ ⇒ σ 6= ∅

D2:
p ∈ σ ⇒ ∃ α0 ∈ A
q ∈ σ̄ ⇒ ∀α∈A q ∈ ᾱ

«
⇒ p ∈ α0 ∧ q ∈ ᾱ0

D2⇒ p < q

D3:
p ∈ σ ⇒ p ∈ α0

α0 ∈ A
D3⇒ es existiert q ∈ α0σ mit q > p

(b) ∀α∈A α ⊂ σ, das heiÿt α ≤ σ ⇒ σ ist obere Schranke von A
Sei σ̃ eine weitere obere Schranke von A, das heiÿt ∀α∈A α ⊂ σ̃. Dann ist auch
σ =

T
α⊂A α ⊂ σ̃, das heiÿt σ ist kleinste obere Schranke von A

3. Die Abbildung i : Q → R∗, r 7→ r∗ := {p ∈ Q | p < r} ist wohl de�niert, also
r∗ ∈ R∗, und injektiv, denn r 6= s⇒ r∗ 6= s∗ und es gilt

r ≤ s⇔ r∗ ⊂ s∗

also Ordnungsvollständigkeit!
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1.2. Der Körper der reellen Zahlen

Man kann jetzt auf R∗ arithmetische Operationen +, · einführen, zum Beispiel α + β :=
{r + s ∈ Q | r ∈ α, s ∈ β}, so dass R bezüglich +, ·,≤ (= c) einen vollständigen linear
geordneten Körper bildet, der Q, (bzw. sein injektives Bild Q∗ = i[Q] ⊂ R∗) als Teilkörper
enthält. Das ist allerdings nicht so einfach. Finden kann man dies in diversen Literaturen,
Beispielsweise Ebbinghausen u.a. unter �Zahlen�.
Man kann zeigen, dass je zwei solche Körper, egal wie konstruiert, isomorph sind, das
heiÿt es existiert eine Bijektion f zwischen ihnen die +, ·,≤ respektiert:

f(x+ y) = f(x) + f(y)

f(x · y) = f(x) · f(y)

x ≤ y ⇔ f(x) ≤ f(y)

Es gilt:

Satz 1.2.2. Hauptsatz über den Raum R
Es gibt (bis auf die Isometrie) genau einen (ordnungs- )vollständigen linear geordne-
ten Körper, das heiÿt Q (bzw. ein injektives Bild) als Teilkörper, enthält genau Körper
R der reellen Zahlen.
Wir arbeiten im folgenden mit dieser Beschreibung von R, nicht mit einem speziellen
Modell (etwa R∗)
Bezeichnungen:

• R+ := {x ∈ R|x > 0}, analog R−, Q+, Q−

• [a, b] := {x ∈ R|a ≤ x ≤ b} abgeschlossenes Intervall

• ]a, b[ := {x ∈ R|a < x < b} o�enes Intervall

• ]a, b] := {x ∈ R|a < x ≤ b} halbo�enes Intevall

Zusatz: Mann kann die linear geordneten Menge R ergänzen durch zwei Symbole −∞
und ∞ /∈ R mit ∀x∈R −∞ < x <∞. Dieses liefert die abgeschlossene relle Zahlengerade
R̄ := R∪{−∞,∞}. Die Körperstruktur von R kann aber nicht auf auf R̄ fortgesetz werden.
Bezeichnung: [a,+∞[ = {x ∈ R | a ≤ x(<∞} und analog ]−∞, a] , ]a,+∞[ , ]−∞,+∞[ =
R

Wichtige Eigenschaften von R

Satz 1.2.3. R ist archimedisch angeordnet, das heiÿt zu je 2 positiven Zahlen x, y ∈ R
gibt es eine natürliche Zahl n ∈ N mit der Eigenschaft n · x > y
Bedeutung: Es gibt keine unendlich groÿen und unendlich kleine Zahlen!

Beweis. Seien x, y > 0 vorgegeben und A := {n · x ∈ R | n ⊆ N} ⊂ R.
Wäre die Aussage falsch, also gelte ∀n∈N n · x ≤ y, so wäre y eine obere Schranke von A
und es gäbe ein Supremum s = supA.
s − x < s ist dann keine obere Schranke von A, das heiÿt es existiert ein m ∈ N mit
m · x > s− x.
Es folgt (m+ 1)| {z }

∈A

·A > s im Widerspuch zu s = supA
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1. Zahlenräume

Folgerung.

1. In R ist die Teilmenge N nicht beschränkt

∀y∈R∃n∈N n > y

2. Zu jedem auch noch so kleinen ε > 0 existiert ein n ∈ N mit

0 <
1

n
< ε

Satz 1.2.4. Q liegt dicht in R, das heiÿt zwischen je zwei rellen Zahlen x, y liegt eine
rationale Zahl q ∈ R, also:

∀x,y∈R (x < y)⇒ ∃q∈Q x < q < y

Beweis. Sei zunächst 0 ≤ x < y.
Wegen: y − x > 0 gilt nach Satz 1.2.3

∃n∈N n(y − x) > 1 (1.3)

Die Menge M := {k ∈ N | k > n · x} ⊂ N ist nicht leer und besitzt daher ein kleinstes
Element m ∈ N (folgt aus der Wohlordnung).
Für dieses m gilt dann ¨

m ∈M, das heiÿt m > n · x
m− 1 /∈M, das heiÿt m− 1 ≤ n · x

«
,

also zusammen:
m− 1 ≤ n · x < m (1.4)

wobei:
m− 1 ≤ n · x (1.5)

und:
n · x > m (1.6)

Aus 1.3 und 1.4 folgt:

n·
1.6
< m

1.5
≤ n · x+ 1

1.3
< n · y,

also x < m
n
< y.

Der Fall x < 0 < y ist trivial

Satz 1.2.5. Satz über die existenz von Wurzeln

∀y>0∀n∈N∃!x>0 x
n = y

Schreibweise: x = n
√
y oder y

1
n

Beweis. Eindeutigkeit: Aus 0 ≤ x1 < x2 folgt xn1 < xn2
Existenz: Sei A := {t ∈ R+ | tn < y}
Es gilt:
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1.2. Der Körper der reellen Zahlen

1. A 6= ∅, denn für t := y
1+y

> 0 gilt: t < 1 und t < y, also tn

tn ≤ t < y das heiÿt: t ∈ A

2. A ist nach oben beschränkt: Für t := 1 + y gilt tn = (1 + y)n > 1 + y > y das heiÿt
t ist obere Schranke von A

Wegen der Vollständigkeit von R existiert also eindeutig ein x = supA
Behauptung Für dieses x gilt xn = y

(a) Annahme: xn < y

Wir wählen ein h mit 0 < h < min
n

y−xn
n(x+1)n−1 , 1

o
. Für dieses gilt dann:

(x+ n)n − xn = ((x+ n)− x) · ((x+ n)n−1x0 + (x+ n)n−2 · x . . .+ (x+ n)0 · xn−1)

< h · n(x+ h)n−1
h<1
≤ h · n(x+ 1)n−1

x→x+h
< y − xn

also (x+h)n < y das heiÿt x+h ∈ A. Also kann x keine obere Schranke von A sein.

(b) Annahme: xn > y Setze h := xn−y
n·xn−1 ist 0 < n < x. Für alle t ≥ x− n > 0 gilt dann

xn − tn ≤ xn − (x− h)n

h<1
< h · nxn−1 = xn − y

also tn > y. das heiÿt t /∈ A, oder es gilt für alle t ∈ A t < x − h. Folglich ist
x− h < x eine obere Schranke von A und x keine kleinste obere Schranke.

Wegen der Totalordnung bleibt nur xn = y übrig.

Beweis. Der Beweis zeigt auch, dass Q nicht vollständig ist. Für n = 2, y = 2 nehme man
an, die Menge A = {t ∈ Q+ | t2 < 2} besitze ein Supremum x ∈ Q. Wie unter (a) und
(b) zeigt man in Q, dass die Fälle x2 < 2 und x2 > 2 ausscheiden. Aber auch x2 = 2 ist
nicht möglich. Ein Widerspruch!

De�nition. Eine Folge (Sk)k∈N von abgeschlossenen Intervallen Sk = [ak, bk] ⊂ R (mit
ak ≤ bk) heiÿt monoton fallend, falls

∀k∈N Sk+1 ⊂ Sk, (d.h. S0 ⊃ S1 ⊃ S2 ⊃ S3 ⊃ . . .)

Satz 1.2.6. Prinzip der Intervallschachtellung
Jede monoton fallende Folge (Sk ⊂ R)k∈N abgeschlossener Intervalle besitzt einen nicht-
leeren Durchschnitt.

Beweis. Wegen [a1, b1] ⊇ [a2, b2] ⊇ . . . gilt a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ · · · ≤ b2 ≤ b1. Die Menge
A := {an ∈ R | k ∈ N} ist also nicht leer und ist nach oben beschränkt. Demzufolge
existiert S = supA ∈ R mit den Eigenschaften:

∀k∈N ak ≤ S,
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1. Zahlenräume

da S obere Schranke von A ist. Also gilt:

∀k∈N S ∈ [ak, bk] = ik, das heiÿt S ∈
\
k∈N

Sk

Bemerkung. Diese Eigenschaft wird auch dazu benutzt, R über Intervallschachtelung zu
de�nieren.

Satz 1.2.7. R ist überabzählbar!

Beweis. Sei N→ R, k 7→ xk eine Abzählung von R, also eine Bijektion.
Wir konstruieren jetzt eine Folge von abgeschlossenen Intervallen durch

S1 = [a1, b2] mit a1 < b1, x1 /∈ S1

S2 = [a2, b2] mit a2 < b2, x2 /∈ S2 und S2 < S1

Dies ist möglich. Ma teile S1 in drei gleichgroÿe Teilintervalle und wähle

S2 =

8><>: linkes Drittel 1.
rechtees Drittel 2.
egal welches 3.

9>=>;
1. falls x2 in der rechten Hälfte von S1

2. falls x2 in der linken Hälfte von S1

3. wenn x2 /∈ S1

Es entsteht eine monoton fallende Folge (Sk)k∈N wobei nach Satz 1.2.6 ein Element s ∈T
Sk existiert.

Dieses s ∈ R liegt in allen Intervallen. Sk ist also verschieden von allen xk (k ∈ N). Dies
steht im Widerspruch zu R = {xk | k ∈ N}

1.3. Körper der komplexen Zahlen

Fehler von R: Noch immer ist nicht jede Gleichung der Form xn = y lösbar, zum
Beispiel nicht x2 = −1.

Gesucht: Erweiterungsmöglichkeiten von R, in dem diese Gleichung auch lösbar ist.

Konstruktion: Wir de�nieren in der komplexen Ebene C := R2 = R×R arithmetische
Operationen durch:

(x1, y1) + (x2, y2) := (x1 + x1, y1 + y2)

(x1, y1) · (x2, y2) = (x1x1 − y1y2, x1y2 − x2y2)

Dadurch wird C zu einem Körper.
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1.4. Die arithmetischen Vektorräume Rn

Durch die Abbildung x ∈ R 7→ (x, 0) ∈ C wird R in C eingebettet, wobei die Rechenope-
rationen in R und C verträglich sind

(x1, 0) + (x2, 0) = (x1 + x2, 0)

(x1, 0) + (x2, 0) = (x1 · x2, 0)

In C ist jetzt x2 = −1 lösbar, denn für die immaginäre Einheit i := (0, 1) gilt i2 =
(0, 1) · (0, 1) = (−1, 0) = −1.
Schreibweise für komplexe Zahlen z ∈ C

z(x, y) = x · (1, 0) + y · (0, 1) = x · 1 + y · i = x+ iy = Re z + i Im z

In dieser Schreibweise gilt:

z1 + z2 = (x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i(y1 + y2)

z1 · z2 = (x1 + iy1) · (x2 + iy2) = (x1x2 + i(y1 + x2 + x1y2) + i2|{z}
=−1

y1y2

= (x1x2 − y1y2) + i(y1x2 + x1y2)

Man rechnet wie gewohnt und berücksichtigt

i2 = −1

Weiter Bezeichnungen.

• Für z = x + iy heiÿt z̄ := x− iy, die zu z konjugiert komplexe Zahl, was einer
Spiegelung an der reellen Achse entspricht.

• |z| :=
√
x2 + y2 =

√
z · z̄ ∈ R+

0 der Betrag von z. Diese Betragsfunktion entspricht
dem euklidischen Abstand von (x, y) ∈ R2 vom Nullpunkt.

Trick bei Division:
z1

z2

=
z1 · z̄2

z2 · z̄2

=
1

|z2|2
· (z1 · z2)

Wichtig: Die lineare Ordnung ≥ auf R kann nicht auf C fortgesetzt werden!

Bemerkung. Es gibt auch noch höhere Zahlenräume:

N0 ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C ⊂ H ⊂ O

Wobei H die Hamilton-Quaternionen und O Cayleysche Oktave ist.

1.4. Die arithmetischen Vektorräume Rn

Bekannt: Der Rn = R × · · · × R = {x = (x1, . . . , xn)|x1, . . . , xn ∈ R} bilden einen n-
dimensionalen Vektorraum über R.

Addition x+ y = (x1 + y1, . . . , xn + yn)
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1. Zahlenräume

Skalare Multiplikation λ · x = (λx1, . . . , λxn)

Skalarpodukt In diesem Vektorraum ist durch

〈x, y〉 :=
nX
i=1

xiyi

ein Skalarprodukt 〈·, ·〉 : Rn × Rn → R de�niert mit den Eigenschaften:

(SK1) Bilinearität
〈x+ ex, y〉 = 〈x, y〉+ 〈ex, y〉
〈x, y + ey〉 = 〈x, y〉+ 〈x, ey〉
〈λx, y〉 = λ 〈x, y〉
〈x, λy〉 = λ 〈x, y〉

(SK2) Symmetrie 〈x, y〉 = 〈y, x〉
(SK3) Positive de�nitheit 〈x, x〉 ≥ 0 für den Fall: 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0

Standard Skalarprodukt:

〈x, y〉 =
nX
i=1

xiyi

x⊥y ⇔ 〈x, y〉 = 0

es induziert die euklidische Längenfunktion (euklidische Norm)mit den Eigenschaf-
ten

N1 ∀x∈Rn(|x| ≥ 0) ∩ (|x| = 0⇔ x = 0) positive de�nitheit

N2 ∀x∈Rn∀λ∈R |λx| = |λ| · |x| Homogenität

N3 ∀x,y∈Rn |x+ y| ≤ |x|+ |y| Dreiecksungleichung

Um N3 zu beweisen, ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

|〈x, y〉| ≤ |x| · |y| [Dreiecksungleichung]

nützlich!

Beweis. Für z := |x|2 · y − 〈x, y〉 · x gilt:

|z|2 = 〈z, z〉 = |x|4 · 〈y, y〉− 6 2 |x|2 〈x, y〉 · 〈x, y〉+ ����〈x, y〉2 · 〈x, y〉
= |x|2 (|x|2 · |y|2 − 〈x, y〉) ≥ 0

Beweis. N3
|x+ y|2 = 〈x+ y, x+ y〉 = |x|2 + 2 〈x, y〉+ |y|2

≤ |x|2 + 2 |x| · |y|+ |y|2 = (|x|+ |y|)2

Bemerkung. N1 bis N3 gilt auch für den komplexen Betrag, denn

|z| =
È
x2 + y2 = |(x, y)|
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2. Topologie des Rn

Topologie ist die Lehre von konvergenz und stetigkeit.
Betrachtete Räume sind R, R2(= C), R3, . . ..
Gemeinsame Eigenschaften: Es sind allesamt Vektorräume über R mit einer Längenfunk-
tion x 7→ |x| ∈ R
Verallgemeinert:

2.1. Normierte Vektorräume

De�nition. Ein (reeller) normierter Vektorraum ∗ ist ein VR über R, auf dem eine
Längenfunktion oder eine Norm de�niert ist mit den Eigenschaften:

(N1) ∀x∈∗(|x| ≥ 0 ∩ (|x| = 0↔ x = 0)) positive de�nitheit

(N2) ∀x∈∗∀λ∈R |λ · x| = |λ| · |x| homogenität

(N3) ∀x,y∈∗ |x+ y| ≤ |x|+ |y| Dreiecksungleichung

(N3') ∀x,y∈∗ |x− y| ≥ ||x| − |y|| Umgekehrte Dreiecksungleichung

Beispiel.

1. R mit der Betragsfunktion:

x 7→ |x| =
�
x für x ≥ 0
−x für x < 0

�
2. Rn mit der euklidischen Norm

x 7→ |x| = |x|2 := 2

Ì
nX
i=1

x2
i

3. Rn mit der Maximumsnorm

x 7→ |x| = |x|∞ := max
i=1,...,n

|xi|

∀nk=1 |xk + yk| ≤ |xk|+ |yk| ≤ max
i=1,...,n

|x1|+ max
i=1,...,n

|yi| = |x|∞ + |y|∞
⇒ |x+ y|∞ = max

k
|xk + yk| ≤ |x|∞ + |y|∞

4. Rn mit der 1-Norm

x 7→ |x| = |x|1 :=
nX
i=1

|xi|
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2. Topologie des Rn

5. C mit der Betragsfunktion

z 7→ |z| = |(x, y)|2

Bemerkung.

1. Jede Norm | · | induziert eine Abstandsfunktion (Metrik) d : ∗ × ∗ → R

(x, y) 7→ d(x, y) := |y − x|

2. Es gibt auch ∞ dimensionale normierte Räume

Topologische Grundbegri�e

De�nition. ∗ Sei ein normierter VR

1. Eine Teilmenge der Gestalt Uε(x0) = {x ∈ ∗ | |x− x0| < ε} mit ε > 0 heiÿt eine ε-
Umgebung von x0 ∈ ∗

2. Eine Teilmenge U heiÿt Umgebung von x0 ∈ ∗, wenn es eine ε-Umgebung von
x0 gibt (Uε(x0)) mit Uε(x0) ⊂ U . Die Menge aller Umgebungen von x0 bildet das
Umgebungssystem von x0 bezeichnet mit U(x0)

Beispiel.

1. In R gilt Uε(x0) = ]x0 − ε, x0 + ε[, etwa [x0, x+ 1] und R selbst eine Umgebung von
x0 [x0, x0 + 1[ ist keine Umgebung von x0

2. Im R2 sind die Einheitskugeln U1(0) mit Mittelpunkt 0

bezüglich der euklidischen Norm eine Kreisscheibe ohne Rand

bezüglich der Maximumsnorm achsenparallele Quadrate ohne Rand, denn

x ∈ U∞0 (0)⇔ |x|∞ = max{|x1| |x2|} < 1

⇔ |x1| < 1 ∧ |x2| < 1

Eigenschaften jedes normierten Raumes:

Satz 2.1.1. Hausdorfsche Trennungsregel
Zu je zwei (voneinander verschiedenen) Punkten x, y eines normierten Raumes gibt es
Umgebungen U ⊂ U(x), U ⊂ U(y) mit leeren Durchschnitt.

Beweis. Für ε := 1
2
|y − x| > 0 gilt Uε(x) ∩ Uε(y) = ∅, denn

z ∈ Uε(x) ∩ Uε(y)⇒ |z − x| < ε ∧ |z − y| < ε

|x− y| = |x− z + z − y| ≤ |x− z|+ |z − y| < 3ε = |y − x|
⇒ |x− y| < |y − x|
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2.1. Normierte Vektorräume

De�nition. ∗ sei ein Raum

1. Eine Teilmenge Q heiÿt o�en, wenn es die Umgebung jedes ihrer Punkte ist, das
heiÿt: wenn

∀x∈Q Q ∈ U(x)

Beispiel: ]0, 1[⇒ 0 < x < 1

Jede Vollkugel Kr(x0) = {x ∈ ∗ | |x− x0| ≤ r}, r ≥ 0 ist abgeschlossen
(insbesondere jede 1-Punkt-Menge {x0} = K0(x0))

2. Eine Teilmenge heiÿt abgeschlossen, wenn ihr Komplement {∗A o�en ist.

Jede ε Umgebung Uε(x0) ist o�en.

Kennzeichnung: Q ⊂ ∗ o�en ⇔ ∀x∈Q∃ε>0 Uε(x) ⊂ Q. Oder mit anderen Worten: Zu
jedem x existiert eine Umgebung ε die vollständig in Q liegt.

Beispiel. ∅ und ∗ selbst sind o�en und abgeschlossen gleichzeitig.

Beweis.

(a) ∀x (x ∈ ∅| {z }
f

⇒|{z}
w

∅ ∈ U(x)

(b) ∀x U1(x) ⊂ ∗

De�nition. Jede ε Umgebung Uε(x0) ist o�en

Beweis. Für x ∈ Uε(xn) setze δ := ε− |x− x0| > 0. Dann gilt Uδ(x) ⊂ U2(x0), denn

y ∈ Uδ(x)⇒ |y − x| < δ ⇒ |y − x0| = |(y − x) + (x− x0)| ≤ |y − x|+|x− x0| < δ+|x− x0| = ε

Spezialfall: Jedes o�ene Intervall ]a, b[ = Uε(x0) ist o�en, genauso wie [a,+∞[ , ]−∞, b[.

De�nition. Jede Vollkugel Kr(x0) = {x ∈ ∗ | |x− x0| ≤ r} r ≥ 0 ist abgeschlossen.
Insbesondere ist jede 1-Punktmenge {x0} = K0(x0)

Beweis. Für x ∈ Kr(x0) gilt |x− x0| > r, also δ := |x− x0| − r > 0. Dann ist Uδ(x) ⊂
{Kr(x0), denn

y ∈ Ur(x)⇒ |y − x| < δ

⇒ |y − x0| = |y − x+ x− x0|
= |(y − x) + (x− x0)| ≥ ||y − x| − |x0 − x||

= |x0 − x| − |y − x| > |x0 − x| − δ = r

Es folgt damit y ∈ {Kr(x0), also ist {Kr(x0) o�en, das heiÿt Kr(x0) ist abgeschlossen.
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2. Topologie des Rn

Spezialfall: Jedes abgeschlossene Intervall der Form [a, b] ⊂ R ist abgeschlossen, aber
auch ]−∞, b] und [a,+∞]. Intervalle der Form ]a, b] oder [a, b[ sind weder o�en noch
abgeschlossen.

Satz 2.1.2. Satz über o�ene Mengen
In einem normierte Vektorraum ∗ gilt:

(O1) Die Vereinigung beliebig vieler o�ener Mengen ist o�en

∀i∈IQi o�en ⇒
[
i∈I
Qi o�en

Insbesondere ∅ =
S
i∈∅Qi o�en

(O2) Der Durchschnitt endlich vieler o�ener Mengen ist o�en

∀ni=1Qi o�en⇒
n\
i=1

Qi o�en

Insbesondere ist ∗ =:
T
i∈∅Qi o�en.

Bemerkung.

(O1) x ∈ Si∈I Qi ⇒ ∃j∈I x ∈ qi
Qj o�en

=⇒ ∃j∈J∃ε>0 Uε(x) ⊂ Qi

(O2)

x ∈
n\
i=1

⇒ ∀j∈I x ∈ Qj = ∀j∈I∃εj>0 Uεj(x) ⊂ Qj

⇒ ∃ε:=min{ε1,ε2,...εn} ∀nj=1 Uε(x) ⊂ Uεj(x) ⊂ Qj

⇒ Uε(x) ⊂
n\
i=1

Qi

Bemerkung. Der Durchschnitt beliebig vieler o�ener Mengen braucht nicht o�en zu sein.

Beispiel.

1. Archimedische Ordnung \
n∈N

�
− 1

n
,

1

n

�| {z }
o�en

= {0}|{z}
nicht o�en

2. Räume x in denen ein beliebiges System T ⊂ P(∗) von �o�enen� Teilmengen aus-
gezeichnet ist, mit (01) und (02), heiÿen topologische Räume. In ihnen kann schon
Konvergenz und Stetigkeit de�niert werden.

Satz 2.1.3. Satz über Umgebungssysteme
Im Rn liefert die 1-Norm, euklidische Norm und Maximumsnorm dieselben Um-
gebungssysteme und damit dieselben o�enen Mengen.
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Bemerkung. Zu zeigen ist
(1)

U(x)=
(2)

U(x)=
(∞)

U (x)

ohne Einschränkung sei x = 0. Wir vergleichen

|x|r := r

Ì
nX
r=1

|x1|r (r = 1, 2, 3, . . .)

mit |x|∞ := maxi=1,...n |xi|:

(a)

∀k |xr| ≤
nX
i=1

|xi|r = |x|rr ⇒ ∀k |xk| ≤ |x|r

⇒ |x0|∞ = axk |xk| ≤ |x|r

Dies zeigt
(r)

U ε (0) ⊂
(∞)

U ε (0)

denn ∀x x ∈
(r)

U ε (0)⇒ |x|r < ε⇒ |x|∞ < ε

⇒ x ∈
(∞)

U ε (0)

(b)
∀k |xk| ≤ max

i=1,...,n
|xi| = |x|∞ ⇒ ∀k |xk|

r ≤ |x|∞

⇒
nX
k=1

|xk|r ≤ n · |x|r∞ ⇒ |x|r = r
√
· · · ≤ r

√
n |x|∞

Dies zeigt
(∞)

U ε (0) ≤
(r)

U r
n
·ε (0)

denn ∀x |x|∞ ⇒ |x|r ≤
[
r
]n · ε. Zusammen folgt: Jede r- Umgebung ist auch ∞

Umgebung und Umgekehrt

Folgerung. Mann kann in Rn wahlweise mit �runden� oder �eckigen� ε-Umgebungen ar-
beiten. Alle topologischen Begri�e, die mit Hilfe von Umgebungen beziehungsweise o�ene
Mengen de�niert sind, sind unabhängig von der Wahl des Umgebungssystems.

De�nition. Sei A eine Teilmenge eines normierten Raumes

1. Eine o�ene Überdeckung von A ist ein System {Qi | i ∈ I} von o�enen Mengen
, wenn A ⊂ Si∈I Qi ist

2. A heiÿt kompakt, wenn es zu jeder o�enen Überdeckung {Qi | i ∈ I} von A eine
endliche Teilüberdeckung {Qi | i ∈ I0 ⊂ I} (wobei I0 endlich ist) gibt (mit A ⊂S
i∈I0 Qi)

Im Rn lassen sich kompakte Mengen einfach kennzeichnen:

De�nition. Eine Teilmenge A eines normierten Raumes ∗ heiÿt beschränkt, wenn es ein
r > 0 gibt, mit ∀x∈A |x| ≤ r
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2. Topologie des Rn

Satz 2.1.4. Satz von Heine Borel
Eine Teilmenge K des Rn ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und be-
schränkt ist. Zum Beweis benötigen wir mehrere Hilfssätze

Lemma 2.1. K ⊂ ∗ kompakt ⇒ K beschränkt (siehe Übung)

Lemma 2.2. K ⊂ ∗ kompakt ⇒ K abgeschlossen

Beweis. Sei y ∈ {K beliebig. Dann gibt es nach der Hausdorfschen Trennungseigenschaft
zu jedem x ∈ K o�ene Umgebungen Ux von x und Vx von y ist Ux ∩ Vx = ∅, das heiÿt
Vx ⊂ {Ux. Das System {Ux | x ∈ K} bildet dann eine o�ene Überdeckung von K und
existiert nach Vorraussetzung endlich viele x1, . . . xm mit K ⊂ Sn

i=1 Uxi , V :=
Tm
i=1 Vxi

ist dann als endlicher Durchschnitt eine o�ene Umgebung von y mit V ⊂ Tm
i=1 { Uxi =

{
Sm
i=1 Uxi ⊂ {K. Also ist {K o�en und K selbst abgeschlossen.

Lemma 2.3. W ⊂ ∗ kompakt, K ⊂ W abgeschlossen ⇒ K kompakt (siehe Übungen)

Lemma 2.1 bis 2.3 gelten in jedem normierten Raum ∗
Lemma 2.4. Ein Spezialfall von Rn ist
Jeder abgsschlossene Würfel W ⊂ Rn ist kompakt

Beweis. {Qi | i ∈ I} sei eine o�ene Überdeckung von W =
(∞)

K r (0)

Annahme: Es gibt keine endliche Teilmenge von W . Wir unterteilen W0 = W in 2n

gleichgroÿe Teilmengen. Mindestens eine davon ist nicht unendlich überdeckbar,
wie etwa W1 = K r

2
(x1), sonst wäre auch ganz W unendlich überdeckbar. Die Wi-

derholung liefert eine monoton fallende Folge W0 > W1 > W2 > · · · > Wk mit
∀k∈N0 Wk = Kr

2k
(xk).

Nach Satz 1.2.6 existiert ein Punkt x̄ ∈ T
r∈N0

Wk (dies folgt aus der Supre-
mumseigenschaft), das heiÿt ∀k∈N |x̄− xk| ≤ r

2k
. Da {Qi | i ∈ I} den Würfel

W überdeckt, gibt es ein (o�enes) Qio mit x̄ ∈ Qio, also auch eine ε-Umgebung
(∞)

U ε (x̄) ⊂ Qio. Wählt man jetzt k > 2r
ε
, also auch 2k > 2r

ε
beziehungsweise r

2k
< ε

2
,

so ist Wk ⊂
(∞)

U ε (x̄), denn:

x ∈ Wk ⇒ |x− xk| ≤
r

2k
⇒ |x− x̄| ≤ |x− xk|| {z }

≤ r

2k

+ |xk + x̄|| {z }
≤ r

2k

< ε

Damit giltW ⊂ Qio, das heiÿt,Wk lässt sich von dem Teilsystem {Qio ⊂ {Qi | i ∈ I}
überdecken. Und dies steht im Widerspruch zur Konstruktion der Wk's

(a) K ⊂ Rn kompakt
2.1⇒ K beschränkt
2.2⇒ K abgeschlossen

dies gilt in jedem normierten Raum ∗

(b)

K ⊂ Rn

(
beschränkt 2.4

= K ⊂ W mit W kompakt
abgeschlossen

)
2.3⇒ K kompakt
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2.2. Punktfolgen im Rn

2.2. Punktfolgen im Rn

Zur Erinnerung, eine Folge (xk ∈ Rn)k∈N ist nichts anderes als eine Abbildung k ∈ N 7→
xk ∈ Rn

A Konvergenz von Punktfolgen

De�nition. Eine Punktfolge (xk ∈ Rn)k∈N heiÿt konvergent, wenn es einen Punkt
x ∈ Rn gibt, sodass in jeder Umgebung von x fasst alle (also alle bis auf endlich vie-
le) Folgeglieder liegen. x heiÿt dann Grenzwert oder Limes der Folge und man schreibt
(xk)k∈N → x oder limk→∞ xk = x. Sie heiÿt divergent, wenn sie nicht konvergent ist.

Folgerung. Das Konvergenzverhalten ändert sich nicht, wenn man (endlich viele) Folge-
glieder hinzufügt, abändert oder weglässt.

Der nachfolgende Satz ist nur eine Umformulierung der De�nition.

Satz 2.2.1. Satz über die Konvergenz von Folgen
Eine Folge (xk ∈ Rn)k∈N konvergiert genau dann gegen x ∈ R, wenn

∀ε>0∃m∈N∀k≥m |xm − x| < ε

Dabei ist jede Norm erlaubt!

Satz 2.2.2. Jede konvergente Folge ist beschränkt (das heiÿt ∃r>0∀k∈N |xk| ≤ r) und ihr
Grenzwert ist eindeutig bestimmt.

Beweis.

(a) (xk)→ x⇒ fast alle xk bis auf etwa xk1 , . . . , xkn liegen un U1(x)⇒ alle xk liegen in
Kr(0) mit r := max{Kε1 | |xkn| , |x|+1}, denn |xk − x| < 1⇒ |xk| = |xk − x+ x| ≤
|xk − x|+ |x| < |x|+ 1

(b) Annahme (xk)→ x, (xb)→ y mit k 6= b→ es existieren disjunkte Umgebungen U von
x und V von y. In beiden müssten fast alle Folgeglieder liegen. Ein Widerspruch

Bemerkung. Nullfolgen
Nach 2.2.1 gilt (xk)k → x ⇔ (xk − x)→ 0. Solche Folgen nennt man Nullfolgen.

Beispiel.

1 ∀p∈N lim
k→∞

1

kp
= 0

Beweis. zu jedem ε > 0 gibt es (laut Archimedes) einm ∈ N mit m = p
√
ε > 1.

Daraus folgt k ≥ m⇒
��� 1
kp
− 0

��� = 1
kp
≤ 1

mp
< ( p
√
ε)
p

= ε
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2. Topologie des Rn

2 ∀p∈N lim
k→∞

1
p
√
k

= 0

Beweis. analog wie oben (zu ε > 0 existiert ein m ∈ N mit m · εp > 1 und so
weiter)

3 Die Folge (xk)k∈N mit x ∈ R konvergiert für |x| > 1 mit limxk = 0 und konvergiert für
−x = 1 mit limxk = 1. Für alle anderen x divergiert die Folge

Bemerkung. Für x = 0 und x = 1 hat man konstante Folgen, die trivialerweise konver-
giert. Für x = −1 erhält man die Folge (−1, 1,−1, . . .), das heiÿt in jeder Umbgebung von
x = +1 und x = −1 liegen ∞-viele Folgeglieder. Sie kann also nicht konvergieren.

Beweis.

(c) 0 < |x| < 1⇒ 1
|x| = 1 + n > 1, denn es gilt

1

|x|k
= (1 + n)k = 1 +

�
k
1

�
n+

�
k
2

�
n2 + . . . ≤ 1 + k · n = k · 1− |x|

|x|

⇒ |x|k < |x|
1− |x|

· 1

k

Zu ε > 0 existiert ein m ∈ N mit m · ε > |x|
1−|x|

Für k ≥ m gilt dann���xk��� ≤ |x|k ≤ 1

k
· |x|

1− |x|
≤ |x|

1− |x|
· 1

m
< ε

(d) |x| > 1 ⇒ 0 < 1
|x| < 1 zu jedem r > 0, also ε = 1

r
> 0 gibt es dann nach (c)

ein m ∈ N, sodass für alle k ≥ m
��� 1
xk

��� < ε = 1
r
also

���xk��� < r. Die Folge ist also
unbeschränkt und kann demnach nicht konvergieren.

Satz 2.2.3. Satz über Rechenregeln konvergenter (Punkt-)Folgen
Falls (xk ∈ Rn)k∈N, (yk ∈ Rn)k∈N, (λk ∈ R)k∈N konvergent, dann folgt:

(a) limk→∞(xk + yk) = limk→∞ xk + limk→∞ yk

(b) limk→∞(λk · xk) = limk→∞ λk · limk→∞ xk

(c) limk→∞
�

1
λk
· xk

�
= 1

limk→∞ λk
· limk→∞ xk, falls limk→∞ λk 6= 0

(d) limk→∞ |xk| = |limk→∞ xk|

Beweis.
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2.2. Punktfolgen im Rn

(a) ε > 0 existiert

ein m1 ∈ N, so dass für alle k ≥ m1 gilt |xk − x| < ε
2

einm2 ∈ N, so dass für alle k ≥ m2 gilt |yk − y| < ε
2
Für k ≥ m := max{m1,m2}

gilt dann
|(xk − yk)− (x+ y)|| {z }

<2 ε
2

=ε

≤ |xk − x|| {z }
< ε

2

− |yk − y|| {z }
< ε

2

(b) Da (xk) beschränkt ist, existiert ein r > 0 mit ∀k |xk| ≤ r. Zu ε > 0 existiert ein
m1 ∈ N, sodass dür alle k > m1 : |xk − x| < ε

r+λk
ein m3 ∈ N, sodass für alle

k ≥ m3 |λk − λ| < ε
r+|λ|

Für k ≥ m := max{m1,m2} gilt dann:

|λk · xk − λ · x| = |(λk − λ)xk + λ(xk − x)|

≤ |λk − λ|| {z }
<ε

|xk||{z}
≤r

+ |λ| · |xk − x|| {z }
<ε

< (r + |λ|) · ε

r + |λ|
= ε

(c) Wegen (b) braucht man nur zu zeigen
�

1
λk
∈ R

�
k∈N
→ 1

λ
. Zunächst gibt es einm4 ∈ N,

sodass für alle k ≥ m4 gilt. |λk → λ| < 1
2
|λ|, also auch λ > 1

2
|λ|. Zu ε > 0 existiert

m3 ∈ N, sodass für alle k ≥ m3 |λk − λ| < ε1
2
λ2. Für k ≥ m = max{m3,m4}, gilt

dann ���� 1

λk
− 1

λ

���� =
|λk − λ|
|λk| · |λ|

<
|λk · λ|

1
2
|λ|2

<
ε

1
2
λ2
· 1

2
λ2 = ε

(d) ||xk| − |x|| ≤ |xk − x| ist die umgekehrte Dreiecksungleichung.
Anwendung:

(xk)k∈N =

�
5k2 + 7k

8k2 − 9

�
k∈N

 
5 + 7 1

k

8− 9
k2

!
k∈N

wegen limk∈∞ = limk→∞
1
k2 = 0 folgt nach Rechenregel:

lim
k→∞

5k2 + 7k

8k2 − 9
=

8

5

Die Konvergenz von Punktfolgen kann man an ihren Komponentenfolgen erkennen.

Satz 2.2.4. Eine Punktfolge (xk ∈ Rn)k∈N konvergiert genau dann, gegen a ∈ Rn, wenn
jede Komponentenfolge (xki ∈ Rn)k∈N gegen ai konvergiert. (i = 1, . . . , n).

Beweis.
(xk)→ a⇔ ∀ε>0∃m∈N∀k≥N |xk − a|∞

max
i=1,...,n

|xkii − ai| < ε⇔ ∀ni=1∀ε>0∃m∈N∀k≥m |xkii − ai| < ε

⇒
!��⇐
∀ni=1 [∀ε>0∃mi∈N∀k≥mi |xkii − ai| < ε]

⇔ ∀ni=1 (xkii → ai)
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Die Umkehrung ist in diesem Fall aber doch richtig, denn

∀ni=1 (xkii)→⇔ ∀ni=1 [∀i>0∃mi∀k≥mi |xkii − ai| < ε]

⇒ ∀ε>0∃m:=max{m1,m2}∀k≥m∀ni=1 |xk−i − ai| < ε

⇔ ∀ε>0∃m∀k≥m |xk − a|∞ < ε

⇔ (xk)→ a

Für Zahlenfolgen in R gilt weiter:

Satz 2.2.5. Satz über Sandwich-Theorem und Ähnlichkeit von Folgen
(xk ∈ R)k∈N, (yk ∈ R)k∈N seien konvergent,

(a) Wenn für fast alle k ∈ N gilt: xk ≤ yk, dann gilt auch limk→∞ xk ≤ limk→∞ yk

(b) Sandwich-Theorem

ist (ak)k∈N eine weitere Zahlenfolge mit xk ≤ ak ≤ yk, für fast alle k ∈ N und es
gilt auÿerdem limxk = limxk =: a dann konvergiert auch (ak)k∈N gegen a

Beweis.

(a) Wäre x = limxk > y − lim yk so gäbe es disjunkte ε-Umgebung U von x und V von
y sodass für fast alle k gilt: xk ∈ U , yk ∈ V . Also wäre für fast alle k: xk > yk. Dies
steht im Widerspruch zur Vorraussetzung

(b) In jeder ε-Umgebung von a liegen fast alle xk und yk, also fast alle ak ∈ [xk, yk]

Beispiel.

4 ∀a>0 limk→∞
k
√
a = 1

Beweis. Sei zunächst a ≥ 1. Für yk := k
√
a− 1 ≥ 0 gilt:

a = (1 + yk)
k
bin.Formel
≥ 1 + kyk,

also 0 ≤ yk ≤ (a− 1)
1

k| {z }
→0

⇒ Sandwich-Theorem liefert: lim yk = 0, also lim k
√
a = 1

Für 0 < a < 1 ist 1
a
> 1, also limk→∞

k
È

1
a

lim
k→∞

1
k
√
a

=
1

1
= 1⇐ lim

k→
k
√
a
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5 limk→∞
k
√
k

Beweis. Für yk = k
√
k − 1 ≥ 0 gilt k = |1 + yk|k ≥ 1 +

�
k
2

�
· y2

k

���k − 1 ≥ k����(k − 1)

1 · 2
y2
k ⇒ 0 ≤ y2

k ≤
2

k

(1 ≥ k

2
y2
k ⇒

2

k
≥ y2

k)

⇒ 0 ≤ yk ≤
Ê

2

k

Nach Beispiel ist lim 1√
k
→ 0, also auch lim yk = 0

Wie kann man den Grenzwert feststellen, ohne den Grenzwert zu kennen?

De�nition. Eine Zahlenfolge (xk ∈ R)k∈N heiÿt

monoton wachsend, wenn ∀k∈N xk ≤ xk+1

streng monoton wachsend, wenn ∀k∈N xk < xk+1

monoton fallend, wenn ∀k∈N xk ≥ xk+1

streng monoton fallend, wenn∀k∈N xk > xk+1

Es gilt:
(streng) monoton ⇔ (streng) monoton wachsend oder fallend.

Satz 2.2.6. Konvergenzkriterium für monotone Zahlenfolgen
Eine monotone Zahlenfolge konvergiert genau dann, wenn sie beschränkt ist.

Beweis.

�⇒� nach Satz 2.2.2

�⇒� (xk)k∈N sei eine monoton wachsend, das heiÿt ∀k xk ≤ xk+1 und beschränkt. Dann
existiert x := sup{xk ∈ R | k ∈ N} mit ∀k∈N xk ≤ x als obere Schranke.
Weiter gibt es zu ε > 0 ein m ∈ N mit x− ε < xm < x, sonst wäre x− ε eine noch
kleinere obere Schranke! Für alle k ≥ m gilt dann

x− ε < xm
monotonie
≤ xk ≤ x,

das heiÿt: xk ∈ Uε(x)

Bemerkung. Dieses Kriterium ist ein reiner Existenzsatz und bildet im allegemeinen
keine Möglichkeit, den Limes zu berechnen. Im Gegenteil, man braucht ihn meist dazu,
um Zahlen zu de�nieren. Beispiel:

e := lim
k→∞

�
1 +

1

k

�k
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Beispiel.

(a) Die Folge (xk)k∈N mit xk =
�
1 + 1

k

�k
ist

(1− x)k ≥ 1− kx
nX
i=0

qi =
1− qn+1

1− q

streng monoton steigend, denn

xk
xk−1

=

�
1 + k

k

�k
·
�
k − 1

k

�k−1

=

�
k2 − 1

k2

�k
· k

k − 1

=
�

1− 1

k2

�k
· k

k − 1

Übung
>

�
1− k · 1

k2

�
· k

k − 1
= 1

also xk > xk−1 ≥ x1 = 2

beschränkt, denn

2 < xk =
�

1 +
1

k

�k
bin. Formel

=
kX
l=0

�
k
l

�
1

kl

=
kX
l=0

1

l!
· k
k|{z}
≤1

(k − 1)

k| {z }
≤1

· · · ·
· · ·
· (k − l + 1)

k| {z }
≤1

≤
kX
l=0

1

l!

l!≥2l+1

≤ 1 +
kX
l=1

1

2l−1

= 1 +
1−

�
1
2

�k
1− 1

2

≤ 1 +
1

1− 1
2

= 3

Sie konvergiert also und für e := limk→∞
�
1 + 1

2

�k
gilt

2
wg. strenger monotonie

< e ≤ 3

(b) Die Folge (yk)k∈N mit yk :=
Pk
l=0

1
l!
ist ebenfalls (streng) monoton steigend und

beschränkt mit xk ≤ yk ≤ 3. Für ihren Grenzwert

y := lim
k→∞

kX
l=0

1

l!

 
=:

∞X
l=0

1

l!

!
gilt dann e ≤ y. Wir zeigen, dass sogar e = y:
Sei m ∈ N beliebig. Für alle k ≥ m gilt dann

xk =
kX
l=0

�
k
l

�
1

kl
≥

mX
l=0

1

l!
· k
k
· k − 1

k
· . . . · k − l + 1

k

=
mX
l=0

1

l!
1
�

1− 1

k

�| {z }
→1

· . . . ·
�

1− l − 1

k

�| {z }
→1

,
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also

e ≥ ym =
mX
l=0

1

l!

Damit ist auch

e ≥
∞X
l=0

1

l!
= y

Da nun e ≤ y und e ≥ y ist, folgt e = y

Eine Zusammenfassung ist:

Satz 2.2.7. Eulersche Zahl

e := lim
n→∞

�
1 +

1

k

�k
= lim

n→∞

nX
l=0

1

l!
∈ ]2, 3]

Bemerkung. Mann kann zeigen, dass e irrational ist (vrgl. Übung)

De�nition. Ein Punkt x ∈ Rn heiÿt Häufungspunkt der Punktfolge (xk ∈ Rn), wenn
in jeder Umgebung von x unendlich viele Folgeglieder liegen.
Präzisierung: x ist Häufungspunkt von (xk)k∈N ⇔ ∀ε>0∀m∈N∃k≥m |xk − x| < ε

Beispiel.

1. Jede konvergente Folge hat genau einen Häufungspunkt, ihren Limes

2. Die Folge
�
(−1)k + 1

k

�
k∈N =

�
1−+1, 1 + 1

2
,−1 + 1

2
, . . .

�
hat genau die zwei Häu-

fungspunkte x = ±1 und kann demnach nicht konvergieren

De�nition. Ist (xk ∈ Rn)k∈N eine Punktfolge und l ∈ N 7→ kl ∈ N eine streng monoton
wachsende Folge von Indizes, das heiÿt also l < m ⇒ (l ≤)kl < km, so heiÿt die Folge
(xkl)l∈N eine Teilfolge von (xk)k∈N

Bemerkung. Jede Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert und besitzt denselben
Grenzwert.

Beispiel. Die (nicht konvergente) Folge
�
(−1)k + 1

k

�
k∈N besitzt zwei konvergente Teilfol-

gen, nämlich

1. [kl = 2ϕ]
�
1 + 1

2l

�
l∈N → 1

2. [kl = 2ϕ− 1]
�
−1 + 1

2l−1

�
l∈N → −1

Satz 2.2.8. Satz von Bolzano-Weierstraÿ

1. Jede beschränkte Folge im Rn besitzt mindestens einen Häufungspunkt.

2. Jeder Häufungspunkt einer Folge im Rn ist Grenzwert einer konvergenten Teilfolge

Beweis.
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2. Topologie des Rn

1. Da (xk) beschränkt ist, liegen alle Folgeglieder in einem Würfel W =
∞
Kr (0)

Annahme: kein x ∈ Rn ist Häufungspunkt der Folge. Dann besitzt jeder Punkt
x ∈ W eine o�ene Umgebung Qx, in der nur höchstens endlich viele Folgenglieder
liegen. Das System {Qx | x ∈ W} bildet dann eine o�ene Überdeckung von W .
Da W nach Satz 2.1.4 (Satz von Heine Borel) kompakt ist, gibt es eine endliche
Teilüberdeckung {Qx1 , . . . , QxN}. In jedem Qxr (i = 1, . . . , N) liegen endlich viele
xk's, also auch in W ⊂ SNi=1 Qxi , ein Widerspruch

2. Sei x ein Häufungspunkt der Folge (xk)k∈N. Wir konstruieren rekursiv eine konver-
gente Teilfolge (xkl)l∈N → x. Da in jeder Umgebung von x ∞-viele Folgeglieder
liegen, gibt es

in U1(x) ein Folgeglied xk1
in U 1

2
(x) ein Folgeglied xk2 mit k2 > k1 (sonst nur x1, . . . , xk1 ∈ U 1

2
(x))

in U 1
l
(x) ein Folgeglied xkl mit kl > kl−1. . .

Insgesamt erhält mann eine Teilfolge (xkl)l∈N mit

∀l∈N |xkl − x| <
1

l
.

Daraus folgt:
In jeder Umgebung U 1

l
(x) liegen fast alle xkl , (nämlich xkl , xkl+1

, xkl+2
, . . .) ⇒ in

Jeder ε-Umgebung Uk(x) liegen fast alle xkl , denn es gilt:

∀ε>0∃l∈N
1

l
< ε Archimedes

Bemerkung. Beschränkte Zahlenfolgen können ∞-iele Häufungspunkte haben, es gibt
aber im Rn mindestens einen gröÿten und einen kleinsten Häufungspunkt.

Satz 2.2.9. (xk ∈ R)k∈N sei eine beschränkte Zahlenfolge. Dann existiert eindeutig der
obere Grenzwert (Limes superior) a = lim supk→∞ xk = limk→∞xk de�niert dar-
durch,dass für alle ε > 0 gilt

1. Für∞-viele k ∈ N ist a− ε < xk < a+ ε (das heiÿt, a ist Häufungspunkt der Folge)

2. Für höchstens endlich viele k ∈ N gilt xk ≥ a+ ε (das heiÿt, a ist gröÿter Häufungs-
punkt der Folge)

Analog existiert eindeutig die untere Schranke (Limes inferior) b = lim infk→∞ xk =
limk→∞xk

Beweis. Existenz:
Die Menge A := {x ∈ R | ∃m∈N∀k∈N xk ≤ x} ist

• nicht leer, da (xk) nach oben beschränkt

• nach unten beschränkt, da (xk) nach unten beschränkt ist. Also existiert eine gröÿte
untere Schranke a = inf A
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2.2. Punktfolgen im Rn

Ist ε > 0 vorgegeben, so gilt:

(a) a− ε < a⇒ a− ε /∈ A, da a untere Schranke ist

⇒ für ∞-viele k ist xk > a− ε

(b) a + ε > a⇒ es existiert ein x ∈ A mit a ≤ x < a + ε, da a gröÿte untere Schranke
ist ⇒ für fast alle k gilt

xk ≤ x < a+ ε

Daraus folgen 1. und 2.
Eindeutigkeit: ist o�ensichtlich

Anwendung in dem unbrauchbaren Konvergenzkriterium:

Satz 2.2.10. (xk ∈ Rn)k∈N → x⇔ (xk) beschränkt mit lim inf xk = lim sup xk

C Cauchyfolgen

De�nition. Eine Punktfolge (xk ∈ Rn)k∈N heiÿt Cauchyfolge, wenn

∀ε>0∃m∈N∀k,l≥m |xk − xl| < ε

Im Wortlaut: Die Abstände zwischen den Folgegliedern werden beliebig klein.

Bemerkung. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge, denn

(xk)→ x⇔ ∀ε>0∃m∈N∀ε≥m |xk − x| <
ε

2
⇒ ∀ε>0∃m∈N∀k,l≥m |xk − xl|

= |xk − x+ x− xl|
∆
≤ |xk − x|| {z }

< ε
2

+ |xl − x|| {z }
< ε

2

< ε

Dies gilt für jeden normierten Raum. Im Rn (genau genommen in jedem Banach Raum
bzw vollständigen Raum) gilt auch die Umkehrung:

Satz 2.2.11. Cauchy-Konvergenzkriterium für Folgen
Eine Punktfolge im Rn konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Beweis.

�⇒� Sei (xk) eine Cauchyfolge, dann ist sie beschränkt, denn für ε := 1 gilt nach De�niti-
on, dass ein m ∈ N existiert mit |xk − xm| < 1 für alle ε ≥ m. Fast alle Folgeglieder
liegen also in K1(xm) und auÿerhalb nur endlich viele. Also existiert nach Bolza-
no Weierstraÿ (Satz 2.2.8) ein Häufungspunkt x und eine Konvergente Teilfolge
(xkl)l∈N → x.
Damit gilt:

∀ε>0∃m1∈N∀l≥m1 |xkl − x| <
ε

2

und
∀ε>0∃m2∈N∀k,l≥m2 |xk − xl| <

ε

2
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2. Topologie des Rn

Für alle l ≥ m := max{m1,m2} (⇒ kl ≥ l ≥ m) folgt dann

|xl − x|
∆
≤ xl − xkl| {z }

< ε
2

+ |xkl − x|| {z }
< ε

2

< ε,

das heiÿt: (xl)⇒ l

Ergänzung. In jedem normierten Raum (∗, |·|) konvergieren alle Cauchyfolgen, zum Bei-
spiel ist die rationale Folge

��
1 + 1

k

�k�
k∈N

eine Cauchyfolge in Q, da sie in R konvergiert,
das heiÿt

∀ε∈Q+∃m∈N∀k,l≥m |xk − xl| < ε.

Aber sie besitzt keinen Grenzwert x ∈ Q, da e irrational ist.

Satz 2.2.12. Satz über vollständige Räume
Normierte Räume (∗, |·|) in denen jede Cauchyfolge konvergiert heiÿen vollständige
Räume oder Banach Räume

Wir haben bewiesen:
R ist ordnungsvollständig, es gilt also die Supremumseigenschaft

• in R und im Rn gilt der Satz von Heine-Borel (Satz 2.1.4)

• in R und im Rn gilt der Satz von Bolzano-Weierstraÿ (Satz 2.2.8)

• R und Rn ist vollständig, es gilt das Cauchy-Kriterium

Nun kann man in einem linear geordneten Körper K zeigen:
K ordnungsvollständig ⇔ K (archimedisch angeordnet und) vollständig.

Alle obigen Eigenschaften sind also im wesentlichen äquivalent.

Uneigentliche Konvergenz (in R)

De�nition. Eine Zahlenfolge (xk ∈ R)k∈N heiÿt uneingentlich konvergent oder be-
stimmt divergent, gegen +∞/−∞ wenn gilt:

∀r>0∃m∈N∀k≥m xk > r (bzw xk < −r)

Schreibweise
(xk)→ +∞ (−∞)

lim
k→∞

xk = +∞ (−∞)

Bemerkung. Ein Intervall ]r,+∞[ beziehungsweise ]−∞,−r[ kann als �Umgebung� auf-
gefasst werden, dann hat man die gleiche De�nition wie bei eigentlicher Konvergenz. Man
kann also sagen: �In jeder 'Umgebung' von +∞ oder −∞ liegen fast alle Folgeglieder�.

Einteilung reller Folgen
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2.3. Unendliche Reihe

• konvergent → x ∈ R

• divergent

→ +∞ bestimmt divergent

→ −∞ bestimmt divergent

→ weder noch

Zusatz. Analog kann man sagen +∞ (−∞) ist ein uneigentlicher Häufungspunkt, wenn
in jeder �Umgebung� von +∞ (−∞) ∞-viele Folgeglieder liegen. Er ist dann automatisch
uneigentlich lim sup (lim inf)

Beispiel.
(k)k∈N →∞, (−k)k∈N → −∞�

(−1)kk
�
k∈N ist unbestimmt divergent, besitzt aber die uneigentliche Häufungspunkte +∞

und −∞ mit uneigentlich konvergenten Teilfolge.

2.3. Unendliche Reihe

A Konvergenz und Summen von Reihen [im Rn/C]

De�nition. 1. Ist (xk ∈ Rn)k∈N eine Punktfolge, so heiÿt die Folge (sl)l∈N der Parti-
alsummen

sl :=
lX

k=1

xk = x1 + · · ·+ xl

eine unendliche Reihe bezeichnet mit

∞X
k=1

xk :=

 
lX

k=1

xk

!
l∈N

2. Bei einer konvergenten unendlichen Reihe (
Pl
k=1 xk)l∈N heiÿt der Grenzwert

∞X
k=1

xk := lim
k→∞

 
lX

k=1

xk

!
die Summe der unendlichen Reihe

Bemerkung.

1. Das Symbol
P∞
k=1 xk ist doppeldeutig. Es kann die Folge

�Pl
1 xk

�
l∈N bezeichnen,

wobei die Konvergenz nicht gegeben sein muss, oder den Grenzwert liml→∞
Pl
k=1 xk

bezeichnen, sofern er existiert.

2. Alle Sätze aus 2.2 über Folgen lassen sich sinngemäÿ auch auf Reihen, also spora-
dische Folgen, übertragen.
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2. Topologie des Rn

3. Aus der Partialsumme sl mit l ∈ N lassen sich die ursprünglichen Summanden
(xk)k∈N rekonstruieren.

x1 = s1, ∀l∈N xl+1 = sl+1 − sl

Folgerung. Jede Folge (sl)l∈N kann auch als Reihe aufgefasst werden:

sk =
kX
i=1

xi

mit oben genannten xi's

Die folgenden Konvergenzkriterien sind für alle Reihen brauchbar.

Satz 2.3.1. Satz über die notwendigen Konvergenzkriterien für Reihen
Die

Pl
1 xk einer konvergenten unendlichen Reihe im Rn bilden eine Nullfolge, das heiÿtPl

1 xk kovergiert ⇒ limk→∞ xk = 0. Umgekehrt gilt: falls limk→∞ 6= 0 ⇒ P∞
1 xk diver-

gent.

Beweis.

(sl)→ s = (sl+1)→ s⇒ (xl+1) = (sl+1 − sl)→ s− s = 0, (xi) = 0

Nur eine Spezialisierung des Satzes 2.2.11 ist

Satz 2.3.2. Cauchysches Konvergenzkriterium für Reihen
Eine Reihe

P∞
1 xk im Rn konvergiert genau dann, wenn

∀ε>0∃m∈N∀l>j≥m

������ lX
k=j+1

xk

������| {z }
|sl−sj |

< ε

∞X
k=1

(xl) =

 
lX

k=1

xl

!
l∈N

= (sl)l∈N

Bemerkung. Für alle p ≥ 2 gilt
P∞
k=1 xk konvergiert ⇔ P∞

k=p xk konvergiert und für
die Summe gilt:

p−1X
k=1

xk =
p−1X
k=1

xk +
∞X
k=p

xk

Beweis. �
lX

k=p

xk

�
l∈N

= (sl − sp−1)l∈N → s− sp−1 =
∞X
k=1

xk −
p−1X
k=1

xk

Beispiel.
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2.3. Unendliche Reihe

1.
∞X
k=0

1

k!
= e Exponentialreihe

2. die geometrische Reihe
∞X
k=0

qk = 1 + q + q2 + · · ·

konvergiert für |q| < 1 gegen 1
1−q und divergiert für |q| ≥ 1

Beweis.
lX

k=0

qk =
1− ql+1

1− q
l→∞−→ 1

1− q
für |q| < 1

Für |q| ≥ 1 ist auch
���qk��� ≥ 0, die Reihenglieder bilden eine Nullfolge!

3. die harmonische Reihe
∞X
k=1

1

k
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·

divergiert, obwohl die Glieder eine Nullfolge bilden

∀l∈N |s2l − sl| =
2lX
k=1

1

k

k≤2l

≥
2lX

k=l+1

1

2l
= l · 1

2l
=

1

2
.

Das Cauchy-Kriterium ist verletzt.

Bemerkung.

1. Aus den Rechenregeln für Folgen erhält man sofort Rechenregeln für Reihen.
Wenn

P
xk,

P
yk konvergieren, dann auch

P
(xk + yk),

P
(λxk) und es gilt:P

(xk + yk) =
P

xk +
P

yk

(λxk) = λ
P

xk und so weiter. Und wenn (in R)
∀k xk ≤ yk ist auch

P
xk ≤

P
yk und so weiter

2. Bei einer konvergenten Reihe
P∞

1 (xk) = x1 + x2 + · · · erhält man durch setzen
einfacher Klammern eine neue Reihe (zum Beispiel x1 + (x2 + x3) + (x4 + x5 +
x6) + · · · ), die wieder konvergiert mit der selben Summe. Nun kann man durch den
Übergang zu einer Teilfolge die Folge der Partialsummen erzeugen. Weglassen von
Klammern kann eine konvergente Folge erzeugen, zum Beispiel

(1− 1)| {z }
0

+ (1− 1)| {z }
0

+ · · · → 0

aber 1− 1 + 1− 1 + 1 = · · · ist divergent!
Merksatz

1. Eine unendliche Reihe ist keine Summe, sondern eine Folge von Summen

2. Zur Bestimmung der Summe einer unendlichen Reihe zählt man nicht zusammen,
sondern bildet den Grenzwert.

Empfehlung: Rechnen mit Partialsummen solange es geht, danach erst sollte man den
Grenzwertübergang machen.
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2. Topologie des Rn

B Alternierende Reihe

De�nition. Eine Reihe
P∞

1 xk in R, deren Glieder xk abwechselnd positiv und negativ
sind, heiÿt eine alternierende Reihe.

Ein brauchbares Konvergenzkriterium ist:

Satz 2.3.3. Satz von Leibniz oder auch die Leibnizsche Regel
Einen alternierende Reihe, bei der die Beträge der Glieder eine monotone Nullfolge bilden
ist konvergent

Beweis. Bei der Reihe
P∞

1 xk sei etwa xk = (−1)k+1yk mit yk > 0, alsoX
xk = y1 − y2 + y3 − y4 ± · · · (2.1)

Dann gilt:
s2l+1 = y1 − (y2 − y3)| {z }

≥0

− (y4 − y5)| {z }
≥0

− · · · − (y2l − y2l+1)| {z }
≥0

(2.2)

s2l = (y1 − y2)| {z }
≥0

+ (y3 − y4)| {z }
≥0

+ (y5 − y6)| {z }
≥0

+ · · ·+ (y2l−1 − y2l)| {z }
≥0

Da yk k ∈ N monoton fallend ist, ist für alle l ∈ N

0 ≥ s2l

2.2
≤ s2l+2

x2l+2<0

≤ s2l+1 ≤ s2l−1 ≤ y1

Die Teilfolge (s2l)l∈N und (s2l+1)l∈N sind also monoton und beschränkt, konvergiert also
nach Satz 2.2.6 mit

lim
l→∞

s2l+1 − lim
l→∞

s2l = lim
l→∞

(s2l+1 − s2l) = lim
l→∞

y2l+1
!

= 0

Dann konvergiert auch (sl)l∈N selbst gegen s := liml→∞ s2l = liml→∞ s2l+1 da in jeder
Umgebung von s fast alle geraden und fast alle ungeradenFolgeglieder liegen.

Zusatz:
Der Beweis liefert noch eine Fehlerabschätzung. Für die Summe

s =
∞X
k=1

(−1)k+1yk

und den Rest

s− sl =
∞X

k=l+1

(−1)k+1yk

Es gilt nämlich:

1.
∀l∈N 0 ≤ s2l ≤ s ≤ s2l+1 ≤ y1

2.

∀l∈N

¨
0 ≤ s− s2l ≤ s2l+1 − s2l = y2l+1

0 ≤ s2l−1 − s ≤ s2l−1 − s2l = y2l

also
∀l∈N |s− sl| ≤ |xl+1|
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2.3. Unendliche Reihe

Beispiel. Die alternierende harmonische ReiheX
k=1

∞ (−1)k+1 1

k
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·

konvergiert und für die Summe gilt

0, 5000 = s2 ≤ s ≤ s3 = 0, 83333̄ Fehler: s− s2 ≤ y3 =
1

3

0, 6881 = s100 ≤ s ≤ s101 = 0, 6981 Fehler: s− s100 ≤ y101 =
1

101

C Absolute Konvergenz (im Rn/C)
De�nition. Eine Reihe

P∞
1 xk im Raum Rn heiÿt absolut konvergent, wenn die (Zahlen-

)Reihe
P∞

1 |xk| konvergent ist.
Satz 2.3.4. Eine absolut konvergente Reihe konvergierrt. Die Umkehrung ist im allge-
meinen nicht richtig.

Beweis. Nach dem Cauchy-Kriterium gilt:������ lX
k=j+1

xk

������ ∆
≤

lX
k=j+1

|xk| < ε für l > j > m

Gegenbeispiel für die Umkehrung: Die alternierende harmonischen Reihe konvergiert, aber
nicht absolut.

Für Reihen in R mit nichtnegativen Gliedern entspricht die Konvergenz auch der ab-
soluten Konvergenz. Für sie gilt:

Satz 2.3.5. Eine Reihe in R mit nichtnegativen Gliedern konvergiert genau dann absolut,
wenn die Folge der Partialsummen beschränkt ist.

Beweis. Die Folge der Partialsummen ist monoton steigend. Satz 2.2.6

Beispiel. Die Reihe
P∞
k=1

1
k2 konvergiert, denn

1 ≤ sl ≤
lX

k=1

1

k2
< 1 +

lX
k=2

1

k(k − 1)
= 1 +

lX
k=2

�
1

k − 1
− 1

k

�| {z }
Teleskopsumme

= 1 +

�
1−

�
�
�1

2

�
+

�
�
�
�1

2
−

�
�
�1

3

�
+

�
�
�
�1

3
−

�
�
�1

4

�
+ · · ·+

�
�

�
�1

l − 2
−

�
�

�1

l − 1

�
+

�
�

�
�1

l − 1
− 1

l

�
= 1 + 1− 1

l
< 2

Summe: s =
π2

6

Für absolut konvergente Reihen gibt es zahlreiche Konvergenzkriterien:
∞X
k=1

|xk| konvergiert
⇒
��⇒

∞X
k=1

xk konvergiert
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2. Topologie des Rn

De�nition. Eine reele Reihe
P∞

1 ck mit nichtnegativen Gliedern heiÿt eine Majorante
der Reihe

P∞
1 xk im Rn, wenn gilt: |xk| ≤ ck für fast alle k ∈ N. Sie heiÿt Minorante,

der Reihe
P∞

1 xk in Rn, wenn gilt xk ≥ ck für alle k ∈ N

Satz 2.3.6. Satz über Majoranten/Minoranten

1. Eine Reihe im Rn ist eine konvergente Majorante, wenn sie konvergiert

2. Eine Reihe im Rn ist eine divergente Minorante, wenn sie divergiert

Beweis.

1. Nach De�nition existiert ein m1 ∈ N sodass für alle k ≥ m1 : |xk| ≤ ck weiter
existiert zu vorgegebenen ε > 0 ein m2 ∈ N, so dass für alle l > j ≥ m2 gilt nach
Cauchy-Kriterium (Satz 2.2.11),

Pl
k=j+1 ck < ε. Für alle l > j ≥ m := max{m1,m2}

folgt dann
lX

k=j+1

|xk| ≤
lX

k=j+1

ckε

2. Wäre
P∞

1 xk konvergent, dann auch
P∞

1 ck, denn wegen |ck| = ck ≤ ck ≤ xk für
fast alle k wäre

P∞
1 xk eine konvergente Majorante.

Beispiel.
∞X
1

1

kp

¨
konvergiert für alle p ≥ 2
divergiert für alle 0 < p ≤ 1

Was passiert bei 1 < p < 2? Siehe Übungsblatt 8

Der Vergleich mit der geordneten Reihe liefert weitere Kriterien:

Satz 2.3.7. Satz über das Quotientenkriterium
Eine Reihe

P∞
1 xk in K (=R oder C) (mit xk 6= 0 für fast alle k) konvergiert absolut,

wenn es ein q ∈ R mit 0 < q < 1 gibt, sodass für fast alle k ∈ N gilt:����xk+1

xk

���� ≤ q

und divergiert, wenn ����xk+1

xk

���� ≥ 1

für fast alle k ∈ N

Beweis.

1. Für alle k ≥ m gelte |xk+1| ≤ q |xk| daraus folgt |xm+1| ≤ q |xm| , |xm+2| ≤ q2 |xm|
und so weiter, also

∀l∈N |xm+l| ≤ ql |xm|
Die Reihe

P∞
l=1 |xm+l| =

P∞
k=m+1 |xk| hat demnach die für 0 < q < 1 die konvergente

Majorante |xm| ·
P∞
l=1 ql
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2.3. Unendliche Reihe

2. Für alle k ≥ m gelte |xk+1| ≥ |xk|, also

∀l∈N |xm+l| ≥ |xm| > 0

(xk)k∈N bildet keine Nullfolge.

Satz 2.3.8. Satz über Wurzelkriterium
Eine Reihe

P∞
1 xk in K (= R oder C) konvergiert absolut, wenn es ein q ∈ R mit

0 < q < 1 gibt, sodass für fast alle k ∈ N gilt

k
√
xk ≤ q

und divergent, falls
k
√
xk ≥ 1

für unendlich viele k ∈ N gilt.

Beweis.

1. Für alle k ≥ m gelte k
È
|xk| ≤ q also |xk| ≤ qk.

P∞
1 qk ist also eine für 0 < q < 1

konvergente Majorante

2. Für ∞-viele k gelte k
È
|xk| ≥ 1, also |xk| ≥ 1. (xk)k∈N kann also keine Nullfolge sein.

Warnung:

1. Es genügt für die Konvergenz nicht, dass
���xk+1

xk

��� ≤ 1 oder k
√
xk ≤ 1 sind (Beispiel:

harmonische Reihe)

2. Bei komplexen Reihen ist der komplexe Betrag zu verwenden

Folgerung. eine vereinfachte Anwendung des Quotienten-/ Wurzelkriteriums:
Eine Reihe

P∞
1 xk in R konvergiert absolut, wenn

lim sup
k→∞

����xk+1

xk

���� < 1

und divergiert, wenn

lim sup
k→∞

����xk+1

xk

���� > 1

beziehungsweise für Wurzelkriterium:
Eine Reihe konvergiert absolut, wenn

lim sup
k→∞

k
È
|xk| < 1

und divergiert, wenn
lim sup
k→∞

k
È
|xk| > 1

57



2. Topologie des Rn

Beweis.

1a Sei a := lim sup
���xk+1

xk

��� < 1. Dann gibt es ein ε > 0, so dass für fast alle k ∈ N����xk+1

xk

���� ≤ q := a+ ε < 1

1b Sei b := lim inf
���xk+1

xk

��� > 1. Dann gibt es also ein ε > 0, sodass für fast alle k ∈ N����xk+1

xk

���� ≥ b− ε ≥ 1

2a Sei a := lim sup k
È
|xk| < 1. Dann gibt es ein ε > 0, sodass für fast alle k ∈ N

k
È
|xk| ≤ q := a+ ε < 1

2b Sei b := lim sup k
È
|xk|. Dann gibt es ein ε > 0, sodass für ∞-viele k ∈ N

k
È
|xk| ≥ a− ε ≥ 1

ist.

D Unbedingte Konvergenz

Bemerkung. Die Glieder einer unendlichen Reihe darf man im allgemeinen nicht ver-
tauschen, ohne dabei Konvergenzeigenschaften und/oder Summen zu ändern.

Beispiel. Aus der harmonischen Reihe

∞X
k=1

(−1)k+1 1

k
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
± · · ·

mit der Summe s = 0, 69 . . . = ln 2 erhält man durch umsortieren

∞X
k=1

yk = 1 +
1

3
− 1

2
+

1

9
+

1

7
− 1

4
+ · · ·

und nach setzen von Klammern
∞X
k=1

ỹk =
�

1 +
1

3
− 1

2

�| {z }
5
6

+
�

1

5
+

1

7
− 1

4

�| {z }
≥0

+ (+ + − )| {z }
≥0

+ · · ·

mit einer Summe s̃ ≥ 5
6

= 0, 83 . . . > s, sofern es überhaupt konvergiert.
Mann kann zeigen:

∞X
k=1

ỹk =
∞X
k=1

yk =
3

2
s
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2.4. Stetige Abbildungen von Rn nach Rm

Merke: Beim Rechnen mit unendlichen Reihen gilt im allgemeinen keine Kommutativität!

Präzisiert wird dies in der

De�nition. 1. Ist ϕ : N → N eine Bijektion, so heiÿt die Reihe
P∞
k=1 xϕ(k) eine

Umordnung der Reihe
P∞

1 xk

2. Eine Reihe heiÿt unbedingt konvergent, wenn alle Umordnungen konvergieren!

Satz 2.3.9. kleiner Umordnungssatz
Jede absolut konvergente Reihe konvergiert. (und Umgekehrt)

Beweis. Sei
P∞

1 xk absolut konvergent und ϕ : N → N eine Bijektion, dann gibt es ein
m̃ > m mit {1, . . . ,m} ⊂ {ϕ(1), . . . , ϕ(m̃)}. Setze etwa m̃ := max{ϕ−1(1), . . . , ϕ−1(m̃)}+
1. Für die Partialsumme sl =

Pl
k=1 xk und s̃l =

Pl
k=1 xϕ(k) gilt dann für l > m̃ > m:

s̃l − sl =
lX

k=1

xϕ(k)| {z }
enthält xϕ(1), . . . , xϕ(m)

also auch x1, . . . xm

−
lX

k=1

xk| {z }
enthält x1,...xm

=
X
j∈E
±xj| {z }

E endlich

wobei für alls j ∈ E j > gilt, die Übrigen heben sich gegenseitig weg. Es folgt

|s̃l − sl| ≤
X
j∈E
|xj| < ε,

das heiÿt (s̃l − sl) → 0 und wegen (sl) → s konvergiert auch (s̃l) = (sl + (s̃l − sl)) →
s+ 0 = s.

Zur Umkehrung (ohne Beweis):
Ist

P
xk konvergent, aber

P |xk| divergent, so kann man eine Umordnung
P

xk kon-
struieren, die divergiert.

Bemerkung. Nur bedingt konvergente Reihen sind sehr häÿlich. Man kann etwa in R
Umordnungen konstruieren, die divergieren beziehungsweise einen beliebigen Wert x ∈ R
als Summe besitzen.

2.4. Stetige Abbildungen von Rn nach Rm

Wir betrachten vektorwertige Abbildungen

f : D ⊂ Rn → Rm

x(x1, . . . xn) 7→ f(x) = (f1(x1, . . . xn), . . . , fm(x1, . . . , xn))

Spezielle Funktionen:
f : D ⊂ Rn → K = R oder C
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2. Topologie des Rn

Die übliche Schulde�nition lautet:
f in x0 stetig :⇔ limx→x0 f(x) = f(x0)

Problem:

Eine vernünftige Grenzwert-De�nition ist komplizierter als die Stetigkeitsde�nition selbst.
Deswegen de�nieren wir erst die Stetigkeit, und dann den Grenzwert.

A Stetigkeit und Folgenstetigeit Veranschaulichung bei Funktionen:

f : D ⊂ R→ R

Die Funktionswerte f(x) liegen in einer beliebig kleinen Umgebung von f(x0), wenn nur
die Argumente x genügend nahe bei x0 liegen.

Verallgemeinert:

De�nition. Eine Abbildung f : D ⊂ Rn → Rm heiÿt im Punkt x0 stetig, wenn zu jeder
Umgebung V ∈ U(f(x0)) eine Umgebung U ∈ U(x0) existiert mit

f [U ∩ D] ⊂ V

f heiÿt (in D) stetig, wenn sie in jeder Umgebung x0 ∈ D stetig ist.

Die Präzisierung liefert:

Satz 2.4.1. Satz über die Stetigkeit (ε- δ Kriterium)
f : D ⊂ Rn → Rm ist genau dann in x0 stetig, wenn

∀ε>0∃δ>0∀x∈Rn |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε

Die Negation lautet

∃ε>0∀δ>0∃x∈Rn |x− x0| < δ1 ⇒ |f(x)− f(x0)| ≥ ε

Beispiel.

0 Jede Abbildung f : D ⊂ Rn → Rm ist in seinem isolierten Punkt x0 ∈ D stetig. Grund:
Es existiert eine Umgebung U von x0 mit U ∩D = {x0}, also f [U ∩D] = {f(x0)} ⊂
V .

1 Jede konstante Abbildung c : Rn → Rm, x 7→ c ist überall stetig.

Beweis. c[U ] = {c} ⊂ V für jede Umgebung V von c

2 Die Inklusionsabbildung i = D ⊂ Rn → Rm, x 7→ x ist überall stetig, insbesondere die
Identität id : Rn → Rn
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2.4. Stetige Abbildungen von Rn nach Rm

Beweis. setze δ = ε

3 Die Signumsfunktion

sign : R→ R, x 7→

8><>:−1 für x < 0
0 für x = 0
1 für x > 0

9>=>;
ist in x0 = 0 unstetig, ansonsten aber stetig

Beweis. Für ε := 1 und jedes x 6= 0, egal, wie nahe ich an �0� herankomme gilt:

|sign(x)− sign(0)| = 1 ≥ ε

4 Die Dirichlet-Funktion

f : R→ IR, x 7→
¨

1 für x ∈ Q
0 für x ∈ R\Q

«
ist überall unstetig

Beweis. Sei x0 ∈ R\Q. Dann gibt es, da Q dicht in R liegt, zu ε := 1 in jeder δ
Umgebung von x0 einen Punkt x ∈ Q, sodass

|f(x)− f(x0)| = |1− 0| = 1 ≥ ε

Analog folgt für x0 ∈ Q: In jeder Umgebung liegt auch ein x ∈ R\Q

Satz 2.4.2. Die Komposition stetiger Abbildungen ist stetig

Beweis. Wir zeigen:
Ist f : A ⊂ Rn → B ⊂ Rm in x0 ∈ A stetig, und g : B ⊂ Rm → Rl in f(x0) ∈ B stetig, so
ist auch g ◦ f : A ⊂ Rn → Rl in x0 ∈ A stetig.
g in f(x0) stetig ⇒ zu W ∈ U(g(f(x0))) existiert ein V ∈ U(f(x0)) mit g[V ∩B] ⊂ W .
f in x0 stetig ⇒ zu V ∈ U(f(x0)) existiert U ∈ U(x0) mit f [U ∩ A] ⊂ V .
Zusammen folgt: Zu W ∈ U(g ◦ f(x0)) existiert U ∈ U(x0) mit (g ◦ f)[U ∩ A] =
g[f [U ∩ A]| {z }

⊂V ∩B

] ⊂ g[V ∩ B] ⊂ W . Weitere Regeln und Beispiele für stetige Abbildungen

�ndet man leicht unter dem Begri� �Folgenstetigkeit�.

De�nition. Eine Abbildung f : D ⊂ Rn → Rm heiÿt im Punkte x0 ∈ D folgestetig,
wenn für jede gegen x0 konvergente Punktfolge (xk ∈ D)k∈N auch die Bildfolge (f(xk))k∈N
gegen f(x0) konvergiert, also

lim
k→∞

f(xk) = f
�

lim
k→∞

xk

�
gilt

In normierten Räumen besonders im Rn sind beide De�nitionen gleichwertig.
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2. Topologie des Rn

Satz 2.4.3. Satz über das Folgenkriterium für Stetigkeit
Eine Abbildung f : D ⊂ Rn → Rm ist (in x0 ∈ D) genau dann stetig, wenn sie (in x0)
folgestetig ist.

Beweis.

⇒ Sei f in x0 ∈ D stetig und (xk ∈ D)k∈D → x0 beliebig. Dann gibt es zu jeder Umgebung
V von f(x0) eine Umgebung U von x0 mit f [U ∩D] ⊂ V . In U ∩D liegen fast alle
xk, also in V fast alle f(xk), das heiÿt (f(xk))→ f(x0)

⇐ Wir zeigen: �f nicht stetig in x0 ⇒ f nicht folgestetig in x0�.
f nicht stetig in x0 ⇒ es existiert ein V ∈ U(f(x0)), sodass für alle U ∈ U(x0) gilt:
f [U ∩ D] 6⊂ V . Zu jedem k ∈ N gibt es also ein xk ∈ D mit xk ∈ U 1

k
(xk), aber

f(xk) /∈ V
Für die enstehende Punktfolge (xk ∈ D)k∈D gilt (xk) 7→ x0, denn 0 ≤ |xk − x0| <
1
k
< ε, aber es gilt auch (f(xk)) 6→ f(x0), denn in V ∈ U(f(x0)) liegen keine

Folgeglieder f(xk)

Die Rechenregeln und Eigenschaften konvergenter Punktfolgen liefern jetzt sofort die Ei-
genschaften stetiger Abbildungen:

Satz 2.4.4. Satz über die Eigenschaften stetiger Abbildungen
In R, C und Rn sind

(a) die de�nierten Rechenoperationen (+,−, ·, div) sowi die de�nierten Normen stetig,
ferner

(b) im Rn die Projektion P : Rn → R , x = (x1, . . . , xn) 7→ xi insbesondere Real und
Immaginärteil: C→ R

(c) In R die Wurzelfunktion
p
√

: [0,∞[→ [0,∞[

Beweis. von (a) und (b) benötigt man Satz 2.2.3 (Rechenregeln für Punktfolgen) und
Satz 2.2.4. Bei letzteren Besonders:

(xk ∈ Rn)→ x⇔ ∀ni=1 (xk,i ∈ R)k∈N → xi

Beispiel. f : R× Rn → Rn, (λ, x)→ λ · x ist in jedem (λ0, x0) ∈ Rn+1 stetig, denn

(λk, xk)→ (λ0, x0)
2.2.4⇔ (λk)→ λ0, (xk)→ x0

2.2.3⇒ (λk, xk)→ λ0 · x0

Anaolog die restlichen Fälle.
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2.4. Stetige Abbildungen von Rn nach Rm

Satz 2.4.5. Satz über die Stetigkeit von Komponentenfunktionen
Eine vektorwertige Abbildung f : D ⊂ Rn → Rm, x 7→ f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)) (in
x0 ∈ D) ist genau dann stetig, wenn jede Komponentenfunktion

fi : D→ R, x→ fj(x) j = 1, . . . ,m

in x0 stetig ist.

Beweis. Nach Satz 2.2.4 ist:

(f(xk))→ f(x0)⇔ ∀mk=1 (fj(xk))→ fj(x0)

Folgerung.

1. Summen, Produkte, Quotienten stetiger Funktionen und Abbildungen sind, sofern
de�niert, auf ihrem De�nitionsbereich stetig

2. Polynome

x ∈ R (C) 7→ p(x) =
mX
k=1

akx
k ∈ R (C)

vom Grad m ∈ N0, falls am 6= 0, beziehungsweise vom Grad −∞, falls p ≡ 0, sind
auf R (C) stetig, ebenso rationale Funktionen x→ p(x)

q(x)
mit Polynomen p, q 6≡ 0 auf

ihrem De�nitionsbereich R (C)\{Nullstellen von q}

Beweis.

1. Etwa ist die Summe f + g stetiger Abbildung f + g : D ⊂ Rn → Rm als Verkettung

x ∈ D 7→|{z}
stetig nach2.4.5

(f(x), g(x))
+7→|{z}

stetig nach2.4.4

f(x) + g(x) = (f + g)(x)

ebenfalls eine stetige Abbildung

2. x 7→ c, x 7→ x sind stetig. Beweis durch Anwendung von 1.

B: Grenzwerte von Abbildungen Rn → Rm

Gesucht: Grenzwertbegri� für Abbildungen, also:

lim
x→x0

f(x0) f : D ⊂ Rn → Rm :

Grundvoraussetzung: x0 ist Häufungspunkt der Menge D, wobei nicht unbedingt x0 ∈
D gelten muss. Das heiÿt, es existiert eine punktierte Umgebung U̇ = U\{x0} von x0. In
U̇ liegt ein Punkt aus D, es liegen dort sogar ∞-viele (siehe Übung)
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2. Topologie des Rn

De�nition. x0 sei ein Häufungspunkt von D ⊂ Rn.
Eine Abbildung f : D ⊂ R → Rm konvergiert beim Annähern von x an x0, wenn es ein
Punkt c ∈ Rm gibt, sodass die Abbildungef : D ∪ {x0} → Rm x 7→

¨
f(x) für x ∈ D\{x0}
c für x = x0

Die Stetigkeit liefert sofort:

Satz 2.4.6.

f(x)
x→x0−→ c⇔ ∀U∈U(c)∃U∈U(x0)f [ U|{z}

x/∈U

∩D] ⊂ V

⇔ ∀ε>0∃δ>0∀x∈D0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− c| < ε

⇔ Für jede Folge (xk ∈ D\{x0})k∈N gilt: (f(xk))k∈N → c

[Folgenkriterium für Grenzwert von Abbildungen]

Bemerkung.

1. Ein Grenzwert limx→x0 f(x) ist eindeutig bestimmt, da x0 ein Häufungspunkt von
D ist, es gibt auÿerdem eine Folge (xk ∈ D\{x0}) → x0, also auch eine Bildfolge
(f(x0))k∈N, deren Grenzwert eindeutig bestimmt ist.

2. Ein eventuell vorhandener Wert f(x0) wird beim Grenzübergang nicht berücksichtigt,
aber es gilt natürlich:

f stetig in x0 ⇔ limx→x0 f(x) = f(x0), falls x0 ein Häufungspunkt von D ist.

Manchmal ist f im isolierten Punkt x0 ∈ D stetig, aber der Grenzwert limx→x0 f(x)
ist nicht de�niert.

3. Die Rechenregel für konvergente Punktfolgen liefern sofort Rechenregeln für Grenz-
werte von Abbildungen

Beispiel.
f(x)

x→x0−→ c,

g(x)
x→x0−→ d

⇒ (f + g)(x)
x→x0−→ c+ d

und so weiter

Zusatz. Speziell bei Funktionen f : D ⊂ R→ R kann man auch

• einseitige Grenzwerte c ⊂ R bei linksseitger/ rechtsseitiger Annäherung von x
an x0 de�nieren

• Grenzwerte c ∈ R bei uneigentlicher Annäherung x→∞ beziehungsweise x→
−∞ de�nieren
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2.4. Stetige Abbildungen von Rn nach Rm

• uneigentliche Grenzwerte c = ±∞ bei Annäherung x→ x0 de�nieren

und Kombinationen davon: Man benutze linksseitige Umgebung U−(x0) = U(x0) ∪
{x | x < x0} und für rechtsseitige Umgebung U+(x0) = U(x0) ∪ {x | x > x0} bezie-
hungsweise Intervalle ]+r,+∞[ und ]+∞,−r[ als Umgebung von +∞ und −∞.

Beispiel.

1. Falls x0 �linksseitiger� Häufungspunkt von D ist, etwa ]a,+∞[ ⊂ D gilt

f(x)
x→x0−→ ⇔ ∀ε>0∃δ>0∀x∈D (x0 − δ < x < x0 ⇒ |f(x)− c| < ε)

⇔ Für jede Folge (xk ∈ D)k∈D mit Uk xk > x0 gilt (f(xk))→ c

2. Falls �+∞� uneigentlicher Häufungspunktvon D ist, etwa ]a,+∞[ ⊂ D, gilt

f(x)
x→+∞−→ c⇔ ∀ε>0∃r>0∀x∈D (x > r ⇒ |f(x)− c| < ε)

⇔ Für jede Folge (xk ∈ D)k∈N → +∞ gilt (f(xk))→ c

3. Falls x0 ein Häufungspunkt von D ist, gilt:

f(x)
x→x0−→ +∞⇔ ∀r>0∃δ>0∀x∈D (0 < |x− x0| < δ ⇒ f(x) > r)

⇔ Für jede Folge (xk ∈ D)k∈N → x0 gilt (f(xk))→ +∞

Zusammen: Falls x0 ∈ D auch Häufungspunkt von D ist, gilt:

f stetig in x0 ⇔ limx→x0 f(x) = f(x0)

Die Rechenregeln für Grenzwerte können auf uneigentliche Grenzwerte fortgesetzt werden,
in dem man de�niert:

für c ∈ D : +∞+ c = c+ (+∞) := +∞, +∞+∞ := +∞
für c > 0 :(+∞) · c = c · (+∞) := +∞, (+∞) · (+∞) := +∞

Analog auch für (−∞)

1

+∞
=

1

−∞
:= 0

Unde�niert bleibt weiterhin:

(+∞) + (−∞), 0 · (±∞),
�±∞
±∞

�
,
�

0

0

�
Eigenschaften stetiger Abbildungen:

Satz 2.4.7. Satz über das Permanenzprinzip
Ist f : D ⊂ Rn → Rm in x0 ∈ D stetig mit f(x0) > 0, so gibt es eine ganze Umgebung U
von x0 mit f(x) > 0 für alle x ∈ U ∩ D.
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2. Topologie des Rn

Beweis. f(x0) > 0 ⇒ V := ]0,+∞[ ist eine Umgebung von f(x0). Zu V existert, da f
stetig in x0 ist, eine Umgebung U von x0 mit f [U ∩D] ⊂ V , das heiÿt

∀x∈U∩D f(x) > 0

Wir betrachten die Abbildugnen auf kompakte De�nitionsbereiche

Satz 2.4.8. Hauptsatz über stetige Abbildungen auf kompakten Mengen K
Bei einer stetigen Abbildung f : D ⊂ Rn → Rm ist das Bild f [K] einer kompakten Menge
K ⊂ D wieder kompakt.

Beweis. Sei {Qi | i ∈ I} eine o�ene Überdeckung von f [K], das heiÿt f [K] ⊂ S
i∈I Qi.

Zu jedem x ∈ K gibt es dann einen Index i(x) ∈ I mit f(x) ∈ Qi(x) =: Qx, das heiÿt Qx

ist o�ene Umgebung von f(x). f stetig in x⇒ es existiert eine o�ene Umgebung Ux von
x mit f [Ux ∩ K] ⊂ f [Ux ∩ D] ⊂ Qx. Das System {Ux | x ∈ K} bildet dann eine o�ene
Überdeckung von K und es genügen, da K kompakt ist, bereits endlich viele Ux1 , . . . , UxN
um K zu überdecken. Das heiÿt K ⊂ Ux1 ∪ . . . ∪ UxN . Daraus folgt

f [K] = f

24K ∩ N[
j=1

Uxj

35 = f

24 N[
j=1

(K ∩ Ukj)

35 =
N[
j=1

f [K ∩ Uxj ] ⊂
N[
j=1

Qxj

das heiÿt also {Qx1 , . . . , QxN} bildet eine endliche Teilüberdeckung von f [K].

Eine unmittelbare Folgerung ist:

Satz 2.4.9. Satz von Maximum und Minimum
Eine stetige Funktion f : K ⊂ Rn → Rm auf einer (nichtleeren) kompakten Menge
ist beschränkt und besitzt ein (globales) Maximum und Minimum , das heiÿt es
existieren x1, x2 ∈ K mit

∀x∈K m1 = f(x1) ≤ f(x) ≤ f(x2) ≤ m2

Beweis. Nach dem Hauptsatz 2.4.8 ist K̃ := f [K] ⊂ R kompakt, also abgeschlossen und
beschränkt.
K̃ beschränkt ⇒ es existiert ein m1 = inf K̃ und ein m2 = sup K̃.
K̃ abgeschlossen ⇒ m1,m2 ∈ K̃
Ansonsten gäbe es eine noch gröÿere untere beziehungsweise eine kleinere obere Schranke
als m1 oder m2, das heiÿt, es müsste gelten:

m̃2 = m2 − ε m̃1 = m1 − ε

Also ist m1,m2 ∈ K̃

Beispiel. Jede stetige Funktion f : [a, b] → R nimmt ein globales Maximum und Mini-
mum an. Dies ist im allgemeinen falsch bei anderen Intervalltypen!!
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2.4. Stetige Abbildungen von Rn nach Rm

Zur gleichmäÿigen Stetigkeit:
Eine Abbildung f : D ⊂ Rn → Rm ist stetig, wenn sie in jedem Punkt x0 ∈ D stetig ist,
deswegen heiÿt es auch punktweise Stetigkeit, das heiÿt also, wenn gilt:

∀x0∈D∀ε>0∃ : δ > 0∀x∈D (|x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε)

Das Gesuchte δ darf von ε und x0 abhängig sein. Eine stärkere Forderung ist die Existenz
eines δ, das von x0 unabhängig ist, also bezüglich x0 global ist.

De�nition. Eine Abbildung f : D ⊂ Rn → Rm heuÿt gleichmäÿig stetig, wenn

∀ε>0∃δ>0∀x0∈D∀x∈D (|x− x0| > δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε)

Hier hängt das gesuchte δ höchstens von ε ab.

Eine gleichmäÿige stetige Abbildung ist o�ensichtlich (punktweise) stetig. Die Umkehrung
ist im allgemeinenen falsch.

Beispiel.

f : D := ]0, 1[→ R, x 7→ f(x) =
1

x
ist zwar stetig, aber nicht gleichmäÿig stetig.

Beweis. zu zeigen ist:

∃ε>0∀δ>0∃x0∈D∃x∈D (|x− x0| > δ ∧ |f(x)− f(x0)| ≥ ε)

Sei ε := 1 und δ > 0 beliebig.
Für x0 := min{δ, 1} und x := 1

2
x0 gilt zwar |x− x0| = 1

2
x0 ≤ 1

2
δ < δ, aber

|f(x)− f(x0)| =
���� 2

x0

− 1

x0

���� =
1

x0

≥ ε = 1

Es gilt aber:

Satz 2.4.10. Satz über die glm. Stetigkeit
Eine stetige Abbildung f : K ⊂ Rn → Rm auf eine (nichtleere) kompakte Menge K ist
dort ebenfalls gleichmäÿig stetig.

Beweis. Sei ε > 0 vorgegeben.
f stetig ⇒ zu jedem y ∈ K existiert ein δ(y) > 0 mit

∀x∈K
�
|x− y| > δ(y)⇒ |f(x)− f(y)| < ε

2

�
(2.3)

Das System {U δ(y)
2

(y) | y ∈ K} bildet eine o�ene Überdeckung von K und es existieren

y1, . . . yN mit K ⊂ SNj=1 U δ(y)
2

(yj). Setze beliebige x, x0 ∈ K, mit |x− x0| < δ gilt dann

1. Zu x0 ∈ K existiert ein Index j mit x0 ∈ U δ(yj)

2

(yj), das heiÿt |x0 − yj| < δ(yj)

2
<

δ(yj), also nach 2.3:

|f(x0)− f(yj)| <
ε

2
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2. |x− yj|
∆
≤ |x0 − yj| < δ + δ(yj)

2
≤ δ(yj), also ebenfalls nach 2.3

|f(x)− f(yj)| <
ε

2

Zusammen folgt:

|f(x)− f(x0)| ≤ |f(x0)− f(yj)|+ |f(yj)− f(x)|

<
ε

2
+
ε

2
= ε

Bemerkung. Der Satz wird richtig in der Integrationsteorie.

Wir betrachten jetzt Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen

Satz 2.4.11. Zwischenwertsatz
Die Funktion f : [a, b] ⊂ R→ R sei stetig. Dann existiert zu jedem Wert c zwischen f(a)
und f(b) ein x0 ∈ [a, b] mit f(x0) = c

Beweis. Sei etwa f(a) ≤ f(b) und c ∈ [f(a), f(b)]. Die MengeM := {x ∈ [a, b] | f(x) ≤ c}
ist beschränkt und nicht leer, denn a ∈M . Also existiert

x0 = supM ∈ [a, b]

Es gilt f(x0) = c, dann

(a) Sei f(x0) < c (⇒ x0 < b, denn f(b) ≥ c). Dann gibt es nach em Permanenzprinzip
eine Umgebung U von x0 und f(x) = c für alle x ∈ U ∩ [a, b].
Also existiert ein x > x0 mit x ∈ M , das heiÿt x0 ist keine obere Schranke von M ,
ein Widerspruch!

(b) f(x0) > c (⇒ x0 > a, denn f(a) ≤ c). Dann gibt es eine Umgebung U von x0 mit
f(x) > c in U ∩ [a, b].
Also existiert eine noch kleinere obere Schranke x von c, ein Widerspruch!

Folgerung.

Satz. Nullstellensatz von Bolzano
Eine stetige Funktion f : [a, b] ⊂ R → R mit sign f(a) 6= sign f(b) besitzt in [a, b] eine
Nullstelle

Eine weitere

Folgerung 1. ist der Erhalt des Zusammenhangs
Das Bild eines beliebigen Intervalles I ⊂ D und eine stetige Funktion f : D ⊂ R → R
ist wieder ein Intervall, insbesondere das Bild eines abgelschossenen Intervalles ist wieder
ein abgeschlossenen Intervalles.
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Bemerkung. Ein Intervall I ⊂ R ist zusammenhängend in dem Sinne:
Mit 2 Punkten x1, x2 ∈ I liegt auch die Verbindungsstrecke

x1x2 :=

¨
[x1, x2] falls x1 ≤ x2

[x2, x1] falls x1 ≥ x2

«
ganz in I

Dieses ist eine Kennzeichnung von Intervallen.

Beweis.

(a) Zu zeigen ist: y1, y2 ∈ f [I] ⇒ y1y2 ⊂ f [I]. Zu y1, y2 ∈ f [I] existieren x1, x2 ∈ I mit
f(x1) = y1, f(x2) = y2. Wegen x1, x2 ⊂ I ist f auf x1x2 de�niert und stetig.
Der Zwischenwertsatz (Satz 2.4.11) liefert: zu jedem y ∈ y1y2 = f(x1)f(x2) existiert
ein x ∈ x1x2 ⊂ I mit f(x) = y, das heiÿt y ∈ f [I]. Damit ist y1y2 ⊂ f [I]

(b) Ist I ein abgeschlossenes Intervall, also kompakt. Nach dem Satz 2.4.8 ist also f [I]
ebenfalls ein kompaktes Intervall, also ein abgeschlossenes Intervall.

Bemerkung. Das Bild eines o�enen Intervalls braucht nicht o�en zu sein

Beispiel. f(x) = x2 auf ]−1, 1[ =: I, f [I] = [0, 1[

D Monotone Funktionen [R→ R]

Sei f : A ⊂ R→ B ⊂ R stetig und bijektiv.
Frage: Ist dann auch die Umkehrfunktion f−1 : B → A stetig?
Antwort: Im allgemeinen nicht!

Beispiel. Sei
A1 = ]−∞, 1[ ,

A2 = [1,∞[ ,

A = A1 ∪ A2

f : A→ R,
¨
x ∈ A1 7→ x+ 1 < 0
x ∈ A2 7→ x− 1 ≥ 0

«
ist o�ensichtlich stetig und bijektiv und hat die Umkehrfunktion:

f−1 : R⇒ A

¨
y < 0 → y − 1 ∈ A1

y ≥ 0 → y + 1 ∈ A2

Bei Bijektionen auf Intervallen kann das nicht passieren. Wie erkennt man solche Bijek-
tionen.

Satz 2.4.12. Eine stetige Funktion f : I ⊂ R→ R auf einem Inntervall I ⊂ R ist genau
dann injektiv, wenn sie streng monoton wachsend/ fallend ist.
f streng monoton wachsend ⇔ ∀x1,x2(x1 6= x2)⇒ f(x1) < f(x2)⇔ f injektiv
f streng monoton fallend ⇔ ∀x1,x2(x1 6= x2)⇒ f(x1) > f(x2)⇔ f injektiv
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Beweis.

⇐ f streng monoton ⇒ ∀x1,x2 (x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2)⇔ f injektiv

⇒ Sei f weder streng monoton wachsend noch fallend. Dann gibt es Punkte x1, x2, x3 ∈ I
mit x1 < x2 < x3 und etwa f(x2) ≤ f(x1) ≤ f(x3).
Nach dem Zwischenwertsatz (Satz 2.4.11) existiert zu c := f(x1) ∈ f(x2)f(x3) ein
x4 ∈ [x2, x3] mit f(x4) = c = f(x1). f kann demnach nicht injektiv sein.

Zusatz. Das Bild J := f [I] ist dann nach Folgerung 1 wieder ein Intervall und f : I ⇒
J eine (stetige) Bijektion.

Damit lässt sich beweisen:

Satz 2.4.13. f : I ⊂ R → J ⊂ R sei auf dem Intervall J stetig und bijektiv (mit
Bildintervall J).
Dann ist auch die Umkehrfunktion f−1 : J → I stetig.

Beweis. Sei zunächst y0 ∈ J ein Innenpunkt von J , also auch x0 := f−1(y0) ein In-
nenpunkt von I. Dann enthält jede Umgebung V von x0 = f−1(y0) eine ε-Umgebung
]x0 − ε, x0 + ε[ = Uε(x0) ⊂ I und das Bild f [Uε(x0)] ist wegen der strengen Monoto-
nie wieder ein Intervall U = ]y1, y2[ ⊂ J mit y0 ∈ U , also eine Umgebung U gilt dann
f−1[U ](= Uε(x0)) ⊂ V . Also ist f−1 stetig in y0.
Ist y0 ein Randpunkt von J , benutze man �einseitige Umgebungen� [x0, x0 + ε[ bezie-
hungsweise ]x0 − ε, x0] von x0 = f−1(y0).

Bemerkung. Bijektionen f : D ⊂ Rn → D′ ⊂ Rn′, bei denen f und f−1 stetig sind
heiÿen Homöomorphismus.
Diese Eigenschaft ist bei n, n′ > 1 nur schwer nachzuweisen, da hier kein Monotoniebegri�
existiert.
Aber es gilt wenigstens n = n′ (�Dimensionsinvarianz bei Homöomorphismen�)

2.5. Funktionenfolgen und -reihen

Wir betrachten Folgen und Reihen in K, deren Glieder/Summanden von einem Parameter
x ∈ K abhängen. Die Glieder sind also Funktionen fk : D ⊂ K → K. Schreibweise
(fk)k∈N beziehungsweise

P∞
k=1 fk

De�nition. Eine Funktionenfolge(fk : D ⊂ K → K)k∈N heiÿt (punktweise) konver-
gent, wenn für jedes x ∈ D die Zahlenfolge (fk(x) ∈ K)k∈K konvergiert.
Die Funktion f := limk→∞ fk : D → K, x 7→ f(x) := limk→∞ fk(x) heiÿt dann Grenz-
funktion der Folge.
Entsprechend ist die (punktweise) Konvergenz eine Funktionenreihe

P∞
k=1 fk sowie ihre

Summenfunktion s := liml→∞
Pl
k=1 fk erklärt.

Beispiel.
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1. Die Funktionenfolge (fk : [0, 1]→ R)k∈N mit ∀k∈N fk(x) = xk ist konvergent mit der
Grenzfunktion

f : [0, 1]→ R, x 7→
¨

0 für 0 ≤ x < 1
1 für x = 1

f ist unstetig , obwohl alle fk stetig sind. (sehr ärgerlich)

2. Die geometrische Reihe
P∞
k=0 zk konvergiert in C für |z| < 1 mit der Summen-

funktion s(z) = 1
1−z . (hier klappt es)

Um von der Stetigkeit der Glieder (Summanden) auf die Stetigkeit der Grenzfunktion
(Summenfunktion) schlieÿen zu können, muÿ der Konvergenzbegri� verstärkt werden.

De�nition. Eine Funktionenfolge (fk : D ⊂ K→ K)k∈N heiÿt gleichmäÿig konvergent
, wenn eine Funktion f : D→ K existiert mit

∀ε>0∃m∈N∀k≥m∀x∈D |fk(x)− f(x)| < ε

Entsprechend für Funktionenreihen.

Bemerkung. Vergleich mit punktweiser Konvergenz (fk)→ f

∀x∈D∀ε>0∃m∈N∀k≥m |fk(x)− f(x)| < ε

(fk)
glm→ f ⇔ ∀ε>0∃m∈N∀k≥m∀x∈D |fk(x)− f(x)| < ε

(fk)→ f ⇔ ∀x∈D∀ε>0∃m∈N∀k≥m |fk(x)− f(x)| < ε

Bei punktweise Konvergenz kann die gesuchte Schranke m von ε und von x ∈ D abhängen.
Bei gleichmäÿiger Konvergenz gibt es eine bezüglich x ∈ D globale Schranke.

Veranschaulichung in R :
Die Graphen der Glieder fk liegen für k ≥ m ganz in einem ε -Streifen um die Grenzfunk-
tion f
Aus der De�nition folgt sofort:

Satz 2.5.1. Jede gleichmäÿig konvergente Funktion konvergiert auch punktweise und zwar
gegen die Grenzfunktion (bzw Grenzsumme).Die Umkehrung gilt im allgemeinen
nicht

Beispiel. für die Umkehrung:
Wäre (fk[0, 1]→ R)k∈N mit fk(x) = xk gleichmäÿig konvergent, so müsst es zu ε := 1

2
ein

m ∈ N geben mit:
∀x∈[0,1] |fm(x)− f(x)| < ε.

Für alle m ∈ N gilt jedoch im Punkt x := m
È

1
2
∈ ]0, 1[ :

|fm(x)− f(x)| =
����12 − 0

���� =
1

2
≥ ε

Eigenschaft der gleichmäÿigen Konvergenz hängt wesentlich von dem betrachteten De�-
nitionsbereich ab.
Vorteil der gleichmäÿigen Konvergenz:
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Satz 2.5.2. Für alle k ∈ N sei also fk : D ⊂ K→ K (in x0 ∈ D) stetig. Dann gilt

1. (fk : D→ K)k∈N gleichmäÿig konvergent ⇒ f = limk→∞ fk (in x0) stetig.

2.
�Pl

k=1

�
l∈N gleichmäÿig konvergent⇒ s =

P∞
k=1 fk (in x0) stetig

Beweis.

1. Sei ε > 0 vorgegeben

(fk)
glm→ f ⇒ ∃m∈N∀x≥m∀x∈D |fk(x)− f(x)| < ε

3
(2.4)

fm in x0 stetig⇒ ∃δ>0∀x∈D
�
|x− x0| < ∆ = |fm(x)− fm(x0)| < ε

3

�
(2.5)

Für alle x ∈ D mit |x− x0| < δ gilt dann

|f(x)− f(x0)| ≤ |f(x)− fm(x)|| {z }
< ε

3
aus 2.4

+ |fm(x)− fm(x0)|| {z }
< ε

3
aus 2.5

+ |fm(x0)− f(x0)|| {z }
< ε

3
aus 2.4

< ε

2. mit fk sind auch Partialsummen sl =
Pl

1 fk stetig (= Anwendung von 2.4).

Folgerung. (Vertauschung von Grenzwerten):
Sei (fk : D ⊂ K → K)k∈N eine Funktionenfolge mit x0 als einen Häufungspunkt von D
mit der Eigenschaft:

∀k∈N fk(x)
x→x0−→ ck

Dann gilt:

1. Wenn (fk)k∈N gleichmäÿig konvergiert und (ck)k∈N konvergiert, so konvergiert die
Grenzfunktion f = lim fk für x→ x0 gegen c := limk→∞ ck, das heiÿt, es gilt

lim
x→x0

lim
k→∞

fk(x) = lim
k→∞

lim
x→x0

fk(x)

2. Wenn
P∞
k=1 fk gleichmäÿig konvergiert und

P∞
k=1 ck konvergiert, so konvergiert die

Summenfunktion s =
P∞

1 fk für x→ x0 gegen c =
P∞
k=1 ck, das heiÿt, es gilt:

lim
x→x0

∞X
k=1

fk(x) =
∞X
k=1

lim
x→x0

fk(x)

Beweis. nur für 1. nötig.
∀k∈N fk(x)

x→x0−→ ck ⇒ es existiert jeweils eine, in x0 stetige Fortsetzung f̃k mit

f̃k =

¨
fk(x) für x 6= x0

ck für x = x0

«
es gilt dann

(fk)
glm→ f ⇒ (f̃k)

glm→ f̃ mit f̃(x) =

¨
f(x) limk→∞ fk(x) für x 6= x0

c = limk→∞ ck für x = x0

denn zu jedem ε > 0 existiert :
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• ein m1 ∈ N mit ∀k≥m1∀x∈D\{x0} |fk(x)− f(x)| < ε

• ein m2 ∈ N mit ∀k ≥ m2 |ck − c| < ε

sodass für alle k ≥ m := max{m1,m2} und alle x ∈ D ∪ {x0} gilt:���f̃k(x)− f̃(x)
��� < ε

Nach Satz 2.5.2 ist dann die Grenzfunktion f̃ in x0 stetig, das heiÿt, es gilt:

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

f̃(x)
!

= f̃(x0) = c

Wie erkennt man gleichmäÿige Konvergenz, wenn man keine Ahnung hat, wie die Grenz-
funktion aussieht?

Satz 2.5.3. Satz über das Cauchy-Konvergenzkriterium für glm Konvergenz
Für eine Funktionenfolge (f : D ⊂ K→ K)k∈N gilt:

(fk)k∈N glm. konvergent ⇔ ∀ε>0∃m∈N∀k≥m∀x∈D |fk(x)− fl(x)| < ε

Beweis.

⇒ wie beim Beweis für Punktfolgen (Satz 2.2.1), also wieder unter Verwendung der ∆-
Ungleichung

⇐ Nach dem Cauchy-Kriterium für Punktfolgen (Satz 2.2.11) erhält man zunächst, dass
für alle x ∈ D die Zahlenfolge (fk(x))k∈N gegen einen Wert f(x) konvergiert, das
heiÿt

∀x∈D lim
l→∞

fl(x) = f(x)

Da zu jedem ε > 0 ein m ∈ N existiert, mit

∀k≥m∀x∈D∀l≥m yl := |fk(x)− fl(x)| < ε

2

folgt daraus auch
lim
l→∞

yl := |fk(x)− f(x)| ≤ ε

2
< ε

das heiÿt (fk) konvergiert sogar gleichmäÿig gegen f . Benutzt wurde dabei nur, dass
x 7→ |x| stetig ist.

Satz 2.5.4. Satz des Majorantenkriteriums für glm Konvergenz
Eine Funktionenreihe

Pn
k=1 fk mit ∀k∈N fk : D ⊂ K→ K besitzt eine konvergente Majo-

rante, das heiÿt eine konvergente Reihe
P∞
k=1 ck in R mit nichtnegativen gleichmäÿigen ck

für die gilt für fast alle k ∈ N
∀x∈D |fk(x)| ≤ ck.

Dann konvergiert
P∞
k=1 fk (absolut und) gleichmäÿig
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Beweis. Nach dem Cauchy-Kriterium 2.3.2 und 2.5.3 (2) gilt:

∀ε>0∃m∈N∀l>j≥m∀x∈D

�
lX

k=j+1

ck < ε ∧ |fj(x)| ≤ cj

�
∀ε>0∃m∈N∀l>j≥m∀x∈D

������ lX
k=j+1

fk(x)

������ ≤ lX
k=j+1

|fk(x)| ≤
lX

k=j+1

ck < ε

Ausblick in höhere Ge�lde

Sei D ⊂ K eine feste kompakte Teilmenge und

C0(D) := {f : D → K | f stetig}

1. C0(D) bildet einen ∞ dimensioinalen Vektorraum über K

2. In C0(D) wird durch ‖f‖ := sup{|f(x)| ∈ R | x ∈ D} = max{|f(x)| ∈ R | x ∈
D} ∈ R eine Norm de�niert, die sogenannte Supremumsnorm. Der Beweis geht
genauso wie bei der Maximumsnorm |x|∞ im Rn. C0(D) ist also ein ∞- dimen-
sionaler, normierter Raum über K. In ihm kann wie gewohnt die Konvergenz von
Punktfolgen (fk(x) ∈ C0(D)) de�niert werden.

(fk ∈ C0(D))k∈N
‖·‖→ f ∈ C0(D) :⇔ ∀ε>0∃m∈N∀k≥m ‖fk − f‖ < ε

wegen
‖fk − f‖ < ε⇔ ∀x∈D |fk(x)− f(x)| < ε

ist diese Konvergenz in der Norm gerade die gleichmäÿige Konvergenz von Funktio-
nenfolgen (fk : D → K)k∈N

3. Der normierete Raum C0(D) ist auch vollständig, denn wegen (fk)k∈N konvergiert
jede Cauchy-Folge in C0(D)⇔ ∀ε>0∃m∈N∀k.l≥m ‖fk − fl‖ < ε

⇔ ∀ε>0∃m∈N∀k,l≥m∀x∈D |fk(x)− fl(x)| < ε

2.5.3⇒ (fk) konvergiert gleichmäÿig gegen eine stetige Grenzfunktion f ∈ C0(K) kon-
vergiert jede Cauchy-Folge in C0(D) (bezüglich der Norm) gegen ein f ∈ C0(D)

Zusammengefasst ergibt es

Satz 2.5.5. Sei D ⊂ K kompakt. Dann bildet die Menge C0(D) aller stetigen Funktio-
nen f : D → K bezüglich der Supremumsnorm einen vollständig normierten Raum
(=Banach- Raum).

Bemerkung. Ist der De�nitionsbereich D nicht kompakt, muss man sich auf beschränkte
stetige Funktionen f : D→ K einschränken. Auch dann existiert ‖f‖, ist allerdings dann
im allgemeinen ein echtes Supremum
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2.6. Potenzreihen

De�nition. Es sei (ak ∈ K)k∈N eine Zahlenfolge und x0 ∈ K. Dann heiÿt eine Funktio-
nenreihe der Form

∀x∈R∀k∈N0

∞X
k=0

fk =
∞X
k=0

ak(x− x0)k

eine Potenzreihe mit dem Entwicklungspunkt x0 und Koe�zienten ak.

Bemerkung.

1. Es sei stets (x− x0)0 = 1, also auch für x = x0!

2. Die Partialsummen sind (stetige) Polynome in K

3. Eine Potenzreihe ist in x = x0 stets konvergent mit Summe a0

Das Konvergenzverhalten einer Potenzreihe ist übersichtlicher als bie allgemeinen Funk-
tionenreihen.

A Der Konvergenzkreis

Satz 2.6.1. Konvergenzkreis
Zu jeder Potenzreihe

P∞
k=0 ak(x − x0)k in K gibt es genau ein R ∈ [0,+∞] mit den

Eigenschaften

1. Für alle x mit |x− x0| < R konvergiert die Potenzreihe absolut

2. Für alle x mit |x− x0| > R divergiert die Potenzreihe

R heiÿt Konvergenzradius, die Umgebung (UR(x0)) der Konvergenzkreis (bezie-
hungsweise in R das Konvergenzintervall ]x0 −R, x0 +R[) der Reihe.
Spezialfälle:

• R = 0: Konvergenz nur in x = x0

• R =∞ konvergiert überall

Beweis. Die Einschränkung sei x0 = 0, sonst transformiert man einfach x̃ = x − x0.
Zunächst brauchen wir folgendes

Lemma 2.5. Konvergiert
P∞

0 ak(x− x0)k in einem x1 6= 0 so konvergiert sie absolut für
alle |x| < |x1|.

Beweis.
P∞

0 akx
k
1 konvergiert ⇒ (akx

k
1)k∈N → 0

⇒ (akx
k
1) beschränkt, das heiÿt es existiert ein M > 0 mit

∀k∈N0

���akxk1��� ≤M

Daraus folgt für alle x mit |x| < |x1|:���akxk��� =
���akxk1��� · ���� xx1

����k ≤Mqk

mit 0 < q :=
��� x
x1

��� < 1.

Also konvergiert
P∞

0 akx
k nach dem Majorantenkriterium.
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2. Topologie des Rn

Eigentlicher Beweis:
Die Menge

A :=

(
r ≥ 0

����� ∞X
0

akr
k konvergiert

)
6= ∅|{z}

da 0∈A

existiert (eventuell uneigentlich) ein

R := supA ∈ [0,∞]

und es gilt:

1.
P∞

0 akx
k konvergiert für alle x und für R > 0 mit |x| < R absolut.

Bemerkung. Es gibt ein r ∈ R mit |x| < r < R sodass
P∞

0 akr
k konvergiert.

Ansonsten gäbe es eine noch kleinere obere Schranke von A.
2.5⇒ P∞

0 akx
k konvergiert absolut.

2.
P∞

0 akx
k divergiert für alle x mit |x| > R, wobei R <∞ Vorraussetzung ist.

Beweis. Wäre
P∞

0 akx
k konvergent, so gäbe es nach 2.5 ein r ∈ R mit k < r < |x|,

sodass
P∞

0 akr
k konvergiert.

Widerspruch zu R als obere Schranke von A.
Und die Eindeutigkeit ist klar.

Beispiel.

1. Die geometrische Reihe:

∞X
k=0

zk =
1

1− z
: R = 1

2. Die Exponentialreihe:

∞X
k=0

1

k!
zk = exp(z) : R = +∞

(konvergiert also überall!)

3. Die Cosinusreihe:
∞X
k=0

(−1)k
1

(2k)!
z2k = cos(z) : R = +∞

4. Die Sinusreihe:
∞X
k=0

(−1)k
1

(2k + 1)!
z2k+1 = sin(z) R = +∞
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2.6. Potenzreihen

Bemerkung. Auf dem Rande des Konvergenzkreises beziehungsweise in den Endpunkten
des Konvergenzintervalles kann eine Potenzreihe konvergieren oder divergieren.

Beispiel.
∞X
k=1

1

k
xk mit R = 1 : Man hat

¨
Konvergenz für x = −1
Divergenz für x = 1

Zur Berechnung des Konvergenzkriteriums:

Satz 2.6.2. Satz über die Bestimung der Konvergenzradien
Für den Konvergenzradius R einer Potenzreihe

P∞
k=0 ak(x− x0)k gilt:

1. R = 1

limk→∞

�
ak+1
ak

� ≤ ∞ (falls der Grenzwert existiert!)

2. R = 1
lim supk→∞ k

√
ak
≤ ∞ (existiert [eventuell uneignetlich] immer). Das ist die soge-

nannte Formel von Hadamard

Beweis.

1. Falls L := limk→∞

���ak+1

ak

��� ∈ [0,+∞] existiert, so existiert auch

lim
k→∞

����xk+1

xk

���� = lim
����ak+1

ak

���� · |x− x0| = L · |x− x0| =
¨
< 1⇒ Konvergenz
> 1⇒ Divergenz

Also ist R = 1
L
nach dem (vereinfacht angewendeten) Quotientenkriterium.

2. Falls L = lim sup k
È
|ak| ∈ [0,∞], so gilt:

lim sup k
È
|xk| = lim sup k

È
|xk| · |x− x0| = L · |x− x0| =

¨
< 1⇒ Konvergenz
> 1⇒ Divergenz

Also ist wieder R = 1
L
nach dem (vereinfacht angewendeten) Wurzelkriterium.

Beweis.

1. Für die Exponentialfunktion
P 1

k!
zk gilt R =∞, also ist nach Hadamard

lim sup
1

k
È
|xk|

= 0 = lim
k→∞

1
k
√
k!

und
1

R
= lim sup k

È
|ak| = lim sup

k

Ê
1

k!
= 0

2. Für die Binominalreihe zur Exponentialfunktion α ∈ R

Bα(z) :=
∞X
k=0

�
α
k

�
zk

gilt
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2. Topologie des Rn

(a) falls α = m ∈ N0 : ∀k>m
�
m
k

�
= 0, das heiÿt

Bm(z) =
mX
k=0

�
m
k

�
zk = (1 + z)m für z ∈ C⇒ R = +∞

(b) ����ak+1

ak

���� =

����������
�

α
k + 1

��
α
k

� ���������� =

�����α− kk + 1

�����→ 1⇒ R = +∞

Es gilt ebenfalls nach Analysis II II:

Bα(z) = (1 + z)α

Satz 2.6.3. Eine Potenzreihe in K mit Konvergenzradius R > 0 konvergiert in jedem
abgeschlossenem Kreis Kr(x0) = {x ∈ K | |x− x0| ≤ r} mit 0 < r < R gleichmäÿig
und de�niert damit im ganzen Konvergenzbereich UR(x0) stetige Funktionen

Beweis.

1. Für alle x ∈ Kr(x0) gilt
���ak(x− x0)k

��� ≤ |ak| rk. Da P∞0 akr
k wegen r < R absolut

konvergiert, folgt die gleichmäÿige Konvergenz aus dem Majorantenkriterium 2.5.4.
Also ist x 7→ f(x) :=

P∞
0 ak(x− x0)k in Kr(x0) stetig.

2. zu jedem x mit |x− x0| < R gibt es ein r > 0 mit |x− x0| < r < R. Also ist f in x
stetig.

Zum Konvergenzverhalten auf dem Rand des Konvergenzkreises:

Satz 2.6.4. Abelscher Grenzwertsatz
Die Potenzreihe

∞X
k=0

ak(x− x0)k

besitzt einen Konvergenzradius R ∈ ]0,+∞[ und konvergiert auch in einem Punkt x1 auf
dem Rande des Konvergenzbereiches mit Summe s.
Dann konvegiert auch die dadurch dargestellte Funktion x 7→ f(x) bei radialer Annähe-
rung an x1 gegen den Wert s. Im Falle K = R kann also die ganze Funktion x 7→ f(x)
durch f(x1) := s stetig fortgesetz werden.
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2.6. Potenzreihen

Anwendung. In Analysis II können wir zeigen

f(x) :=
∞X
1

1

k
xk = − log(1− x) für |x| < R = 1,

denn f ′(x)
?
=
P∞
k=1 xk−1 = 1

1−x , und das ist eine geordnete Reihe, deren Stammfunktion
− log(1− x) ist.
Diese Reihe konvergiert auch für x = −1. Also ist nach Abel:

lim
x→−1

f(x)
log stetig

= − log 2 =
∞X
k=1

(−1)k
1

k
bzw.

∞X
k=1

(−1)k+1 1

k
= + log 2

Beweis. Setzt man x = x0 + t(x1 − x0) für 0 ≤ t < 1 so erhält man mit

∞X
k=1

ak(x1 − x0)k| {z }
bk

tk =
∞X
k=1

bk · tk

eine Potenzreihe in t mit Konvergenzradius R = 1, denn

lim sup k
È
|bk| = lim k

È
|ak| |x1 − x0| =

1

R
·R = 1

Sie stellt für 0 ≤ t < 1 eine stetige Funktion

t 7→ g(t) =
∞X
k=0

bkt
k

dar, wobei
P∞

0 bk durch die Sume s dargestellt wird. Zu zeigen ist:

lim
t→+1

g(t) = s

Für die Partialsumme sl =
Pl

0 bk (→ s) gilt 0 ≤ t < 1

lX
k=0

bkt
k = s0 +

∞X
k=1

(sk − sk−1)tk = (1− t)
l−1X
k=0

sk · tk + sl|{z}
→s

tl|{z}
→0

Also ist

g(t) =
∞X
k=0

bkt
k = (1− t) ·

∞X
k=0

skt
k

und

g(t)− s = (1− t) ·
∞X
k=0

(sk − s)tk,

denn

(1− t) ·
∞X
k=1

tk = 1

Sie nun ε > 0 vorgegeben. Dann gilt

1. Es existiert eine Schranke m ∈ N, sodass gilt:

∀k≥m |sk − s| <
ε

2
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2. Topologie des Rn

2. Es existiert ein δ > 0, sodass für alle t mit |t− 1| = 1− t < δ

(1− t) ·
m−1X
k=0

|sk − s| <
ε

2

Für alle diese t gilt dann:

|g(t)− s| ≤ (1− t) ·
m−1X
k=0

|sk − s| tk|{z}
≤1| {z }

< ε
2

+(1−t)·
∞X
k=0

|sk − s|| {z }
< ε

2

tk|{z}
≤1

≤ ε

2
+
ε

2
·(1− t)

∞X
k=m

tk| {z }
≤1

< ε,

das heiÿt
g(t)

t→+1−→ s

B Der groÿe Umordnungssatz

Gegeben:

x 7→ f(x) =
∞X
k=0

akx
k für |x| < R1

x 7→ g(x) =
∞X
k=0

bkx
k für |x| < R2

Dann gilt für die Summe f + g für |x| < min{R1, R2}

(f + g)(x) =
∞X
k=0

(ak + bk)x
k

Das ergibt wieder eine Potenzreihe mit Konvergenzradius

R
!

= min{R1, R2}

Frage: Lässt sich auch das Produkt f · g wieder durch eine Potenzreihe darstellen?

Naiver Versuch: (Nach �Lieschen Müller��, also ausmultiplizieren und sortieren):�
∞X
j=0

ajx
j

�
·
 ∞X
k=0

bkx
k

!
= (a0 + a1 + a2 + · · · ) · (b0 + b1 + b2 + · · · )

?
=
∞X
j=0

∞X
k=0

aj · bkxk+j (2.6)

?
=|{z}

r=j+k

∞X
r=0

�
∞X
j=0

aj · br−j

�
xr (2.7)
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2.6. Potenzreihen

Die �=� sind sehr fragwürdig, seltsamerweise ist das Ergebnis richtig!

Problem: Die Produktreihe ãj · b̃k bilden eine unendliche Matrix mit j, k ∈ N, ãj :=
aj · xj, b̃j := bk · xk.
In 2.6 wird erst zeilenweise, dann spaltenweise aufsummiert (oder umgekehrt).
In 2.7 werden die endlichen Summen der Schräglinien �aufsummiert�.
Konvergiert das Ganze und kommt immer das gleiche heraus? Um das zu Be-
weisen brauchen wir �schwere Geschütze�

De�nition. 1. Eine Doppelfolge (bzw. unendliche Matrix) in K ist eine Abbildung
(j, k) ∈ N×N 7→ ajk ∈ K bezeichnet mit (ajk)j.k∈N. Eine Doppelreihe in K ist eine
Doppelfolge �

lX
j=1

mX
k=1

ajk

�
l,m∈N

2. Ist ϕ : N→ N×N, r → (j, k) eine Bijektion, so heiÿt die (einfache) Folge (aϕ(r))r∈N
eine Anordnung der Doppelfolge beziehungsweise die einfache Reihe

P∞
r=1 aϕ(r)

eine Anordnung der Doppelreihe�
lX

j=1

mX
k=1

aj,k

�
l,m∈N

Beispiel. für Anordnungen:

1. Die Cantorsche Diagonalanordnung einer Doppelfolge

a11|{z}
r=2

; a12|{z}
r=3

; a21|{z}
r=3

; a13; a22; a31| {z }
r=4

; . . .

2. Anordnung im Quadrat

Satz 2.6.5. Groÿer Umordnungssatz
Sei (ajk)j,k∈N eine Doppelfolge in K mit der Eigenschaft

∃M∈R∀l∈N

lX
j,k=1

|ajk| ≤M

1. Für jede Anordnung (aϕ(r))r∈N ist die Reihe
P∞
k=0 aϕ(r) absolut konvergent mit stets

gleicher Summe s

2. Alle Zeilenreihen
P∞
k=1 aj,k (j ∈ N) und alle Spaltenreihen

P∞
j=1 aj,k (k ∈ N) sind

absolut konvergent

3. Die Reihen
P∞
j=1 (

P∞
k=1 aj,k) und

P∞
k=1

�P∞
j=1 aj,k

�
sind absolut konvergent mit glei-

cher Summe s wie unter 1.

Beweis. Vorraussetzung:
∞X
j,k

|ajk| ≤M
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1 Sei ϕ : N→ N× N eine beliebige Abzählung. Für m ∈ N setzen wir

l := max
r=1,...,m

{ϕ1(r), ϕ2(r)}

das heiÿt:
∀mr=1 ϕ1(r) ≤ l, ϕ2(r) ≤ l

Dann gilt
mX
r=1

���aϕ(r)

��� ≤ lX
j,k

|ajk| ≤M,

das heiÿt
P∞
r=1

���aϕ(r)

��� konvergiert, denn die Folge der Partialsummen ist beschränkt.
Anwendung von Satz 2.3.5. Für jede andere Abzählung:

ψ : N→ N× N ist ϕ−1 ◦ ψ : N× N

eine Bijektion, das heiÿt

∞X
s=1

aψ(s) =
X

aϕ(ϕ−1◦ψ(s)),

die nach dem kleinen Umordnungssatz (Satz 2.3.9) mit gleicher Summe s konver-
giert.

2 Für die Partialsumme
P∞
k=1 ajk der j-ten Zeilenreihe gilt mit l := max{j,m}

mX
k=1

|ajk| ≤
lX
j,k

|ajk| ≤M

das heiÿt die Summe
P∞
k=1 ajk konvergiert nach Satz 2.3.5. Analog für die Spalten-

reihe

3a Für m ≥ l gilt
lX

j=1

����� mX
k=1

ajk

����� ∆
≤

mX
j,k

|ajk| ≤M

und für m→∞ ebenfalls
∞X
j=1

����� ∞X
k=1

ajk

����� ≤M

das heiÿt
P∞
j=1 (

P∞
k=1 ajk) konvergiert absolut nach Satz 2.3.5. Ganz analog kann

man die Umkehrrichtung beweisen.

3b Sei
P∞

1 aϕ(r) eine (absolut konvergente) Anordnung der Doppelreihe. Dann gibt es zu
jedem ε > 0 ein m0 ∈ N, sodass

(s− sm0 =)
∞X

r=m0+1

���aϕ(r)

��� < ε

2

zu einem solchen m0 gibt es ein l0 ∈ N mit

{ϕ(1), . . . , ϕ(m0)} ⊂ {(j, k) | 1 ≤ j, k ≤ l0}

82



2.6. Potenzreihen

Für p ≥ l0, q ≥ l0 und m > m0 gilt dann������ pXj=1

qX
k=1

ajk −
mX
r=1

aϕ(r)

������ ≤ ∞X
r=m0+1

���aϕ(r)

��� < ε

2

Denn die Glieder von aϕ(1), . . . , aϕ(m0) heben sich weg. Der Grenzübergang erst von
q →∞, dann von p→∞ (oder Umgekehrt) liefert:������ ∞Xj=1

 ∞X
k=1

ajk

!
−

mX
r=1

aϕ(r)

������ ≤ ε

2
< ε,

das heiÿt:
∞X
r=1

aϕ(r) =
∞X
j=1

 ∞X
k=1

ajk

!
=
∞X
k=1

�
∞X
j=1

ajk

�
Folgerung.

P∞
0 ak und

P∞
0 bk seien absolut konvergente Reihen mit Summen a und

b. Dann konvergiert jede Anordnung
P∞
r=0 cϕ(r)der Doppelreihe

�Pl
j=1

Pm
k=1 ajbk

�
l,m∈N

absolut gegen das Produkt a · b, insbesondere die Cauchy-Produktreihe
∞X
r=0

 
rX

k=0

akbr

!
Bemerkung. Wegen

lX
j,k=0

|ajbk| =

�
lX

j=0

|aj|

�
·
 

lX
k=0

|bk|
!
≤

�
∞X
j=0

|aj|

�
·
 ∞X
k=0

|bk|
!

sind die Vorraussetzungen des groÿen Umordnungssatzes (Satz 2.6.5) erfüllt.
Damit gilt:

∞X
r=0

cϕ(r) =
∞X
j=0

 ∞X
k=0

ajbk

!
=
∞X
j=0

aj

 ∞X
k=0

bk

!| {z }
=b

=
∞X
j=0

aj · b = b ·
∞X
j=0

aj| {z }
=a

= a · b

und im Spezialfall:
∞X
r=0

 
rX

k=0

ak · br−k
!

= a · b,

da die innere Summe endlich ist und deswegen Klammern gesetzt werden dürfen.

Beispiel. Additionstheorem der Exponentialfunktion:

(exp z) · (expw) =

�
∞X
j=0

1

j!
· zj

�
·
 ∞X
k=0

1

k!
· wk

!
=
∞X
r=0

 
rX

k=0

1

k!
· zk · 1

(r − k)!
· wr−k

!
=
∞X
r=0

1

r!

 
rX

k=0

�
r
k

�
· zk · wr−k

!| {z }
binomische Formel

=
∞X
r=0

1

r!
· (z + w)r

= exp(z + w)
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Folgerung.

1. (exp z)k = exp(k · z) für alle k ∈ N

2. (exp z)−1 = exp(−z), da (exp(z)) · (exp(−z)) = exp 0 = 1

Deswegen auch die Schreibweise ez statt exp z

C Rechnen mit Potenzreihen

Satz 2.6.6. Multiplikation von Potenzreihen

x 7→ f(x) =
∞X
k=0

akx
k und x 7→ g(x) =

∞X
k=0

bkx
k

seien zwei durch Potenzreiehn dargestellte Funktionen in K mit Konvergenzradien R1 und
R2. Dann wird das Produkt der beiden Potenzreihen f(x) · g(x) für |x| < min{R1, R2}
durch die Cauchy-Produktreihe

∞X
r=0

 
rX

k=0

akbr−k

!
xr

dargestellt.

Beweis. Anwendung der letzten Folgerung.

Bemerkung. Der genaue konvergenzradisu der Prduktreihe kann gröÿer als min{R1, R2}
sein

Beispiel. Für |z| < 1 gilt
1

1− z
=
∞X
k=0

1 · zk

also auch
1

(1− z)2
=
∞X
r=0

 
rX

k=0

1 · 1
!
zr =

∞X
r=0

(r + 1)zr

Satz 2.6.7. Komposition von Produktreihen

x 7→ f(x) =
∞X
0

aj · xj und y 7→ g(y) =
∞X
k=0

bky
k

seien zwei durch Potenzreihen dargestellte Funktionen in K mit Konvergenzradien R1 > 0
und R2 > 0. Dann gilt:

1. Alle Potenzreihen x 7→ fk(x) (k ∈ N0) lassen sich für |x| < R1 durch PotenzreihenP∞
j=0 ajkx

j darstellen

[Auspotenzieren und Potenzen von x ordnen]
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2. Ist |a0| < R2, so gibt es ein r > 0, sodaÿ für alle x mit |x| < r die Komposition
x 7→ g ◦ f(x) durch die Potenzreihe

∞X
j=0

 ∞X
k=0

bkajk

!
xj

dargestellt wird.

[Einsetzen und nach Potenzen von x ordnen]

Beweis. Es ist nach Vorraussetzung für |x| < R1:

f(x) =
∞X
j=0

ajx
j

und für |x| < R2

g(y) =
∞X
k=0

bky
k.

Da beide Reihen absolut konvergent sind, setzen wir für |x| < R1

f̃(x) =
∞X
j=0

|aj| · |x|j

und für |x| < R2

g̃(y) =
∞X
k=0

|bk| · |y|k .

Damit folgt aus Satz 2.6.6 mittels vollständiger Induktion

fk(x) =
∞X
j=0

ajkx
j mit ajk =

X
j=j1+···+jk

(aj1 · · · ajk) für |x| < R1

f̃k(x) =
∞X
j=0

ãjk |x|j mit ãjk =
X

j=j1+···+jk
(|aj1| · · · |ajk |) für |x| < R2

wobei immer |ajk| ≤ ãjk.
Wegen f̃(0) = |a| < R2 gibt es nach dem Permanenzprinzip 2.4.7 ein r mit 0 < r < R1,
sodass für |x| < r und weil f in g eingesetzt werden darf, gilt:

∞X
j=0

���ajkxj��� ≤ mX
j=0

ãjk |x|k ≤
∞X
j=0

ajk |x|j = f̃k(x),

also
mX

j,k=0

���bkajkxj��� ≤ mX
k=0

|bk|
mX
j=0

���ajkxj��� ≤ mX
k=0

|bk| f̃k(x) ≤
∞X
k=0

|bk| f̃k(x) = g̃(f̃(x)) =: Mx

Anwendung des Groÿen Umordnungssatzes (Satz 2.6.5) auf die Doppelreihe�
lX

j=0

mX
k=0

bkajkx
j

�
l,m∈N
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liefert für |x| < r:

(g ◦ f)(x) =
∞X
k=0

bk

�
∞X
j=0

ajx
j

�k

=
∞X
k=0

∞X
j=0| {z }

nach 2.6.5 Vertauschbar

�
bkajkx

j
�

=
∞X
j=0

 ∞X
k=0

bkajk

!
xj

Bemerkung. DerMindestradius r < R1 kann so groÿ gewählt werden, dass dür |x| < r
noch

∞X
j=0

|aj| · |x|j < R2

bleibt.

Satz 2.6.8. Division durch Potenzreihen
x 7→ f(x) =

P∞
k=0 akx

k sei eine Potenzreihe in K mit Konvergenzradius R > 0 und
f(0) = a0 6= 0. Dann gibt es ein r > 0, sodass die Funktion x 7→ 1

f(x)
für |x| < r durch

eine Potenzreihe dargestellt wird.

Beweis. Wegen a0 = f(0) 6= 0 ist f(x) 6= 0 in einer ganzen Umgebung von x = 0. Dann
gilt

1

f(x)
=

1

a0 − (a0 − f(x))
=

1

a0

· 1

1−
�
1− 1

a0
f(x)

� =
1

a0

g ◦ f̃(x)

mit |y| < 1

g(y) =
1

1− y
und

f̃(x) = 1− 1

a0

f(x) =
∞X
k=1

�
−ak
a0

�
xk =

∞X
k=0

ãkx
k

wobei |ã0| = 0 < 1. Anwendung von Satz 2.6.7

Beispiel. In einer Umgebung von z = 0 gitl:

1

cos z
=

1

1−
�
z2

2!
− z4

4!
± · · ·

� = 1 +

�
z2

2!
− z4

4!
± · · ·

�1

+

�
z2

2!
− z4

4!
± · · ·

�2

· · ·

= 1 +
1

2
z2 +

5

24
z4 + ·

tan z =
sin z

cos z
=

�
z − z3

3!
+ · · ·

��
1 + 1

2
z2 ∓ · · ·

�
= z +

1

3
z3 +

2

15
z5 + · · ·

Einfaches Verfahren zur Bestimmung des Quotienten f(x)
g(x)

zweier Potenzreihen. Der AnsatzP
akx

kP
bkxk

=
X

ckx
k,
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2.6. Potenzreihen

dessen Existenz durch b0 6= 0 gesichert ist, liefert

∞X
r=0

arx
r =

 ∞X
k=0

bkx
k

!
·
 ∞X
k=0

ckx
k

!
=
∞X
r=0

 ∞X
k=0

bkcr−k

!
xr (2.8)

Frage: Kann man die gesuchten Koe�zienten durch Vergleich bestimmen?

Satz 2.6.9. Identitätssatz für Potenzreihen
x 7→ f(x) und x 7→ g(x) seien zwei in einer gemeinsamen Umgebung U von x0 ∈ K
durch Potenzreihen dargestellten Funktionen. Ist dann (xl ∈ U̇(x0))l∈N eine gegen x0

konvergente Punktfolge mit
∀l∈N f(xl) = g(xl)

so stimmten Potenzreihendarstellungen von f und g überein. Insbesondere gilt f ≡ g in
ganz U(x0).

Beweis. Sei f(x) =
P

ak(x−x0)k, g(x) =
P

bk(x−x0)k wegen der Stetigkeit von f und
g in x0 aus ∀l∈N f(xl) = g(xl):

a0 = f(x0)
Stetigkeit

= lim
l→∞

f(xl) = lim
l→∞

g(xl)
Stetigkeit

= g(x0) = b0

⇒ a0 = b0

also

f1(xl) :=
∞X
k=1

ak(xl − x0)k−1 =
∞X
k=1

bk(xl − x0)k−1 = g1(x0)

⇒ f1(xl) = g1(xl)

Für l→∞ erhält man das Ganze analog.
a1 = b1 und vollständige Induktion liefert schlieÿlich:

∀k∈N ak = bk

Folgerung. Stimmen zwei Potenzreihen in einer noch so kleinen Umgebung ihres Ent-
wicklungspunktes überein, so sind sie identisch, denn jede noch so kleine Umgebung von
U von x0 enthält eine gegen x0 konvergente Zahlenfolge.

Anwendung. Aus 2.8 folgt:

∀r∈N0 ar =
rX

k=0

bkcr−k,

also bei
b0 · c0 = a0 (→ c0)

b0 · c1 + b1 · c0 = a1 (→ c1)

... =
...

Daraus kann man sukzessive die ck's bestimmen. Auch eine explizite Darstellung ist mögl-
cih, denn für 0 ≤ r ≤ m liegt ein lösbares Lineare Gleichungssystem für c0, c1, . . . , cm vor.
Mit Hilfe der Cramerschen Regel aus der Linearen Algebra kann man diese Lösungen
bestimmen.
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3. Spezielle Funktionen

Literatur: Blatter, Christian: Analysis 1 (4. Au�age), S. 173 - 196

3.1. Die Exponential- und die
Logarithmus-Funktionen

z ∈ C 7→ exp z = ez :=
P∞
k=0

1
k!
zk ∈ C (Komplexe) Exponentialfunktion

x ∈ R 7→ expx = ex :=
P∞
k=0

1
k!
xk ∈ R (Reelle) Exponentialfunktion

x ∈ R+ 7→ log x := exp−1 x ∈ R (Natürlicher) Logarithmus
x ∈ R 7→ expa x = ax := exp(x · log a) ∈ R Allgemeine Potenz zur Basis a ∈ R+

x ∈ R+ 7→ loga x := log x/ log a ∈ R Logarithmus zur Basis a ∈ R+\{1}

3.2. Die hyperbolischen und Area-Funktionen

x ∈ R 7→ sinhx := 1
2
(ex − e−x)

=
P∞
k=0

1
(2k+1)!

x2k+1 ∈ R Sinus hyperbolicus
x ∈ R 7→ coshx := 1

2
(ex + e−x)

=
P∞
k=0

1
(2k)!

x2k ∈ R Cosinus hyperbolicus
x ∈ R 7→ tanhx := sinhx

coshx

= ex−e−x
ex+e−x

∈ R Tangens hyperbolicus
x ∈ R\{0} 7→ cothx := coshx

sinhx

= ex+e−x

ex−e−x ∈ R Cotangens hyperbolicus
x ∈ R 7→ Arsinhx := sinh−1 x

= log(x+
√
x2 + 1) ∈ R Area - Sinus hyperb.

x ∈ [1,∞[ 7→ Arcoshx := cosh−1 x

= log(x+
√
x2 − 1) ∈ [0,∞[ Area - Cosinus hyperb.

x ∈ ]−1,+1[ 7→ Artanhx := tanh−1 x
= 1

2
log 1+x

1−x ∈ R Area - Tangens hyperb.
x ∈ R\[−1,+1] 7→ Arcothx := coth−1 x

= 1
2

log x+1
x−1
∈ R\{0} Area -Cotangens hyperb.

3.3. Die Kreis- und die Argument-Funktion

t ∈ R 7→ eit = cos t+ i sin t ∈ S1 ⊂ C Kreisfunktion
z = reit ∈ C\{0} 7→ t = arg z ∈ [0, 2π[ Argumentfunktion
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3.4. Die trigonometrischen und Arcus-Funktionen

3.4. Die trigonometrischen und Arcus-Funktionen

x ∈ R 7→ sinx := 1
2i

(eix − e−ix)
=
P∞
k=0(−1)k 1

(2k+1)!
x2k+1 ∈ R Sinus

x ∈ R 7→ cosx := 1
2
(eix + e−ix)

=
P∞
k=0(−1)k 1

(2k)!
x2k ∈ R Cosinus

x ∈ R\{π/2 + kπ | k ∈ Z} 7→ tanx := sinx
cosx
∈ R Tangens

x ∈ R\{kπ | k ∈ Z} 7→ cotx := cosx
sinx
∈ R Cotangens

x ∈ [−1,+1] 7→ Acrsinx := sin−1 x ∈ [−π/2,+π/2] Arcus - Sinus
x ∈ [−1,+1] 7→ Arccosx := cos−1 ∈ [0, π] Arcus - Cosinus
x ∈ R 7→ Arctanx := tan−1 ∈ ]−π/2,+π/2[ Arcus - Tangens
x ∈ R 7→ Arccotx := cot−1 x ∈ ]0, π[ Arcus-Cotangens

1. ex =
P∞
k=0

xk

k!
= limn→∞

�
1 + 1

n

�n
2. cos(x) =

P∞
k=0(−1)k x2k

(2k)!
= 1− x2

2!
+ x4

4!
∓ · · · = 1

2
(eix + e−ix)

3. sin(x) =
P∞
k=0(−1)k x2k+1

(2k+1)!
= x− x3

3!
+ x5

5!
∓ · · · = 1

2i
(eix − e−ix)

4. cos(−x) = 1
2
(ei(−x) + e�−i(�−x)) = 1

2
(e−ix + eix) = cos(x)

5. sin(−x) = 1
2i

(ei(−x) − e�−i(�−x)) = 1
2i

(e−ix − eix) = (−1) 1
2i

(eix − e−ix) = − sin(x)

6. cos2(x) + sin2(x) = 1

→ 1

4
(eix + e−ix)2 − 1

4
(eix − e−ix)2 =

1

4

0BBBBBB@e2ix + 2 · eix · e−ix| {z }
= eix−ix| {z }

=1

+e−2ix

1CCCCCCA− 1

4

�
e2ix − 2 + e−2ix

�
=

1

4

�
��e2ix −��e2ix + 2(−1) · (−2) + �

��
e−2ix −�

��
e−2ix

�
=

1

4
· 4 = 1

7. cos(x+ y) = cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y)

8. sin(x+ y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

Beweis folgt aus ei(x+y) = eix · eiy

9. cosh(x) = 1
2

(ex + e−x)
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3. Spezielle Funktionen

10. sinh(x) = 1
2

(ex − e−x)

11. cosh(x+ y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)

12. sinh(x+ y) = cosh(x) sinh(y) + sinh(x) cosh(y)

13. cosh2(x)− sinh2(x) = 1

14. arc sinh(x) = log(x+
√
x2 + 1)

15. arc cosh(x) = log(x+
√
x2 − 1)

3.5. Stammfunktionen

1.
R
xαdx = xα+1

α+1
+ c für x ∈ R\{−1}R 1

x
dx = log |x|+ c für x 6= 0

2.
R
ekx = 1

k
ekxR

sin = − cos +cR
cos = sin +c

3.
R 1

1+x2dx = arctanx+ c für x ∈ RR 1
1−x2dx = arctanx+ c für |x| < 1R 1√

1−x2dx = arcsinx+ c für |x| < 1R 1√
1+x2dx = arcsin hx+ c für x ∈ R

3.6. Stammfunktion einzelner Summanden

1.
R
p0(x)dx = bekannt

2.
R 1
x−αdx = log |x− α|+ c

3.
R 1

(x−α)k
dx = − 1

k−1
1

(x−α)k−1 + c mit k ≥ 2

4.
R x−β

(x−β)2+γ2dx = 1
2

log((x− β)2 + γ2) + c

5.
R x−β

[(x−β)2+γ2]k
dx = −1

2
1

k−1
1

[(x−β)2+γ]k−1 + c

6.
R 1

(x−β)2+γ2dx

subst
=

y = x−β
γ

1
γ

arctan x−β
γ

+ 1
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3.7. Grenzwerte von Reihen und Summen

7.
R 1

[(x−β)2+γ2]k
dx mit k ≥ 2

hier gibt es eine Rekursionsformel (siehe Skript)

3.7. Grenzwerte von Reihen und Summen

1. f(x) =
P∞

1
1
k
xk = − log(1− x) für |x| < R = 1

2.
P∞

1 xk = 1
1−x für |x| < 1
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4. Di�erential und Integralrechung
in einer Veränderlichen

Wir betrachten Abbildungen f : I ⊂ R→ Rm(C) auf einem (nichttrivialen Intervall I)

Bemerkung. Notwendig wäre nur, dass der De�nitionsbereich D von f �zulässig� ist.

4.1. Di�erentierbarkeit und Ableitung

Sei f : I ⊂ R→ R eine beliebige Funktion und x0 ∈ I fest gewählt.

Sekanntensteigung:
∆(x) := f(x)−f(x0)

x−x0
ist als Di�erentialquotient de�niert.Forderung: Die Funktion x 7→

∆(x) (x 6= x0) soll für x→ x0 einen wohlbestimmten Grenzwert besitzen und damit
eine Tangente in x0 de�nieren mit Tangentensteigung

f ′(x) := lim
x→x0

∆(x)

De�nition. Eine Abbildung f : I ⊂ R → Rm heiÿt im Punkt x0 ∈ I di�erenzierbar,
wenn der Grenzwert

f ′(x0) :=
df

dx
(x0) := lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

=

�
lim
h→0

�
f(x0 + h)− f(x0)

h

��
existiert. Er heiÿt Ableitung oder Di�erenzialquotient von f in x0. f heiÿt auf I
di�erenzierbar, wenn sie in jedem x0 ∈ I di�bar ist. Dann existiert die Ableitung als
Abbildung f ′ = df

dx
von I nach Rm. Gleichbedeutend mit der Existenz des Grenzwertes

ist die stetige Fortsetzbarkeit der Abbildung x 7→ ∆(x) = f(x)−f(x0)
x−x0

in x0. mit dieser
Abbildung gilt dann

f(x) = f(x0) + ∆(x)(x− x0)

= f(x0) + ∆ (x)(x− x0) + (∆(x)−∆(x0)) · (x− x0)| {z }
=R(x)

= f(x0) + ∆(x0)| {z }
=a(x0)

(x− x0) +R(x)

= f(x0) + a(x− x0)| {z }
=Tangente

+R(x) mit lim
x→x0

�
R(x)

x− x0

�
= 0

Dies liefert die zwei Kennzeichungen:
Eine Abbildung f : I ⊂ R→ Rm ist in x0 ∈ I genau dann di�bar, wenn eine der folgenden
Bedingungen erfüllt sind:
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4. Di�erential und Integralrechung in einer Veränderlichen

1. Es existiert eine in x0 stetige Abbildung ∆ : I → Rm mit

∀x∈I f(x) = f(x0) + ∆(x) · (x− x0)

Es ist dann f ′(x0) = ∆(x0)

2. f lässt sich in x0 linear approximieren, das heiÿt es existiert ein a ∈ Rm, sodass

∀x∈I f(x) = f(x0) + a(x− x0) +R(x)

mit einem Restglied x 7→ R(x), für das gilt

lim
x→x0

R(x)

x− x0

= 0

Es ist dann f ′(x0) = a

Bemerkung.

1. Die Abbildung ∆ im Kennzeichen 1. hängt natürlich von x0 ab. (deshalb auch die
Schreibweise ∆|x0

(x)).
Ihre Existenz ist immer gesichert. Entscheidend ist die Stetigkeit in x0.

2. Aus der Stetigkeit von ∆ in x0 folgt sofort,

f in x0 di�bar ⇒ f in x0 stetig

Die Umkehrung ist im allgemeinen nicht richtig, denn es gibt Funktionen, die überall
stetig aber nirgends di�bar sind.

3. DIe Eigenschaft limx→x0

R(x)
x−x0

= 0 im Kennzeichen 2. lässt sich auch mit Hilfe der
Landauschen O Symbole durch durch R(x) = O(x− x0) für x→ x0 beschreiben.
Allgemein gilt

f(x) = O(g(x)) für x→ x0 ⇔ lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0

4. Mann kann auch (wie bei der Stetigkeit) links- bzw- rechtsseitige Di�barkeit
de�nieren und eine links- bzw rechtsseitige Ableitung bilden.

5. Interpretation der Abbildung

f ′(x0) ∈ R: Steigung der Tangente x 7→ f(x) + f ′(x0)(x − x0) (also im Punkt
x0).

f ′(t0) = ḟ(t0) ∈ Rm (m > 1) Geschwindigkeitsvektor oder Bahnkurve t 7→ f(t)

Beispiel.

0 Lineare Abbildungen x ∈ R 7→ f(x) = ax+ b ∈ Rm sind überall di�bar mit

∀x0∈N f ′(x0) = a
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4.1. Di�erentierbarkeit und Ableitung

1 Die Exponentialfunktion x ∈ R 7→ exp(x) = ex ∈ R ist überall di�bar mit exp = exp
beziehungsweise

∀x∈R (ex)′ = ex,

denn limh→0
ex−0
h

= 1, was aus der Potenzreihendarstellung ersichtlich ist.

2 Die Kreisfunktion x ∈ R 7→ eix ∈ C ist überall di�bar mit

∀x∈R
�
eix
�′

= i · eix,

denn

∆|x0(x) =
eix − eix0

x− x0

= ieix · e
i(x−x0) − 1

i(x− x0)
x→x0−→ ieix

wegen: lim
h→0

eih − 1

ih
= 1

Bemerkung. Vektorwertige Funktionen lassen sich komponentenweise di�erenzieren

Satz 4.1.1. Eine Abbildung f : I ⊂ R→ Rm ist (in x0 ∈ I) genau dann di�erenzierbar,
wenn jede Komponentenfunktion fj : I → R (j = 1, . . . ,m) (in x0 ∈ I) di�bar ist und es
gilt:

f ′(x0) = (f ′1(x0), . . . , f ′m(x0))

Beweis. Anwendung von Satz 2.4.5 auf die in x0 stetige abbildung ∆.

Satz 4.1.2. Rechenregel für di�bare Funktionen

1. f, g : I ⊂ R→ K (R oder C) seien (in x0 ∈ I) di�bar. Dann sind auch f+g, f ·g, f
g

(falls g 6= 0) in x0 di�bar mit:

(a) (f + g)′ = f ′ + g′ Summenregel

(b) (f · g) = f ′ · g + g′ · f Produktregel

(c)
�
f
g

�
= f ′·g−g′·f

g2
Quotientenregel

2. f : I ⊂ R → J ⊂ R sei (in x0 ∈ I) di�bar und ebenso g : J ⊂ R → R in f(x0)
di�bar. Dann ist auch f ◦ g (in x0 ∈ I) di�bar mit

(d) (g ◦ f)′ = (g′ ◦ f) · f ′ (Kettenregel)

Beweis. (a) klar

(b)
(f · g)(x)− (f · g)(x0)

x− x0

=
(f(x)− f(x0))g(x) + f(x0)(g(x)− g(x0))

x− x0

=
f(x)− f(x0)

x− x0

g(x) + f(x0) · g(x)− g(x0)

x− x0

g stetig−→ f ′(x0) · g(x0) + f(x0) · g′(x0) = (f · g)′(x0)
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4. Di�erential und Integralrechung in einer Veränderlichen

(c) �
f
g

�
(x)−

�
f
g

�
(x0)

x− x0

=
f(x)g(x0)− f(x0)g(x)

(x− x0)g(x)g(x0)

=
f(x)g(x0)− f(x0)g(x) +f(x0)g(x0)− f(x0)g(x0)

(x− x0)g(x)g(x0)

=
(f(x)− f(x0)) g(x0)− f(x0) (g(x)− g(x0))

(x− x0)g(x)g(x0)

=
(f(x)− f(x0)) g(x0)

(x− x0)g(x)g(x0)
− f(x0) (g(x)− g(x0))

(x− x0)g(x)g(x0)

x→x0−→ f ′(x0)g(x0)− f(x0)g′(x0)

g2(x0)

(d)

f(x) = f(x0) + ∆1(x)(x− x0)

g(x) = g(x0) + ∆2(y)(y − y0) mit y0 = f(x0)

g ◦ f(x) = g ◦ f(x0) + ∆2 ◦ f(x) ·∆1(x)(x− x0)

wobei ∆ in x0 stetig ist. Weiterhin ist

(g ◦ f)′(x0) = ∆(x0) = ∆f(x0)∆1(x0)

= g′(f(x0)) · f ′(x0)

Anwendung.

1.
d

dx
xk = k · xk−1 für k ∈ Z

Beweis. Für k ∈ N0 durch vollständige Inuktion

d

dx
x0 = 1

d

dx
= 0

d

dx
xk = k · xk−1 ⇒ d

dx
xk−1 =

d

dx
(xk · x)

= (k · xk−1) · x+ xk · 1 = (k + 1)xk Häckchen

für

k = −l < 0

d

dx
xk =

d

dx

1

xl
(c)
=
−lxl−1

x2l
= −l 1

xl+1
= kxk−1
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4.1. Di�erentierbarkeit und Ableitung

2. exp′ = exp, cosh′ = sinh, sinh′ = cosh, tanh′ = 1
cosh2 = 1− tanh2

Beweis.�
ex ± e−x

2

�′
=

((ex)′ ± (e−x)′)

2
=
ex ∓ e−x

2

(tanhx)′ =

�
sinhx

coshx

�
=

sinh′ x coshx− cosh′ x sinhx

cosh2 x
=

cosh2 x− sinh2 x

cosh2 x

=
1

cosh2 x
= 1− tanh2 x

3. (eix)′ = ieix

cos′ x = − sinx

sin′ x = cosx

tan′ x =
1

cos2 x
= 1− tan2 x

Beweis.

(cosx+ i sinx)′
4.1.1
= cos′ x+ i sin′ x
!

= i(cosx+ i sinx) = − sinx+ i cosx

Folgerung. aus 1: Polynome von rationalen Funktionen sind auf ihrem gesammten De�ni-
tionsbereich di�bar und ihre Ableitungen sind wieder Polynome beziehungsweise rationale
Funktionen.

Zur Ableitung rationaler Umkehrfunktionen:

Satz 4.1.3. Satz über die Ableitung der Umkehrfunktion
f : I ⊂ R → J ⊂ R sei eine stetige Bijektion (insbesondere streng monoton), die
in x0 ∈ I di�bar ist mit f ′(x0) 6= 0. Dann is auch dei Umkehrfunktion

f−1 : j → I in y0 := f(x0)

di�bar mit

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
=

1

f ′ (f−1(y0))

das heiÿt es gilt:

(e) (f−1)
′
= 1

f ′◦f−1 (in y0)
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4. Di�erential und Integralrechung in einer Veränderlichen

Beweis. Nach Vorraussetzung gilt: f(x) = f(x0) + ∆(x)(x − x0), beziehungsweise y =
y0+f−1(f−1(y)−f−1(y0)) für alle x ∈ I, ∆ in x0 stetig, und f ′(x0) = ∆ 6= 0, also ∆(x) 6= 0
für x ∈ U(x0) (Permanenzprinzip). Daraus folgt für alle y = f(x) ∈ f [U(x0)] = V (y0) ⊂ J

f−1(y) = f−1(y0) +
1

∆(f−1(y))
(y − y0)

= f−1(y0) + ∆̃(y) · (y − y0)

wobei y 7→ ∆̃(y) in y0 stetig ist (da f−1 in y0 stetig). Also existiert

(f−1)′y0 = ∆̃(y0) =
1

∆(x0)
=

1

f ′(x0)
=

1

f ′(f−1(y0))

Anwendung.

1. log′ x = 1
exp′(log x)

= 1
x

2. für x ∈ R gitl:

arcsinh′x =
1

sinh′(arcsinhx)
=

1

cosh(arcsinhx)
1È

1 + sinh2(arcsinhx)
=

1√
1 + x2

3.

arcsinh′x =
1

cos(arcsinhx)
= cos y > 0 für |y| < π

2

=
1√

1− x2
für |x| < 1

Bemerkung. Der arcsin (Hauptzweig!) ist für x = ±1 zwar de�niert und stetig, aber
nicht di�bar (vertikale Tangente).
Rekursiv lassen sich höhere Ableitungen einführen.

De�nition. Eine Abbildung f : I ⊂ R→ Rm heiÿt p-mal di�bar (p ≥ 1), wenn die p-te
Ableitung f (p) :=

�
f (p−1)

�′
existiert.

p-mal stetig di�bar (p ≥ 0), wenn f (p) existiert und stetig ist, sowie ∞ oft (stetig)
di�bar ist. Dabei wird f (0) := f , also als �0.te Ableitung� gesetzt.
Für

Dp(I) := {f : I → Rm | f p-mal di�bar} (p ≥ 1)

und
Cp(I) := {f : I → Rm | f stetig di�bar}(p ≥ 0)

gelten die echte Inklusionen

C(I) = C0(I) ) D ) C1(I) ) · · · ) Dp(I) ) D∞(I) = C∞(I)
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Beispiel. f : R → R, x 7→ |x|3 ist 2-mal stetig di�bar (f ∈ C2(R)) aber nicht 3 mal
di�bar (f /∈ D3(R))

1. f(x) = signx3 ⇒ f ′(x) = sign(3x2) für x 6= 0. Wegen

f(x)− f(0)

x− 0
=
|x|3

x
= x |x| x→0−→ 0

Also ist ∀x∈R f ′(x) = sign x3x2

2. Analog ist ∀x∈R f ′′(x) = sign |x| 6x = 6 |x|

3. f ′′(x) ist in x = 0 nicht di�bar, denn f ′′(x)−f ′′(0)
x−0

= 6 signx ist in x = 0 nicht stetig
ergänzbar.

Rechenregel für höhere Ableitungen

Satz 4.1.4. Satz über Rechenregeln höherer Ableitungen
f, g : I ⊂ R → K seien p-mal (stetig) di�bar (p ∈ N0). Dann sind auch f + g, f · g, f

g

(falls de�niert) p-mal (stetig) di�bar und es gilt

(a) (f + g)(p) = f (p) + g(p)

(b) (f · g)(p) =
Pp
k=0

�
p
k

�
f (k)g(p−k)

Beweis. von (b) durch vollständige Induktion:
p = 0: trivial, für p = 1 gelten immer noch normale Rechenregel.

p→ p+ 1 (f · g)(p+1) ind.Ann.
=

 
pX

k=0

�
p
k

�
fkg(p−k)

!′
=

pX
k=0

�
p
k

��
f (k+1)g(p−k) + f (k)g(p+1−k)

�
=

�
p
p

�
f (p+1)g(0) +

pX
k=1

�
p

k − 1

�
f (k)g(p+1−k) +

pX
k=1

�
p
k

�
f (k)g(p+1−k) +

�
�

��
�

0
0

�
f (0)g(p+1)

=
p+1X
k=0

�
p+ 1
k

�
f (k)g(p+1−k)

4.2. Der Mittelwertsatz der Di�erentialrechnung und
seine Anwendung

Die folgenden Sätze sind fast alle nur für reelwertige Funktionen f : I ⊂ R→ R gültig.

Bei einem Intervall I bezeichnet
o

I das innere Intervall (also ohne Randpunkte)
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A Der Mittelwertsatz (MWS)

De�nition. Eine Funktion f : I ⊂ R → R heiÿt im Punkt x0 ∈
o

I lokal minimal bzw,
f(x0) ein lokales Minimum, wenn eine Umgebung U ⊂ I von x0 existiert mit

∀x∈Uf(x) ≥ f(x0)

Analog folgt das lokale Maximum bzw lokal Maximal mit der Bedinung

∀x∈Uf(x) ≤ f(x0)

Es sind gleichbedeutend:

• lokal extremal :⇔ lokales Minimum/Maximum

• Lokals Extremum:⇔ lokales Minimum/Maximum

Bemerkung. Lokale Extrema können nach De�nition nur in Innenpunkten auftreten,
niemals auf dem Rand!

Satz 4.2.1. Satz der lokalen Extremas
Die Funktion f : [a, b]→ R besitzt im Punkt x ∈ ]a, b[ ein lokales Extremum und sei in x
di�erenzierbar. Dann ist f ′(x) = 0

Beweis. Nach Vorraussetzung gilt f(x) = f(x0) + ∆(x) · (x − x0). Dann ist ∆ : I → R
stetig.

1. Annahme f ′(x0) = ∆(x0) > 0
2.4.7⇒ es existiert eine Umgebung U(x0) ⊂ I von x0 mit

∀x ∆(x) > 0

⇒
¨
∀x∈U (x > x0 ⇒ f(x) > f(x0))
∀x∈U (x > x0 ⇒ f(x) < f(x0))

«
⇒ f in x0 nicht lokal extremal

2. Annahme f ′(x0) = ∆(x0) < 0 folgt analog zur 1. Annahme.

Es bleibt nur f ′(x0) = ∆(x0) = 0

Ein etwas anderer Beweis:

Beweis. f besitze in x ein lokales Maximum (für Minimum geht der Beweis praktisch
identisch). Dann existiert ein ε > 0, sodass ]x− ε, x+ ε[ ⊂ ]a, b[ und

∀ζ∈]x−ε,x+ε[f(ζ) ≤ f(x)

Da f in x di�erenzierbar ist, gilt auch:

f ′(x) = lim
ζ→x

f(ζ)− f(x)

ζ − x
= lim

ζ↓x

f(ζ)− f(x)

ζ − x| {z }
≤0

= lim
ζ↑x

f(ζ)− f(x)

ζ − x| {z }
≥0

und aus f ′(x) ≤ 0 und f ′(x) ≥ 0 folgt: f ′(x) = 0
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Bemerkung. Diese Bedingung ist nicht hinreichend. Es können sogenante Sattel-
punkte auftreten. Zum Beispiel x 7→ x3

Eine Vorstufe zum Mittelwertsatz ist:

Satz 4.2.2. Satz von Rolle
Sei f : [a, b] ⊂ R→ R stetig und in ]a, b[ di�bar. Dann gilt:

f(a) = f(b)⇒ ∃x̄∈]a,b[f
′(x̄) = 0

Beweis. Sei f nicht konstant, sonst ist die Behauptung trivial. Da f auf dem Kompak-
tum [a, b] stetig ist, existiert nach dem Satz von Maximum und Minimum (Satz 2.4.9)
ein globales Maximum und ein davon verschiedenes globales Minimum. Eines davon und
wegen f(a) = f(b) im Inneren von [a, b], kann also in einem Punkt x̄ ∈ ]a, b[ angenommen
werden. Dann ist es auch ein lokales Extremum mit f ′(x̄) = 0 nach Satz 4.2.1.

Anders formuliert klingt dieser Wichtige Satz der Mathematik etwa so:

Satz. Sei a < b und f : [a, b]→ R eine stetige Funktion mit f(a) = f(b). Die Funktion f
sei im Intervall ]a, b[ di�erenzierbar. Dann existiert ein ζ ∈ ]a, b[ mit f ′(ζ) = 0

Beweis. Falls f konstant ist, ist der Satz trivial. Ist f nicht konstant, so gibt es ein
x0 ∈ ]a, b[ mit f(x0) > f(x) (oder f(x0) < f(x)). Dann wird das absolute Maximum
(oder absolutes Minimum) der Funktion f : [a, b] → R in einem Punkt ζ ∈ ]a, b[
angenommen. Nach Satz 4.2.1 (Satz von lokalen Extremas) ist f ′(ζ) = 0

Eine Transformation der Koordinatenachsen liefert jetzt:

Satz 4.2.3. Mittelwertsatz der Di�erentialrechnung
Sei a < b und f : [a, b] → R eine stetige Funktion, die in ]a, b[ di�erenzierbar ist. Dann
existiert ein ζ ∈ ]a, b[, sodass

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(ζ)

Geometrische Bedeutung:
Die Steigung der Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) ist gleich der Steigung
der Tangente im Punkt (ζ, f(ζ))

Beweis. Anwedung des Satzes von Rolle (Satz 4.2.2) auf die Funktion

x 7→ F (x) := f(x)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a)

Umformulierung des Mittelwertsatzes (Satz 4.2.3):
f in [x0, x0 + h]→ R stetig in ]x0, xo + h[ di�bar, b > 0. Es existiert ein θ ∈ ]0, 1[ mit

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0 + θh)− h

Bemerkung. Der Mittelwertsatz gilt nicht für komplexwertige oder vektorwertige
Funktionen
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Beispiel. Für t 7→ f(t) = eit auf [0, 2π] gilt:

f(0) = f(2π) = 1

aber
∀t∈]0,2π[ f

′(t) = ieit 6= 0

denn vektoriell betrachtet ist |ieit| = 1.

Erste Anwendung des Mittelwertsatzes:

Satz 4.2.4. Satz der Monotonie
Für eine auf dem Intervall I stetige und im Inneren von

o

I di�bare Funktion f : I → R
gilt:

(a) f ist monoton wachsend (fallend) ⇔ ∀
x∈

o
I
f ′(x) ≥ 0 (≤ 0)

(b) f ist streng monoton wachsend (fallend) ⇔ ∀x∈]a,b[ f
′(x) > 0 (< 0)

(c) f ist konstant ⇔ ∀
x∈

o
I
f ′(x) = 0

Beweis. (a) �⇒�: f ist monoton wachsend ⇒ ∀x 6=x0 f ′(x0) = f(x)−f(x0)
x−x0

≥ 0 ⇒
∀
x∈

o
I
f ′(x0) = limx→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

≥ 0

�⇐� Sei ∀
x∈

o
I
f ′(x) ≥ 0. Für alle x1, x2 ∈ I mit x1 < x2 gilt dann nach dem

Mittelwertsatz 4.2.3:

f(x2) = f(x1) = f ′(x̄)| {z }
≥0

· (x2 − x1)| {z }
>0

≥ 0

⇒ f monoton wachsend

(b) Siehe Übung 3

(c) �⇐� ∀
x∈

o
I
f ′(x) = 0⇒ f monoton wachsend und fallend ⇒ konstant

Eine andere Formulierung des Monotoniekriterium:

Satz. Sei f : [a, b]→ R stetig und in ]a, b[ di�bar

1. Wenn für alle x ∈ ]a, b[ gilt f ′(x) ≥ 0 (bzw.: f ′(x) < 0; f ′(x) ≥ 0, f ′(x) > 0) dann
ist f in [a, b] monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend, monoton
fallend, streng monoton fallend)

2. Ist f monoton wachsend, so folgt f ′(x) ≥ 0 (bzw. f monoton fallend ⇒ f ′(x) ≤ 0
∀x ∈ ]a, b[

Beweis. [-skizze:] Über die De�nition der Ableitung mit f ′(x) = limh→0
f(x+h)−f(x)

h
führt

man für 1 einen Widerspruchsbeweis (Hinweis: Satz 4.2.3 (Mittelwertsatz))
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Satz. Satz der strengen Extrema (hinreichende Bedingung)
Sei f in x zwei mal di�erenzierbar mit f ′(x) = 0. Ist dann noch f ′(x) > 0 (bzw. f ′(x) < 0),
dann hat die Funktion in x ein strenges lokales Minima (bzw. ein strenges lokales
Maxima)

Satz. Satz der Konvexität
Sei D ⊂ R ein o�enes Intervall und f : D → R eine zweimal di�bare Funktion, dann ist
f genau dann konvex, wenn f ′′(x) ≥ 0 gilt!

B Die Regel von [Marquis de] l'Hospital

Gesucht: Möglichkeit zu Berechnung von Grenzwerten der Form

0

0
und

∞
∞

Beispiel.

lim
x→0

1− cosx

sinx
, lim
x→+∞

ex

coshx

Satz 4.2.5. Erweiterte Mittelwertsatz
Seien f, g : [a, b]→ R stetig und in ]a, b[ di�bar und weiter

∀x∈]a,b[ g
′(x) 6= 0

Dann ist g(a) 6= g(b) und es existiert ein x̄ ∈ ]a, b[ mit

f ′(x̄)

g′(x̄)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)

Beweis. Nachdem der Mittelwertsatz ist zunächst

g(b)− g(a) = (g′(x̄))| {z }
6=0

· (b− a)| {z }
6=0

⇒ g(b)− g(a) 6= 0

Anwendung von Satz von Rolle (Satz 4.2.2) auf die Funktion

x 7→ F (x) := f(x)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
· (g(x)− g(a))

liefert

F (a) = f(a) = F (b)⇒ es existiert ein x̄ ∈ ]a, b[ mit

F ′(x̄) = f ′(x)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
· g′(x) = 0

lim
b→a

f ′(x)− f ′(x)

���g′(x)
·���g′(x)⇒ f ′(x)− f ′(x) = 0
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Satz 4.2.6. Regel von l' Hospital
f, g n-mal di�bare Funktionen, g(n)(x0) 6= 0 ∀n∈N0 , sowie x0 ein (möglicherweise uneigent-
licher) Häufungspunkt von I.

(a) Falls limx→x0 f(x) = limx→x0 g(x) = 0 und lim f (n)(x)

g(n)(x)
(möglicherweise uneigentlich)

existiert, so existiert auch

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f (n)(x)

g(n)(x)

(1. Regel von l'Hospital)

(b) Falls limx→x0 f(x) = ±∞ existiert, so existiert auch

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f (n)(x)

g(n)(x)

falls auch limx→x0

f (n)(x)

g(n)(x)
(möglicherweise uneigentlich) existiert. (2. Regel von

l'Hospital

Beweis. Ohne Einschränkung können wir annehmen, dass I = ]a, b[ und x0 = b ∈ R ∪
{+∞}. Wir beweisen nur die Hauptfälle b ∈ R und c := limx→b

f ′(x)
g′(x)

∈ R, (Nebenfälle:
b = ±∞, c = ±∞).
Sei ε > 0 vorgegeben. Wegen limx→b

f ′(x)
g′(x)

= c existiert ein δ > 0 mit
���f ′(x)
g′(x)
− c

��� < ε
2
für alle

x ∈ ]b− δ, b[ (vergeich mit Satz 2.4.6, dem ε − δ- Kriterium für einseitige Konvergenz).
Für beliebige x, y mit b−δ < x < y < b gibt es dann nach dem erweiterten Mittelwertsatz
(Satz 4.2.5) ein x̄ ∈ ]x, y[ ⊂ ]b− δ, b[ mit

Q(x, y) :=
f(y)− f(x)

g(y)− g(x)
=
f ′(x̄)

g′(x̄)

also
|Q(x, y)− c| < ε

2

(a) falls limy→b f(y) = limy→b g(y) = 0 folgt daraus durch Konvergenzübergang y → b
wegen

lim
y→b

Q(x, y) =
f(x)

g(x)
:

�����f(x)

g(x)
− c

����� ≤ ε

2
< ε

für alle x ∈ ]b− δ, b[. Also ist

lim
x→b

f(x)

g(x)
= c = lim

x→b

f ′(x)

g′(x)

(b) Falls limy→∞ (f(y))−1 = limy→b
1

g(y)
= 0 gilt zunächst

f(y)

g(y)
= Q(x, y) +

f(x)−Q(x, y) · g(x)

g(y)
(Nachrechnen)

= Q(x, y) +R(x, y) mit lim
y→b

R(x, y) = 0, da lim
y→b

1

g(y) = 0
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Folglich gibt es (zu obigen ε) ein δ̃ > 0 (wobei ohne Einschränkung δ̃ < δ ist), mit
|R(x, y)| < ε

2
für alle y ∈

�
b− δ̃, b

�
. Für diese y gilt dann also�����f(y)

g(y)
− c

����� ≤ |Q(x, y)− c|+ |Q(x, y)| < ε

2
+
ε

2
= ε

Also ist ebenfalls

lim
y→b

f(y)

g(y)
= c = lim

y→b

f ′(y)

g′(y)

In den Nebenfällen betrachte man �r-Umgebungen von ±∞

Beispiel.

1. Gesucht:

lim
x→=

f(x)

g(x)
= lim

x→0

ex + e−x − 2

x− log(1 + x)

(was dem Fall 0
0
entspricht). Die 1. Regel liefert wegen f ′(x)

g′(x)
= ex−e−x

1− 1
1+x

liefert kein

Ergebnis.

⇒ f ′′(x)

g′′(x)
=
ex − e−x

1
(1+x)2

x→0−→ 2

Also ist

lim
x→0

f(x)

g(x)
= lim

x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

f ′′(x)

g′′(x)
= 2

2. Gesucht: Nochmals limx→∞
ex

xm
für m ∈ N (enstpricht Fall ∞∞) die 2. Regel liefert:

lim
x→+∞

ex

xm
= lim

x→+∞

ex

m · x(m−1)
= . . . = lim

x→+∞

ex

m!x0
= +∞

Bemerkung.

1. Die Regel gilt nicht für komplexwertige Funktionen

Beispiel.

f(x) = x, g(x) = x · e
−i
x

mit lim
x→0

f(x) = lim
x→0

g(x) = 0

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

x

x+ i
e
i
x = 0 existiert, aber

f(x)

g(x)
= lim

x→0
e
i
x

existiert nicht!
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2. Grenzwerte der Form �0−∞� oder �∞−∞� können auf die behandelten Fälle � 0
0
�

angewendet werden.

Beispiel.

f|{z}
→0

· g|{z}
→∞

=
f → 0
1
g
→ 0

f|{z}
→+∞

− g|{z}
→−∞

=

�
1
f
− 1

g

�
→ 0�

− 1
fg

�
→ 0

3. Weitere Möglichkeit solche Grenzwerte zu bestimmen ist Potenzreihenentwick-
lung (falls sie bekannt ist).

Beispiel.

lim
x→0

x3

tanhx− x
= lim

x→0

x3�
x− 1

3
x3 + · · ·

�
− x

lim
x→0

1

−1
3

+ · · ·
= −3

C Di�barkeit von Funktionenfolgen und Reihen

Bemerkung. Bekannte Polynome

x 7→ p(x) =
nX
k=0

akx
k

können Gliedweise di�erentiert werden, es ist also

p′(x) =
nX
k=0

k · akxk−1

Frage: Gilt das auch für Potenzreihen

x 7→ f(x) =
nX
k=0

k · anxk−1?

Genauer:  
lim
n→∞

nX
k=0

akx
k

!′
?
= lim

n→∞

" 
nX
k=0

akx
k

!#
Für allgemeine Funktionenfolgen/-reihen gilt dies nicht!�

lim
k→∞

fk

�′
6= lim

k→∞
f ′k,

selbst wenn alle Ableitungen exisitieren (siehe Übung 4 Aufgabe 18).

Ein Kriterium für die Vertauschbarkeit von Di�erentiation und Grenzwertbildung liefert:

106



4.2. Der Mittelwertsatz der Di�erentialrechnung und seine Anwendung

Satz 4.2.7. Di�barkeit von Funktionenfolgen
(fk : I,⊂ R→ R)k∈N sei eine Folge di�barer Funktionen mit den Eigenschaften:

(1) (fk)k∈N konvergiert (punktweise) bzw.:
�Pl

k=1 fk
�
l∈N konvergiert Punktweise

(2) (f ′k)k∈N konvergiert gleichmäÿig bzw.:
�Pl

k=1 f
′
k

�
l∈N konvergiert glm.

Dann ist auch die Grenzfunktion limk→∞ fk bzw.:
Pl
k=1 fk di�bar.

Weiter gilt auch: �
lim
k→∞

fk

�′
= lim

k→∞
f ′k

bzw.:  ∞X
k=0

fk

!′
=
∞X
k=0

f ′k

Gegeben:fk(I → R)k∈N und es sind alle fk di�bar.
Vorraussetzung:

1. (fk) punktweise Konvergent

2. (fk) gleichmäÿig konvergent

Zusammen folgt: �
lim
k→∞

fk

�′
= lim

k→∞
f ′k

Beweis. Sei f = lim fk, f̃ = lim f ′k zu zeigen ist:
f ist di�bar mit f ′ = f̃ . Sei x0 ∈ I beliebig. Nach Vorraussetzung gilt

∀x∈I fk(x) = fk(x0) + ∆k(x)(x− x0)

ist stetige Funktion ∆k : I → R, denn fk ist in x0 di�bar. Wir zeigen zunächst, dass
(∆k)k∈N gleichmäÿig auf I konvergent ist.
Da die Folge (f ′k) nach Vorraussetzung 2. gleichmäÿig konvergiert gilt nach dem Cauchy-
Konvergenz-Kriterium (Satz 2.5.3):

∀ε>0∃m∈N∀k,l≥m∀x∈I |f ′k(x)− f ′l (x)| < ε

1. (x 6= x0):

∆k(x)−∆l(x) =
(fk − fl)(x)− (fk − fl)(x0)

x− x0

4.2.3
= (fk − fl)′(x̄) = f ′k(x̄)− f ′l (x̄) mit x̄ ∈ x0x

2. (x = x0):

∆k(x0)−∆l(x0) = f ′k(x0)− f ′l (x0)
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Zusammen:

∀k,l≥m∀x∈I |∆k(x)−∆l(x)| < ε

das heiÿt (∆k)k∈N konvergiert gleichmäÿig nach dem Cauchy-Konvergenz-Kriterium und
der Satz über die Vertauschbarkeit von Grenzwerten (einer Folgerung aus Satz 2.5.2) kann
angewendet werden. Er liefert:
Da

lim
k→∞

lim
x→x0

∆k(x) = lim
k→∞

f ′k(x0) = f̃(x0)

existiert, existiert auch

lim
x→x0

lim
k→∞

∆k(x) = lim
x→x0

lim
k→∞

fk(x)− fk(x0)

x− x0

= lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= f ′(x0)

ist f ′(x0) = f̃(x0)

Bemerkung.

1. Mann kann zeigen, dass unter den Vorraussetzungen des Satzes auch die Folge
(fk)k∈N zumindest auf kompakte Teilintervalle von I gleichmäÿig konvergiert.

2. Satz 4.2.7 ist auch für Folgen und Reihen im Rm beziehungsweise C anwendbar,
wenn man die Vorraussetzung komponentenweise überprüft.

Spezialfall. Giedweise di�erentiation der Potenzreihe

x 7→ f(x) =
∞X
k=0

ak(x− x0)k

mit dem Konvergenzradius R > 0, liefert die Reihe

x 7→ f̃(x) =
∞X
k=1

k · ak(x− x0)k−1

mit gleichem Konvergenzradius R̃ = R, denn

1

R̃
= lim sup k

È
|k · ak| = lim sup

k
√
k|{z}
→1

· k
È
|ak| = lim sup k

È
|ak| =

1

R

Dies ist auf alle Teilintervalle [x0 − r, xo + r] ⊂ ]x0 −R, x0 −R[ gleichmäÿig konvergent.
Dort ist auch der letzte Satz (Satz 4.2.7) anwendbar. Da man jeden Punkt des Konver-
genzintervalles in einem solchen Teilintervall wieder �ndet, erhält man insgesamt durch
vollständige Induktion:

Satz 4.2.8. Satz der Potenzreihen
Eine Potenzreihe

P∞
k=0 ak(x−x0)k in R mit Konvergenzradius R > 0 ist in ihremKonver-

genzintervall ]x0 −R, x0 +R[ beliebig oft di�bar und ihre Ableitung erhält man durch
gliedweise Di�erentiation.
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4.2. Der Mittelwertsatz der Di�erentialrechnung und seine Anwendung

Anwendung. 1. Die Potenzreihe

x 7→ f(x) =
∞X
k=1

(−1)k+1 1

k
xk

besitzt den Konvergenzradius R = 1 und für |x| < 1 gilt:

f ′(x) =
∞X
k=1

(−1)k−1xk−1 =
∞X
k=0

(−x)k =
1

1 + x

Für x 7→ g(x) := log(1 + x)− f(x) gilt dann g′ ≡ 0, also auch g = const und wegen
g(0) = 0 sogar g ≡ 0. Ergebnis für |x| < 1:

log(1 + x) =
∞X
k=1

(−1)k+1 1

k
xk

Da die Reihe auch für x = +1 konvergiert, gilt nach dem Abelschen Grenzwertsatz
(Satz 2.6.4) auch

∞X
k=1

(1−)k+1 1

k
= lim

x→+1
log(1 + x)

log stetig
= log 2

2. Die Binominalreihe

x 7→ Bα(x) =
∞X
k=0

�
α
k

�
xk

besitzt für α ∈ N0 den Konvergenzradius R = 1 (ansonsten ist es ein Polynom, siehe
auch Kapitel 2.6.A). Für |x| < 1 gilt auf jeden Fall

(a) B′α = α ·Bα−1, denn

B′α =
∞X
k=1

k ·
�
α
k

�
xk−1 =

∞X
k=1

α · (α− 1) · . . . · (a− k + 1)

1 · 2 · . . . · (k − 1)· 6 k
xk−1 6 k

= α ·
∞X
k=1

�
α− 1
k − 1

�
= α ·Bα−1(x)

(b) Bα(x) = (1 + x) · (Bα−1(x)), denn

(1 + x) ·Bα−1(x) = (1 + x) ·
∞X
k=0

�
α− 1
k

�
= xk = 1 +

∞X
k=1

2666666666664
�
α− 1
k

�
+

�
α− 1
k − 1

�| {z }�
α
k

�
3777777777775xk

= Bα(x)
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4. Di�erential und Integralrechung in einer Veränderlichen

Aus (a) und (b) folgt für

x 7→ q(x) :
Bα(x)

(1 + x)α
(|x| < 1),

wobei (1 + x)α = eα log(1+x) ist. Es folgt:

q′(x) =
B′α(x)(1 + x)α − (α(1 + x)α−1Bα(x))

(1 + x)2α

y B′α(x) = α ·Bα−1(x)

y Bα(x) = (1 + x)Bα−1(x)

=
αBα−1(x)(1 + x)α − (1 + x)α · α ·Bα−1(x)

(1 + x)2α
=

0

(1 + x)2α
= 0

also q = const. Wegen q(0) = 1 ist q ≡ 1, das heiÿt

Bα(x) = (1 + x)α für α ∈ R, |x| < 1

Spezialfall.

1

1 + x
= B−1(x) =

∞X
k=0

�
−1
k

�
xk =

∞X
k=0

(−1) · (−2) · . . . · (−k)

1 · . . . · k
xk =

∞X
k=0

(−1)kxk

√
1 + x = B 1

2
(x) =

∞X
k=0

�
1
2

k

�
=

�
1
2

�
·
�
−1

2

�
· . . . ·

( 1
2
−k)z }| {�

−1

2
− k + 1

�
k!

Bemerkung. Das Konvergenzverhalten auf den Rande des Konvergenzintervalles kann
sich beim Di�erenzieren ändern!

Beispiel.
∞X
k=1

(−1)k+1 1

k
xk = log(1 + x)

konvergiert für x+ 1 nicht, aber
∞X
k=1

(−1)k−1xk−1 =
1

1 + x

4.3. Stammfunktion (unbestimmte Integrale)

Das Suchen der Stammfunktion ist die Umkehraufgabe zur Di�erentiation und hat (noch)
nichts mit der eigentlichen Integration zur Maÿbestimmung zu tun, trotz der Bezeichnung.
Wir beschränken uns auf Funktionen f : I ⊂ R → R auf einem Intervall I. Da Kompo-
nentenweise di�erentiert wurde. kann man auch Abbildungen f.I ⊂ R→ Rm (C) kompo-
nentenweise �integrieren�.

De�nition. Eine Funktion heiÿt unbestimmt integrierbar, wenn es eine di�bare Funk-
tion F : I ⊂ R→ R gibt mit F ′ = f . F heiÿt dann Stammfunktion von f .
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4.3. Stammfunktion (unbestimmte Integrale)

O�ensichtlich gilt wegen F ′ ≡ 0↔ F = const:

Satz 4.3.1. Satz über Stammfunktionen:
Für eine unbestimmt integrierbare Funktion f : I ⊂ R→ R gilt

(a) Stammfunktionen F von f sind bis auf additive Konstanten eindeutig bestimmt. Die
Äquivalenzklasse aller Stammfunktionen von f heiÿt unbestimmtes Integral von
f , bezeichnet mit Z

f := [F ],

wenn F ein spezieller Repräsentant ist. Üblicherweise schreibt man (inkonsequen-
terweise bzw. schlampig)Z

f = F + c bzw ∀x∈I
Z
f(x)dx = F (x) + c (c ∈ R)

(b) Für a, b ∈ I ist die Di�erenzZ b

a
f(x)dx := [F (x)]ba = F (b)− F (a)

unabhängig von der Auswahl der Stammfunktion F . Sie heiÿt bestimmtes Inte-
gral von f zwischen a und b

(c) Für festes a ∈ I ist

x 7→ F (x) =
Z x

a
f(t)dt

die eindeutig bestimmte Stammfunktion um f .

Bemerkung.

1. Nicht jede Funktion ist unbestimmt integrierbar

Beispiel. x ∈ R 7→ signx ∈ R. Für eine Stammgfunktion F müsste gelten:

F (x) =

¨
x+ c1 für x > 0
−x+ c2 für c2x < 0

«
also F (x) = absx+c: Diese Funktion ist aber in x = 0 nicht di�bar!Widerspruch

2. Auch unstetige Funktionen können Stammfunktionen besitzen

Beispiel.

f(x)

¨
2x sin 1

x
− cos 1x für x 6= 0
0 für x = 0
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4. Di�erential und Integralrechung in einer Veränderlichen

besitzt auf R die Stammfunktion

F (x) =

¨
x2 sin 1

x
für x > 0

0 für x = 0

Beispiele.

1.
R
xαdx = xα+1

α+1
+ c für x ∈ R\{−1}, x > 0 xα := eα log xR 1

x
dx = log |x| + c für x 6= 0, denn für x < 0 gilt: (log |x|)′ = (log |−x|)′ =

1
−x · (−1) = 1

x

2.
R

exp(kx) = 1
k

exp(kx) + c. Damit folgt für

sinx = − cosx+ c

cosx = sinx+ c

und so weiter

3.
R 1

1+x2dx = arctanx+ c für x ∈ R (siehe Übungsblatt 2)R 1
1−x2dx = arctanx+ c für |x| < 1R 1√

1−x2dx = arcsinx+ c für |x| < 1R 1√
1+x2dx = arcsinh x+ c für x ∈ R

Die Rechenregeln für die Di�erentation liefern sofort Regeln für unbestimmte Integration.
Trivial ist der folgende Satz:

Satz 4.3.2. Satz der unbestimmten Integrale
Sind f, g : I ⊂ R → R unbestimmt intergrierbar, so auch f + g, λ · f mit λ ∈ R und es
gilt Z

(f + g) =
Z
f +

Z
g,

Z
λ · f = λ

Z
f
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4.3. Stammfunktion (unbestimmte Integrale)

Bemerkung. Dies sind im prinzip Gleichungen zwischen Äquivalenzklassen. Mit der In-
tegratiosnkonstante c kann man nicht so rechnen

(F + c) + (G+ c) = (F +G) + (2c),

das ist unfug!

Folgerung. Polynome sind demnach unbestimmt integrierbar und ihre Stammfunktionen
sind wieder Polynome

Die Produktregel für die Di�erentiation liefert:

Satz 4.3.3. Satz der partiellen Integration
f, g : iR → R seien di�bar und f · g′ unbestimmt integrierbar. Dann ist auch f ′ · g
unbestimmt integrierbar mit Z

(f ′ · g) = f · g −
Z

(f · g′)

Beweis. �
f · g −

Z
(g · g′)

�′
= (f ′ · g + f · g′)− f · g′ = f ′ · g

Formulierung in bestimmten Integralen:Z b

a
f ′(x)g(x)dx = [f(x)g(x)]ba −

Z b

a
f(x)g′(x)dx

Beispiele.

4.
R
x · ex =

R
x (ex)′ dx = x · ex − R 1 · exdx = (x− 1)ex + c

5. Wiederherstellung des Ausgangsintegrals:Z
sin2 x =

Z
sinx(− cosx)′dx = − sinx cosx+

Z
cos2 x| {z }
1−sin2 x

= x− sinx cosx−
Z

sin2 xdx

Falls das Ausgangsintegral existiert, muss gelten:

Z
sin2 dx =

1

2
(x− sinx cosx) + c

Di�erentiation �beweist� die Gleichung (�Probe�)

6.
R

log x dx =
R

(x)′ log(x) = x · log x− R x · 1
x
dx = x · log x− x+ c
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4. Di�erential und Integralrechung in einer Veränderlichen

7. Z √
1− x2 =

Z
1 ·
√

1− x2 dx = x
√

1− x2 −
Z x

2
· −2x√

1− x2
dx

= x
√

1− x2 −
Z −x2 + 1− 1√

1− x2
dx

= x
√

1− x2 −
Z √

1− x2 dx+ arcsinx

falls das Integral existiert, muss gelten:Z √
1− x2 dx =

1

2

�
x
√

1− x2 + arcsinx
�

+ c

Die Kettenregel für Di�erentiation liefert:

Satz 4.3.4. Substitutionsregel

(a) f : I ⊂ R → R sei unbestimmt integrierbar und φ : J ⊂ R → I di�bar. Dann ist
auch (f ◦ φ) · φ′ unbestimmt integrierbar und es giltZ

(f ◦ φ)φ′ =
�Z

f
�
◦ φ

bzw.: Z
f(φ(x))φ′(x)dx

�Z
f(y)dy

�
y=φ(x)

(b) Sei f : I ⊂ R → R eine Funktion von φ : J ⊂ R → I eine di�bare Bijektion mit
∀x∈Jφ′(x) 6= 0, sowie (f ◦ g)f ′ unbestimmt integrierbar. Dann ist auchZ

f =
�Z

(f ◦ φ)φ′
�
◦ φ−1

bzw.:
∀y∈If(y)dy =

�Z
f(φ(x))φ′(x)dx

�
y=φ−1(x)

Für bestimmtes Integral gilt:Z b

a
f(φ(t))φ′(t)dt =

Z φ(b)

φ(a)
f(x)dx

Beweis.

(a) ((
R
f) ◦ φ)′ = ((

R
f) ◦ φ) ◦ φ′ = (f ◦ φ) ◦ φ′

(b) Nach Satz 4.1.3 ist mit φ auch φ−1 di�bar. Ist G eine Stammfunktion von (f ◦φ)◦φ′,
so folgt: �

G ◦ φ−1
�′

=
�
G′ ◦ φ−1

�
·
�
φ−1

�′
= ((f ◦ φ)φ′) ◦ φ−1 1

φ′ ◦ φ−1

=
�
f ◦ φ ◦ φ−1

�
·
�
φ′ ◦ φ−1

�
· 1

φ′ ◦ φ−1
= f
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4.3. Stammfunktion (unbestimmte Integrale)

Formulierung in bestimmten Integralen:

Satz.

(a) Für α, β ∈ J gilt: Z β

α
f (φ(x))φ′(x) dx =

Z φ(β)

φ(α)
f(y) dy

(b) Für a, b ∈ I gilt Z b

a
f(y) dy =

Z φ−1(b)

φ−1(a)
f (φ(x))φ′(x) dx

Beispiele.

8. Methode (a) Z x√
1− x2

dx = −1

2

Z −2x√
1− x2

dx = −1

2

Z 1
√
y
dy

�����
y=1−x2

= −1

2
· 2 · √y

����
y=1−x2

= −
√

1− x2 + c

9. Substitution y = φ(x) = ex, mit φ(x) = ex und x = φ−1(y) = log yZ
log y dy

Subst. s.o.
=

Z
x · ex dx

����
x=log y

= (x− 1)ex|x·log y + c

= (log y − 1) · y + c

B Unbestimmte Integrierbarkeit von Funktionenfolgen Die Sätze aus Kapitel 4.2.C
liefern sofort:

Satz 4.3.5. (Korollar zu Satz 4.2.7)
Ersetze f mit F und f ′ mit f , dann erhält man:
(fk : I ⊂ R → R)k∈N sei eine Folge unbestimmt integrierbarer Funktionen und (Fk : I ⊂
R→ R)k∈N eine Folge von Stammfunktionen mit

1. (Fk)k∈N konvergiert punktweise

beziehungsweise
�Pl

k=1 Fk
�
k∈N konvergiert punktweise

2. (fk)k∈N konvergiert gleichmäÿig

beziehungsweise
�Pl

k=1 fk
�
k∈N konvergiert gleichmäÿig
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4. Di�erential und Integralrechung in einer Veränderlichen

Dann ist die Grenzfunktion limk→∞ fk beziehungsweise die Summe
Pl
k=1 fk unbestimmt

integrierbar mit Z
lim
k→∞

fk = lim
k→∞

Fk + c

beziehungsweise

Z ∞X
k=1

fk =
∞X
k=1

Fk + c

Vorsicht: Aus einer konvergenten Folge (Fk)k∈N von einer Stammfunktion kann man
leicht eine divergente machen, beispielsweise durch (Fk + k)k∈N)

Satz 4.3.6. (Korrolar zu Satz 4.2.8)
Eine Potenzreiche

P∞
k=0(x− x0)k in R mit Konvergenzradius R > 0 ist in ihrem Konver-

genzintervall ]x0 −R, x0 +R[ gliedweise unbestimmt integrierbar.

Anwendung. 4.2.8/4.3.6
Sie bieten manchmal die Möglichkeit, die Summe einer Potenzreihe explizit darzustellen.

Beispiel.

f(x) =
∞X
k=1

k2xk

Für |x| < R = 1 gilt:

f(x)

x
=
∞X
k=1

(k)2 · xk−1 in x = 0 fortgesetzt

⇒
Z x

0

f(t)

t
dt =

∞X
k=1

k · xk

⇒ 1

x
·
∞X
k=1

k · xk−1 =
1

x
·
Z x

0

f(t)

t
dt

⇒
Z x

0

�
1

s

Z s

0

f(t)

t
dt

�
ds =

∞X
k=1

xk
!

=
x

1− x
Rückgängig−→ 1

x

Z x

0

f(t)

t
dt =

1

(1− x)2

⇒
Z x

0

f(t)

t
dt =

x

(1− x)2

⇒ f(x)

x
= [nach einer Seite Rechnung]

=
1 + x

(1− x)3

⇒ f(x) =
x · (1 + x)

(1− x)2
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4.3. Stammfunktion (unbestimmte Integrale)

C Stammfunktion rationaler Funktionen

Bemerkung.

1. Welche Funktionen sind überhaupt unbestimmt �integrierbar�, das heiÿt, welche Funk-
tionen besitzen eine Stammfunktion?
Teilweise Antwort in der eigentlichen Integrationstheorie (Kapitel 4.5)

2. Welche Funktionen sind elementar integrierbar, das heiÿt, bei welchen Funktionen
ist die Stammfunktion aus den elementaren Funktionen von Kapitel 3 zusammen-
setzbar?
Gegenbeispiel zu 2.: Der Integralsinus

x 7→ si (x) :=
Z x

0

sin t

t
dt =

∞X
k=0

(−1)k
1

(2k + 1)!
=

x2k+1

2k + 1

Die Elliptischen Integrale

x 7→ E(k, x) =
Z x

0

È
1− k2 sin2 t dt Elliptisches Integral 1.Art

x 7→ E(k, x) =
Z x

0

1√
1− k2 sin2 t

dt Elliptisches Integral 2.Art

mit 0 < k < 1, wobei k = 1 und k = 0 elementar integrierbare Funktionen bilden.

Wir wolle zeigen, dass wenigstens die rationalen Funktionen elementar integrierbar sind.
Hierzu benötigen wir Hilfsmittel aus der Algebra, verwenden sie aber ohne Beweis!

Satz. Fundamentalsatz der Algebra
Jedes (normierte) Polynom z ∈ C 7→ p(z) =

Pn
k=0 akz

k ∈ C mit an = 1 besitzt eine (bis
auf die Reihenfolge) eindeutige Primfaktorzerlegung

p(z) =
rY
j=1

(z − αj)lj (4.1)

wobei α1, . . . , αr die Nullstellen und l1, . . . , lr die Vielfachheit der jeweiligen Nullstellen
beschreibt

Satz. Fundamentalsatz (komplex)
Ein normiertes relles Polynom x ∈ R → p(x) ∈ R besitzt eine Primfaktorzerlegung
der Form

p(x) =
rY
j=1

(x− αj)lj ·
sY
j=1

�
(x− βj)2 + γj

�mj (4.2)

mit rellen Nullstellen α1, . . . , αj und echt komplexe Nullstellen βj ± iγj und den
Vielfachheiten l1, . . . , lr bzw. m1, . . . ,ms
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4. Di�erential und Integralrechung in einer Veränderlichen

Bemerkung. Echt komplexe Nullstellen αj = βj+γj treten paarweise konjugiert Kom-
plex (mit gleicher Vielfachheit) auf. Aus der Zusammenfassung der Produkte

(x− αj) · (x− ᾱj) = (x− βj − iγj) · (x− βj + iγj) = (x− βj)2 + γ2
j

Satz. Satz der Partialbruchzerlegung
Jede rationale Funktion z 7→ r(z) = p(z)

q(z)
mit q(z) 6= 0 in C mit einer Primfaktorzerle-

gung wie in 4.1 des Nenners q besitzt eine Darstellung:

r(z) = p0(z) +
rX
j=1

ljX
k=1

Ajk
(z − αj)k

(4.3)

mite einem Polynom p0 (falls deg p ≥ deg q) und Koe�zienten Ajk ∈ C
Beispiel.

r(z) = p0(z) =
p(z)

z2(z − i)
= p0(z) +

A11

z
+
A12

z2
+

A21

z − 1

Folgerung. Jede reelle rationale Funktion x 7→ r(x) = p(x)
q(x)

mit einer Primfaktorzerlegung
4.2 des Nenners q beistzt eine Partialbruchtzerlegung der Form:

r(x) = p0(x) +
rX
j=1

ljX
k=1

Ajk
(x− αj)k

+
sX
j=1

mjX
k=1

Bjkx+ Cjk�
(x− βj)2 + γ2

� (4.4)

mit einem reellen Polynom p0 (falls deg p ≥ deg q) un Koe�zienten Ajk, Bjk, Cjk ∈ R.
Beispiel.

1. r(x) = p(x)
x3(x2+1)2

!
= p0(x) + A1

x
+ A2

x2 + A3

x3 + B1x+C1

x2+1
+ B2x+C2

(x2+1)2

2. r(x) = x3

(x2−1)4
= x(x2+1)−x

(x2+1)4
= x

(x2−1)3
+ x

(x2+1)3

Methode zur Berechnung durch Polynomdivision

p(x)

q(x)
= p0 + Rest p̃(x)

das heiÿt
p(x)

q(x)
= p0 +

p̃(x)

q(x)

mit deg p̃ < deg q.

Bestimmung der Koe�zienten ajk, Bjk, Cjk durch Ansatz in dem reduzierten Polynom

r̃(x) =
p(x)

q(x)

Dies liefert ein lösbares lineares Gleichungssystem. Jetzt brauchen wir nur noch die Stamm-
funktion für die in 4.4 auftretende Summanden zu bestimmen.
Reelle Partialbruchzerlegung:

r(z) = p0(z) +
rX
j=1

ljX
k=1

Ajk
(x− αj)k

+
mX
j=1

mjX
k=1

Bjk + Cjk�
(x+ βj)2 + γ2

j

�k
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Beispiele. von Stammfunktionen der einzelnen Summanden:

(0) Z
p0(x) dx : bekannt

(1a) Z 1

x− α
dx = log |x− α|+ c

(1b) Z 1

(x− α)k
dx = − 1

k − 1
· 1

(x− a)k−1
+ c k ≥ 2

(2a) Z x− β
(x− β)2 + γ2

dx =
1

2
log

�
(x− β)2 + γ2

�
+ c

(2b) Z x− β
[(x− β)2 + γ]k

dx = −1

2

1

k − 1

1

[(x− β)2 + γ2]k−1 + c k ≥ 2

(3a) Z 1

(x− β)2 + γ2
dx

y=x−β
γ

=
1

γ
arctan

x− β
γ

+ 1

(3b) Z 1

[(x− β)2 + γ2]k
dx k ≥ 2

Hier gibt es eine Rekursionsformel. Mit f(x) := (x − β)2 + γ2 gilt (mittels der
partiellen Integration):Z 1

fk+1(x)
dx =

1

2kγ2

�
x− β
fk(x)

+ 2(k − 1)
Z 1

fk(x)
dx

�
Zusammenfassend gilt:

Satz 4.3.7. Satz der elementaren Integrierbarkeit (Bezug auf Stammfunktionen
einzelner Summanden)
Jede rationale Funktion über R ist elementar Integrierbar. Eine Stammfunktion erhält
man als linearkombination aus rationalen Funktionen, Logarithmen von linearen Funk-
tionen und quadratischen Polynomen und arctan- Gliedern von Linearkombinationen.

Bemerkung. Durch geeignete Substitutionen lassen sich viele Integrale elemetarer Funk-
tionen auf Integrale rationaler Funktionen zurückführen, und man erhält dadurch wieder
elementare Stammfunktionen.
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4.4. Taylorapproximation und Anwendung

A Die Taylorschen Sätze

Problem: Eine Funktion f : I ⊂ R→ R soll in der Umgebung von x0 ∈ I möglcihst gut
durch ein Polynom x 7→ T (x) von Grade deg ≤ p approximiert werden.
Forderung: ∀pk=0 T

(k)(x0), falls f p-mal di�bar ist. Der Ansatz

T (x) =
pX

k=0

ak(x− x0)k

liefert wegen
∀pk=0 T (k)(x0) = k!ak

als einzige Lösung:

ak =
1

k!
f (k)(x0)

Satz 4.4.1. f : I ⊂ R → R sei in der Umgebung von x0 p-mal di�bar (p ∈ N0). Dann
gibt es genau ein Polynom x 7→ Tp(x) (höchstens vom Grade p) mit

∀pk=0T
(k)
p (x0) = f (k)(x0)

nämlich

Tp(x) :=
pX

k=0

1

k!
f (k)(x0)(x− x0)k

genannt: p-tes Taylorpolynom von f im Punkte x0

Bemerkung.

1. Tp hängt natürlich von x0 ab! Deswegen auch die Schreibweise

Tp|x0
(x) oder Tp(x, x0)

2. Es ist

T0 = f(x0) = const

T1(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) [Tangente]

Beispiel. Bei einer Potenzreihe

x 7→ f(x) =
pX

k=0

ak(x− x0)k

ist das p-te Taylorpolynom in x0 genau die p-te Partialsumme

Tp(x) =
pX

k=0

ak(x− x0)k
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4.4. Taylorapproximation und Anwendung

Wie gut approximiert Tp die Funktion f?

Wir betrachten das Restglied
Rp := f − Tp

Nach De�nition ist

∀pk=0 Rp = 0

und

R(p+1)
p (x0) = f (p+1)(x0)

falls f in x0 (p+1)- mal di�bar ist. Für etwa x > x0 folgt daraus nach dem Mittelwertsatz
(Satz 4.2.3)

Rp(x)− 0

(x− x0)p+1 − 0
=

R′p(x̄1)− 0

(p+ 1)(x̄1 − x0)p − 0
mit x0x̄1 < x

=
R′′p(x̄2)− 0

(p+ 1)p(x̄2 − x0)p−1 − 0
mit x0 < x̄2 < x̄1 < x

... Vollständige Induktion

=
R(p)
p (x̄p)

(p+ 1)!(x̄p − x0)
mit x0 < x̄p < · · · < x̄1 < x

(analog für x < x0)

Für die für x 6= x0 de�nierte Funktion

x 7→ ∆p+1(x) := (p+ 1)!
Rp(x)

(x− x0)p+1
=
R(p)
p (x̄p(x))

x̄p(x)− x0

gilt dann, falls f (p) und damit R(p)
p nochmals in x0 di�bar:

lim
x→x0

∆p+1(x) = lim
x→x0

R(p)
p (x̄p(x))−R(p)

p

x̄p − x0�
x→ x0

⇒ x̄p(x)→ x0

�
=
�
R(p)
p

�′
(x0) = R(p+1)

p (x0)

= f (p+1)(x0)

das heiÿt, sie kann durch

∆p+1(x0) := f (p+1)(x0)

stetig ergänzt werden.

Ergebnis:
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Satz 4.4.2. Taylorscher Satz, 1. Form
f : I ⊂ R → R sei p-mal di�bar (p ∈ N0) und auch f (p+1)(x0) für x0 ∈ I. Dann gibt es
genau eine x0 stetige Funktion mit ∆p+1 : I → R mit

∀x∈If(x) = Tp|x0
(x) +

1

(p+ 1)!
∆p+1(x)(x− x0)p+1 (4.5)

∆p+1(x0) = f (p+1)(x0) (4.6)

Für p = 0 erhält man die Kennzeichnung 1 der Di�erenzierbarkeit in x0 zurück

∀x∈If(x) = f(x0) + ∆1(x)(x− x0)

Umformulierung: Aus 4.5 und 4.6 folgt

f(x) = Tp(x) +
1

(p+ 1)!
f (p1)(x0) · (x− x0)(p+1) +

1

(p+ 1)!

�
∆p+1(x) −∆p+1(x0)

�
· (x− x0)p+1

= Tp+1(x) +Rp+1(x) mit lim
x→x0

Rp+1(x)

(x− x0)
= 0

das heiÿt, es ist Rp+1(x) = 0 · ((x− x0)p+1) für x→ x0. Umbenennung: p + 1→ p liefert
die

Folgerung. f : I ⊂ R→ R sei in x0 ∈ I p-mal di�bar, wobei p ∈ N. Dann gilt

f(x) = Tp|x0
(x) +O ((x− x0)p) für x→ x0

Das Restglied Rp geht also schneller gegen 0 als x→ (x− x0)p für x→ x0

Bemerkung. Für p = 1 erhält man die Kennzeichnung 2 der Di�barkeit in x0 zurück:

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +O(x− x0)

Taylorformel 1. Form

f(x) = Tp(x)
1

(p+ 1)!
∆p+1(x)(x− x0)p+1

mit ∆p+1(x0) = limx→x0(x) = fp+1(x0). Ist die Funktion f auf I sogar (p+ 1)-mal di�bar,
so lässt sich das Restglied ganz durch f (p+1) ausdrücken:

Rp(x)

(x− x0)p+1
= · · · = R(p)(x̄p)− 0

(p+ 1)!(x̄p − x0)− 0
4.2.5
=

R(p+1)
p (x̄)

(p+ 1)!
=
f (p+1)(x̄)

(p+ 1)!

ist etwa x0 < x̄ < x̄p < · · · < x̄1 < x.

Satz 4.4.3. Taylorscher Satz, 2. Form
f : I ⊂ R → R sei (p + 1) mal di�bar (p ∈ N0) und x0 ∈ I beliebig. Dann gibt es zu
jedem x ∈ I ein x̄ ∈ x̄0x̄ mit

f(x) = Tp|x0
(x) +

1

(p+ 1)!
f (p+1)(x̄)(x− x0)p+1

(Lagrange-Form des Restgliedes)

Bemerkung. Für p = 0 erhält man nach Satz 4.2.3 (Mittelwertsatz) f(x) = f(x0) +
f ′(x̄)(x− x0) zurück
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4.4. Taylorapproximation und Anwendung

B Taylorreihe, Analytische Funktionen

De�nition. Bei einer C∞ Funktion f : I ⊂ R → R heiÿt die Folge der Taylorpolynome
in x0 ∈ I

x 7→
�
Tp|x0

(x)
�
p∈N0

=
∞X
k=0

1

k!
f (k)(x0)(x− x0)k

die Taylorreihe von f in x0

Bemerkung. Dies ist eine Potenzreihe um x0, die auÿerhalb von x0 nicht unbedingt
konvergieren muss!

Zum Konvergenzverhalten der Taylorreihe: Es gilt:

∀p∈N0 f = Tp +Rp

mit Rp als Folge der Restglieder.
Drei Möglichkeiten bestehen in der Umgebung von x0

1. Idealfall: (Rp)→ 0⇔ limp→∞ Tp = f

Die Taylorreihe konvergiert also in einer Umgebung von x0 und stellt dort auch
die Funktion f dar. Es gilt also:

f(x)
!

=
∞X
k=0

1

k!
f (k)(x− x0)k

Beispiel. Funktionen, die eine Potenzreihendarstellung um x0 besitzten. Diese Po-
tenzreihe ist dann auch Taylorreihe!

2. Schlechter Fall: (Rp)→ R⇔ limp→∞ Tp = f −R 6= f

Die Taylorreihe konvergiert zwar in einer Umgebung von x0, stellt dort aber
nicht die Funktion f dar.

Beispiel. Die �Glockenfunktion�:

x 7→ f(x) =

(
e−

1
x2 für x 6= 0

0 für x = 0
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4. Di�erential und Integralrechung in einer Veränderlichen

3. Schlechtester Fall: (Rp)→∞⇒ Tp ebenfalls divergent (auÿerhalb von x0)

Merke Nicht jede C∞ Funktion besitzt eine (konvergente) Potenzreihendarstellung!

Satz 4.4.4. Satz der Konvergenz von Taylorreihen
Sei f :⊂ R → R ein C∞ di�bare Funktion und x0 ∈ I (Es genügt, dass I eine kleine
Umgebung von x0 ist, also I = Uδ(x0)). Wenn Konstanten M, r > 0 mit

���f (k)(x)
��� ≤M · rk

∀x∈I und fast allen k ∈ N so konvergiert die Taylorreihe von f in x0 auf I gegen f , das
heiÿt

∀x∈I f(x) =
∞X
k=0

1

k!
f (k)(x0)(x− x0)k

Beweis. Für die Lagrangeschen Restglieder Rp gilt dann ∀x∈I und fast alle p ∈ N

0 ≤ |Rp−1| =
����� 1

p!
f (p)(x̄)(x̄− x0)p

�����
≤M · (r · |x− x0|)p

p!
≤M · (r · |x− x0|)p

p!

p→∞−→ 0

(als Glieder eine Exponentialreihe)
Also ist limp→∞Rp(x) = 0

Ideale Funktionen besitzen einen eigenen Namen:

De�nition. Eine auf einem o�enem Intervall de�nierte Funktion f : I → R heiÿt (reell)
analytisch, wenn sie in der Umgebung jedes Punktes x0 ∈ I eine Potenzreihendar-
stellung x 7→ f(x) =

P∞
k=0 ak(x − x0)k besitzt. (Diese Reihe ist natürlich jeweils ihre

Taylorreihe um x0)
Für Cw(I) : {f : I → R| f analytisch} gilt also:

Cw(I) ( C∞(I) ( . . . ( C0(I)

Satz 4.4.5. Satz der analytischen Potenzreihen
Jede durch eine Potenzreihe mit positiven Konvergenzradius R > 0 dargestellte Funktion

x 7→ f(x) =
∞X
k=0

ak(x− x0)k

ist in ihrem Konvergenzintervall ]x0 −R, x0 +R[ analytisch.

Beweis. Wir zeigen: Ist x1 ∈ ]x0 −R, x0 +R[ ein beliebiger Punkt, so gibt es eine für

|x− x1| < R− |x0 − x1| (4.7)

eine konvergierende Potenzreihendarstellung

f(x) =
∞X
j=0

1

j!
bj(x− x1)j
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4.4. Taylorapproximation und Anwendung

Die Transformation auf einen neuen Entwicklungspunkt x1 führt jetzt wegen

∞X
k=0

ak(x− x0)k =
∞X
k=0

ak
��
x1 − x0

�
+
�
x −x1

��k
=
∞X
k=0

24 ∞X
j=0

ak

�
k
j

�
· (x1 − x0)k−j(x− x1)j

35
auf die Doppelreihe�

∞X
k=0

mX
j=0

ak

�
k
j

��
(x1 − x0)k−j · (x− x1)j

�j�
l,m∈N

welche die Vorraussetzung des groÿen Umordnungssatzes (Satz 2.6.5) erfüllt.

lX
k,j=0

|ajk| =
lX

k=0

lX
j=0

|ak|
�
k
j

�
|x1x0|k−j · |x− x1|j

lX
k=0

|ak|

�
|x1 − x0|+ |x− x1|| {z }

<R nach 4.7

�k

≤
∞X
k=0

|ak| yk := M <∞

da die Ausgangsreihe für x = |y| < R nach 4.7 absolut konvergent ist. Also ist

∞X
k=0

ak(x− x0)k =
∞X
j=0

∞X
k=j

ak

�
k
j

�
(x1 − x0)k−j| {z }
bj

(x− x1)j

=
∞X
j=0

bj(x− x1)j

Bemerkung.

1. Die neuen Koe�zienten bj sind natürlich die Taylorkoe�zienten von f in x1. Test:

1

j!
f (j)(x1) =

1

j!

∞X
k=j

akk · (k − 1) · . . . · (k − j + 1) · (x1 − x0)k−j

=
1

j!

∞X
k=j

�
k
j

�
ak(x1 − x0)k−j

2. Der Konvergenzbereich der neuen Reihe kann wieder über den Konvergenzbereich der
alten Reihe hinausgehen. (analytische Fortsetzung) (Siehe auch Übung 7 Aufgabe
30)

3. Die obige Transformation ist auch für komplexe Potenzreihen möglich. Der Beweis
ist der gleiche.
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4. Cw-Funktionen sind die �schönen� Funktionen, die aber für viele Anwendungen zu
�starr� sind. Ihr Verhalten in einer beliebigen kleinen Umgebung eines Punktes (→
ak) bestimmt vollständig ihr Verhalten auf dem ganzen maximalen De�nitionsbereich
(← bj ← ak). �Nur C∞- Funktionen� sind viel �exibler, zum Beispiel kamm man
verschiedene C∞ Funktionen aneinander anschlieÿen, wenn sie an der Schnittstelle
gleiche Ableitungen besitzen.

C Anwedung der Taylorformel bei der Kurvensikussion

Hier ist bei Funktionen f : D ⊂ R→ R von Interesse:

1. Monotonieverhalten Hilfsmittel: De�nitionen, Monotoniekriterium (Satz 4.2.4)

f ′
(≥)

≤ 0

2. Bestimmung von lokalen Extremas Hilfsmittel: De�nition, notwendige Bedin-
gung (Satz 4.2.1) f in x0 stationär, das heiÿt f ′(x0) = 0

Satz 4.4.6. Satz der hinreichenden Bedingung für lokale Extrema
f : I ⊂ R→ R sie auf dem o�enen Intervall I di�bar. Dann gilt: Wechselt f ′ in x0 ∈ I
das Vorzeichen, so besitzt f in x0 ein lokales Extremum.
Präzisierung: Gibt es in der Umgebung U ⊂ I von x0 mit

∀x∈U
¨
x < x0 ⇒ f ′(x) ≤ 0 (≥ 0)
x > x0 ⇒ f ′(x) ≥ 0 (≤ 0)

«
so besitzt f in x0 ein lokales Minimum (lokales Maximum)

Beweis. Nach dem Mittelwertsatz (Satz 4.2.3) gilt

∀x∈U f(x) = f(x0) + f ′′(x0)| {z }
≤ 0
≥ 0

· (x− x0)| {z }
< 0
> 0

≥ f(x0)

Bemerkung. Diese Bedingung ist nicht notwendig

Satz 4.4.7. f : I ⊂ R→ R sei im Punkt x0 ∈ I (mit I o�en) p-mal di�bar (p ≥ 2) mit

f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (p−1) = 0, f (p)(x0) 6= 0

Dann gilt:

p- gerade ⇒ f besitzt in x0 ein lokales Extremum.

Es ist ein Minimum, wenn f (p)(x0) > 0

Es ist ein Maximum, wenn f (p)(x0) < 0

p-ungerade ⇒ f besitzt in x0 kein lokales Extremum
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4.4. Taylorapproximation und Anwendung

Beweis. Nach der Taylorformel 1. Form (Satz 4.4.2) gilt:

∀x∈I f(x) = f(x0) +
1

p1
∆p(x)(x− x0)p

mit etwa ∆p(x0) = f (p)(x0) > 0
Permutat. Prinzip

=⇒ ∆p(x) > 0 in U(x0)

(a) p gerade ⇒ f besitzt in x0 ein (strenges) Minimum

⇒ ∀x∈U̇(x0) f(x) > f(x0)

(b) p ungerade ⇒ kein lokales Extremum in x0

⇒ ∀x∈U̇(x0)

¨
x < x0 ⇒ f(x) < f(x0)
x > x0 ⇒ f(x) > f(x0)

«
3. Konvexitätsverhalten

De�nition. Eine Funktion f : I ⊂ R→ R heiÿt auch konvex, (konkav), falls der
Graph f zwischen zwei Punkten x0, x1 ∈ I mit x0 < x1 jeweils unterhalb (überhalb)
der Sekannte durch (x0, f(x0)) und (x1, f(x1)) liegt, das heiÿt, wenn gilt

∀x∈]x0,x1[ f(x)
(≥)

≤ f(x0) +
f(x1)− f(x0)

x1 − x0

≤ f(x)− f(x1)

x− x1

(4.8)

(Analog de�niert man streng konkav (streng konvex)
Äquivalent zu 4.8 ist die Bedingung

∀x∈]x0,x1[
f(x)− f(x0)

x− x0

≤ f(x)− f(x1)

x− x1

(4.9)

Beweisbar durch äquivalente Umformungen.

Satz 4.4.8. Satz der Konvexitätskriterien
Für eine auf dem Intervall I stetige und im inneren dieses Intervalles (

◦
I) di�bare Funktion

f : I ⊂ R→ R gilt:

(a) f ist (streng) monoton konvex ⇔ f ′ ist in
◦
I (streng) monoton wachsend

Ist f in
◦
I sogar 2-mal di�bar, so gilt

(b) f ist konvex ⇔ ∀
x∈
◦
I
f ′′(x) ≥ 0

(c) f ist streng konvex ⇔ ∀
x∈
◦
I
f ′′(x) ≥ 0 ∩ es gibt kein triviales Teilintervall (also nur

triviale Teilintervalle) J ⊂
◦
I mit f ′′|J = 0

Beweis. von (a)
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�⇒� Aus 4.9 folgt durch Grenzwertbildung

f ′(x0)
x→x0

≤ f(x1)− f(x0)

x1 − x0

x→x1

≤ f ′(x1)

Wäre im Falle der strengen Konvexität f ′(x0) = f ′(x1) für x0 < x1, so wäre wegen
der Monotonie f ′|[x0,x1] = const, also f |[x0,x1] ein Geradenstück. Widerspruch

�⇐� Für beliebige x0, x, x1 ∈ I mit x0 < x < x1 gilt nach dem Mittelwertsatz 4.2.3

f(x)− f(x0)

x− x0

= f ′(x̄0)
=
< f ′(x̄1) =

f(x1)− f(x)

x1 − x

(b) und (c) nach dem Monotoniekriterium (Satz 4.2.4)

4. Bestimmung von Wendepunkten In Wendepunkten ändern Funktionen ihr Kon-
vexitätsverhalten. Hier eine mögliche De�nition für di�bare Funktionen.

De�nition. Eine di�bare Funktion f : I ⊂ R → R besitzt in x0 ∈ I ein Wende-
punkt, wenn eine Umgebung U ⊂ I von x0 existiert mit

∀x∈U
¨
x < x0 ⇒ f(x) ≤ T (x)
x > x0 ⇒ f(x) ≥ T (x)

«
(oder umgekehrt)

mit der Tangente x 7→ f(x0) + f ′(x0)(x− x0) in x0

Bemerkung. Wendepunkte können wie Extrema nur im Inneren des De�nitionsinterval-
les auftreten.

Satz 4.4.9. Notwendige Bed. für WP's
f : I ⊂ R→ R sei auf dem o�enen Intervall 2 mal di�bar. Dann gilt:
f besitzt in x0 ein Wendepunkt ⇒ f ′′(x0) = 0

Beweis. Nach der Taylorformel 1. Form (Satz 4.4.2) gilt

∀x∈I f(x) = T (x) +
1

2
∆2(x)(x− x0)2

(a) Es liegt kein Wendepunkt vor, wenn gilt:

f ′′(x0) = ∆2(x0) > 0⇒ ∀x∈U ∆(x) > 0⇒ ∀x∈U̇(x0) f(x) > T (x)

(b) Es liegt auch kein Wendepunkt vor, wenn:

f ′′(x0) < 0 (Rechnung analog wie in (a))

Es bleibt nur f ′′(x0) = 0 übrig.

Satz 4.4.10. Hinreichende Bed. für WP's
f sei auf dem o�enen Intervall I 2 mal di�bar, dann gilt: Wechselt f ′′(x) in x0 das
Vorzeichen, so liegt in x0 ein Wendepunkt vor.
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Beweis. Nach der Taylorformel 2. Form (Satz 4.4.3) gilt:

∀x∈U(x0) f(x)− T (x) +
1

2
f ′′(x̄)(x− x0)2 mit x̄ ∈ x0x

Daraus folgt:¨
∀x̄<x0 f

′′(x0) ≤ 0 ⇒ ∀x<x0 f(x) ≤ T (x)
∀x̄>x0 f

′′(x0) ≥ 0 ⇒ ∀x>x0 f(x) ≥ T (x)

«
(oder Umgekehrt)

Bemerkung. Wenn f auf der einen Seite von x0 konvex, auf der anderen Seite konkav
ist (oder Umgekehrt), liegt ein Wendepunkt vor. Dies ist aber nicht notwendig!

Satz 4.4.11. f sein in x0 ∈ I p-mal di�bar (≥ 3) mit

f ′′(x0) = f ′′′(x0) = . . . = f (p−1)(x0) = 0, f (p)(x0) 6= 0

Dann gilt:

p ungerade ⇒ in x0 liegt ein Wendepunkt vor

p gerade ⇒ in x0 liegt kein Wendepunkt vor

Beweis. Nach der Taylorformel 1. Form (Satz 4.4.2) gilt

∀x∈I f(x) = T (x) +
1

p!
∆p(x)(x− x0)p

4.5. Das Riemannsche Integral

A Der Riemannsche Integralbegri�

Bemerkung. Es ist vom Aufbau her nur Anwendbar auf beschränkte Funktionen f :
I ⊂ R→ R auf abgeschlossenen Intervallen I = [a, b] mit a < b.
Es existiert also ein M > 0 mit ∀x∈[a,b] |f(x)| ≤M .
Ziel: Der sogeannten Ordinatenmenge {(x, y) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b, y ∈ 0f(x)} soll ein
vernünftiger Flächeninhalt zugeordnet werden.
Idee: Approximieren von f durch die Treppenfunktion ϕ : [a, b]→ R mit a < x1 < . . . <
xN = b, ϕ|]xk−1,xk[ ϕ(xk) beliebig, bei denen der Flächeninhalt durch If =

PN
k=1 ck(xk −

xk−1) beschrieben wird.

De�nition. f : [a, b]→ R sei eine beschränkte Funktion

(a) Eine Zerlegung (partition) des Intervalles [a, b] ist eine (N + 1)- elementige Teil-
menge Z = {x0, . . . , xN} mit a = x0 < x1 < · · · < xN = b (N ≥ 1).
Sie liefert N Teilintervalle Ik [xk−1, xk] mit der Länge |Ik| = ∆xk := xk − xk−1

Die Feinheit der Zerlegung sei ‖z‖ := maxk=1,...,N |Ik| (=Länge des gröÿten Teilin-
tervalles)
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(b) Die Riemannsche Obersumme von f bezüglich der Zerlegung Z sei

Rf (z) =
NX
k=1

Mk ·∆xk mit Mk = sup
x∈Ik

f(x)

Die Riemannsche Untersumme

Rf (z) =
NX
k=1

mk ·∆xk mit mk = inf
x∈Ik

f(x)

sowie die Variation (Schwankungssumme) von f bezüglich z

Vf (z) = Rf (z)−Rf (z) =
NX
k=1

|∆fk|Ik ·∆xk

wenn |∆fk|Ik := supx,x′∈Ik |f(x)− f(x′)| die Schwankung von f im Intervall Ik be-
zeichnet.

Bemerkung.

1. Die Suprema/In�ma in obiger De�niton existieren, da f als beschränkt vorausge-
setzt wurde. Es braucht aber kein Maxima/Minima zu sein, da f nicht als stetig
vorausgesetzt wurde.

2. Es gilt |∆f |Ik = Mk −mk (siehe Übungsblatt 7, Aufgabe 35)

Da f beschränkt ist (∀x∈[a,b] |f(x)| ≤M), gilt für jede Zerlegung:

z : m · (b− a) ≤ Rf (z) ≤ Rf (z) ≤M · (b− a)

Die Menge {Rf (z) | z Zerlegung von [a, b]} ⊂ R und {Rf (z) | z Zerlegung von [a, b]} ⊂ R
sind ebenfalls beschränkt und besitzen ein In�mum/Supremum.

De�nition. Bei einer beschränkten Funktion f : [a, b]→ R heiÿt

Rf (z) := inf
z
Rf (z) das Riemannsche Oberintegral

und

Rf (z) := sup
z
Rf (z) das Riemannsche Unterintegral

wobei In�mum und Supremum bezüglich jeder Zerlegung Z von [a, b] zu bilden sind.

Zunächst einige einfache Eigenschaften dieser Gröÿen:

Lemma 4.1.
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4.5. Das Riemannsche Integral

(a) Ist die Zerlegung z′ von [a, b] eine Verfeinerung der Zerlegung z, das heiÿt entsteht
z′ aus z durch hinzufügen weiterer Teilpunkte (mit Umnummerierung) so gilt für
R-Ober- und Untersumme:

Rf (z
′) ≤ Rf (z), Rf (z

′) ≥ Rf (z)

Obersummen nehmen also beim Verfeinern ab, wohingegen die Untersummen zu-
nehmen.

(b) Für das Riemannsche Ober- und Unterintegral gilt stets

Rf ≤ Rf

Keine Untersumme ist jemals gröÿer als eine Obersumme.

Beweis.

(a) Wier nehmen an, z′ enthält genau einen Punkt x′ ∈ ]xk−1, xk[ mehr als die Zerlegung
z = {x0, . . . , xN}.

Rf (z
′) =

X
i 6=k

Mi∆xi + sup
x∈[xk−1,x′]

f(x) · (x′ − xk−1) + sup
x∈[x′,xk]

f(x) · (xk − x′)

≤
X
i 6=k

Mi∆xi +Mk∆xk = Rf (z)

Entsprechend für mehr zusätzliche Teilpunkte (Maximal endlich viele). Analog kann
man auch für Rf (z

′) ≥ Rf (z) Vorgehen.

(b) Sei z1, z2 zwei beliebige Zerlegungen von [a, b] und z′ := z1 ∪ z1 ihre gemeinsame
Verfeinerung. Dann gilt nach (a):

Rf (z1) ≤ Rf (z
′) ≤ Rf (z

′) ≤ Rf (z2)

Aus

∀x1∀z2 Rf (z1) ≤ Rf (z2)

⇒ ∀z1 Rf (z1) ≤ inf
z2
Rf (z2) = Rf

⇒ sup
z1
Rf (z1) ≤ Rf ,

also Rf ≤ Rf

Keine Untersumme ist jeweils gröÿer als die Obersumme.

Normalerweise bleibt Rf < Rf , im Idealfall ist Rf = Rf

De�nition. Eine beschränkte Funktion f : [a, b] → R heiÿt R-integrierbar, wenn Rie-
mann Oberintegral und Riemann Unterintegral übereinstimmen. Der gemeinsame
Wert Rf := Rf = Rf heiÿt dann R-Integral von f über [a, b] und wird bezeichnet mitZ b

a
f(x)dx
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Bemerkung. Das R-Integral
R b
a f(x)dx hat (vorerst) nichts mit dem in Kapitel 4.3 über

Stammfunktion eingeführten bestimmten Integral mit gleicher Bezeichnung zu tun. Zur
Unterscheidung ist bei bedarf

S −
Z b

a
f(x)dx und R−

Z b

a
f(x)dx

�
=
Z

[a,b]
f(x)dx

�
zu verwenden.

Beispiel. für eine nicht R-integrierbare Funktion:
Für die Dirichlet-Funktion

x ∈ [0, 1] 7→ f(x) :=

¨
1 für x ∈ Q
0 für x 6= Q

gilt bei jeder Zerlegung von z Rf (z) = 0, Rf = 1, also immer Rf = 0 6= 1 = Rf (z)

Die R-integrierbarkeit mit Hilfe der De�nition zu überprüfen ist mühsam. Ein einfaches
Kriterium liefert:

Satz 4.5.1. Eine beschränkte Funktion f : [a, b]→ R heiÿt ist genau dann R-integrierbar,
wenn es zu jedem ε > 0 eine Zerlegung z von [a, b] gibt mit der Varianz

Vf (z) = Rf −Rf < ε

Beweis.

�⇒� Sei f R-integrierbar mit Rf :=
R b
a f(x)dx und ε > 0 beliebig. Dann existiert nach

De�nition von Supremum/In�mum eine Zerlegung z1, z2 von [a, b] mit

Rf (z1) > Rf −
ε

2
, Rf (z2) < Rf +

ε

2

Für die gemeinsame Verfeinerung z := z1 ∪ z2 gilt dann nach Lemma 4.1 (a)

Rf (z) ≤ Rf (z2) < Rf +
ε

2
< Rf + ε ≤ Rf (z) + ε

�⇐� Zu jedem ε > 0 existiere eine Zerlegung z mit Rf (z) − Rf (z) < ε. Wegen Rf (z) ≤

Rf

4.1(b)

≤ Rf ≤ Rf (z) ist dann auch Rf −Rf < ε.
Da ε beliebig ist, muss Rf = Rf sein, das heiÿt f ist R-integrierbar!

De�nition.

f : R− integrierbar :⇔ Rf = sup
z
Rf (z)

!
= inf

z
Rf (z) = Rf

⇔ ∀ε>0∃z Vf (z) < ε

Satz 4.5.2. Satz der R Integrationsbed.
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4.5. Das Riemannsche Integral

(a) Jede stetige Funktion f : [a, b]→ R ist R-integrierbar

(b) Jede monotone Funktion f : [a, b] → R ist R-integrierbar (beschränktheit ist bei
Monotonie automatisch erfüllt)

Beweis.

(a) Nach Satz 2.4.10 ist f auf dem kompakten Intervall [a, b] sogar gleichmäÿig stetig,
das heiÿt

∀ε>0∃δ>0∀x.y′∈[a,b] |x− x′| < δ ⇒ |f(x)− f(x′)| < ε

2(b− a)

Ist jetzt z eine Zerlegung von [a, b] mit Feinheit ‖z‖ < δ (sie existiert), so gilt

∀k=1,...,N (z = {x0, . . . , xN}) x, x′ ∈ Ik ⇒ |x− x′| < δ ⇒ |∆f |Ik ≤
ε

2(b− a)
,

also

Vf (z) =
NX
k=1

|∆f |Ik| {z }
≤ε

·∆xε ≤
ε����(b− a)

2����(b− a)
=
ε

2
< ε

(b) Sei f monoton wachsend. Wir wählen eine äquidistante Zerlegung von [a, b] mit
|Ik| = ∆xk = b−a

N
. wegen |∆f |Ik = f(xk)− f(xk−1) gilt

Vf (z) =
NX
k=1

|∆f |Ik ·∆xk =
b− a
N
·
NX
k=1

(f(xk)− f(xk−1)) =
1

N
(b−a)·(f(b)− f(a)) < ε

für N genügend groÿ.

Verschärfung: Man kann auch zeigen, dass jede beschränkte Funktion f : [a, b]→ R, die
bis auf endlich viele Ausnahmen stetig ist (sogar bis auf abzählbare viele Ausnah-
men) ebenfalls R integrierbar ist.

Wie rechnet man das R-Integral aus?

De�nition. Sei f : [a, b]→ R beschränkt und z = {x0, . . . , xN} eine Zerlegung von [a, b]

(a) Ein Zwischenpunktvektor (ZPV) zur Zerlegung z ist ein N-Tupel x̄ = (x̄1, . . . , x̄N)
mit

∀k xk ∈ Ik ⊂ [xk−1, xk]

(b) Die Riemannsche Summe bezüglich der Zerlegung z und des Zwischenpunktvektors
x̄ sei

Rf (z, x̄) =
NX
k=1

f(x̄k) ·∆xk
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Um zu zeigen, dass beliebige Riemannsche Summen einer R-integrierbare Funktion ge-
gen das Integral

R b
a f(x)dx konvergieren, wenn nur ‖z‖ → 0 geht, bruachen wir noch 2

Lemmata:

Lemma 4.2. Bei einer R-integrierbaren Funtion f : [a, b] → R gilt für eine beiliebige
Riemannsche Summe ����Rf (, x̄)−

Z b

a
f(x)dx

���� ≤ Vf (z) < ε

Beweis. Es gilt stets
Rf (z) ≤ Rf (z, x̄) ≤ Rf (z)

und ebenso

Rf (z) ≤
Z b

a
f(x)dx ≤ Rf (z)

Also ist auch ����Rf (z.x̄)−
Z b

a
f(x)dx

���� ≤ Rf (z)−Rf (z) = Vf (z)

Lemma 4.3. (rein technisch)
Sind z, z′ beliebige Zerlegungen von [a, b] mit

‖z′‖ = max
j=1,...,N

���I ′j��� ≤ min
k=1,...,N

|Ik|

(das längste Teilintervall von z′ ist höchstens so lang, wie das kürzeste Teilintervall von
z) so gilt für jede beschränkte Funktion f : [a, b]→ R : Vf (z

′) ≤ 3Vf (z)

Beweis.

1. Für jedes j = 1, . . . , N ′ gilt schlimmstenfalls I ′j ⊂ Ik ∪ Ik+1 mit einem k = 1, . . . , N .
Für beliebige x, x′ ∈ I ′j mit etwa x ∈ Ik, x′ ∈ Ik+1 folgt:

|f(x)− f(x′)| ≤ |f(x)− f(xk)|+ |f(xk)− f(xk−1)| ≤ |∆f |Ik + |∆f |Ik+1

(dies ist auch richtig, wenn x, x′ ∈ Ik oder x, x′ ∈ Ik+1).
Also ist auch

|∆f |I′j ≤ |∆f |Ik + |∆f |Ik+1
=

NX
k=1

εjk |∆f |Ik (4.10)

mit der Inzidenzmatrix (εjk), de�niert durch

εjk =

¨
1, falls I ′j ∩ Ik 6= ∅
0, sonst

Die Gleichung 4.10 ist auch richtig, falls I ′j ⊂ Ik

134



4.5. Das Riemannsche Integral

2. Für jedes k = 1, . . . , N gilt

N ′X
j=1

εjk
���I ′j��� ≤ |Ik|+ 2 max

j

���I ′j��� ≤ |Ik|+ 2 min
l
|Il| ≤ 3 |Ik| (4.11)

Zusammen erhält man:

Vf (z
′) =

X
j

|∆f |I′j
���I ′j��� 4.10
≤
X
j

X
k

εjk |∆f |Ik |I
′
k|

≤
X
k

|∆f |Ik

�X
j

εjk
���I ′j���� 4.11

≤ 3
X
k

|∆f |Ik |Ik|

= 3 · Vf (z)

Damit können wir nachfolgenden Satz zeigen:

Satz 4.5.3. Satz über den GW der Verfeinerung
f : [a, b]→ R sei R-integrierbar. Dann gilt für eine beliebige Folge (zl)l∈N von Zerlegungen
von [a, b] und für jede Folge (x̄l)l∈N von zugehörigen Zwischenpunktvektoren(ZPV)

lim
l→∞
‖zl‖ = 0⇒ lim

l→∞
(Rf (zl, x̄l)) =

Z b

a
f(x)dx

Beweis. Sei ε > 0 vorgegeben und z eine Zerlegung von [a, b] mit Vf (z) < ε
3
. Ist L :=

mink |Ik|, so gibt es wegen ‖zl‖ → 0 ein m ∈ N mit ∀l≥m ‖zl‖ ≤ L. Nach Lemma 4.2 und
Lemma 4.3 folgt dann:

∀l≥m
����Rf (z̄l, x̄l)−

Z b

a
f(x)dx

���� 4.2
≤ Vf (zl) ≤ 3 · Vf (z) < ε

Beispiel. x 7→ f(x) = ex ist stetig/monoton über jedem Intervall [a, b] R-integrierbar.
Wir wählen die äquidistante Zerlegung z mit xk = a+ k · h, h = b−a

N
, (k = 0, . . . , N) und

Zwischenpunkt x̄k = xk−1. Dann ist

Rf (z, x̄) =
NX
k=1

ea+(k−1)ḣ · h = ea ·
NX
k=1

(ea)k−1 · h

= ea
1−

�
eh
�N

1− eh
· h = ea

1− eb−a

1− eh
· h

=
�
eb − ea

� h

eh − 1| {z }
{h→0}→1

{‖z‖→h}→0−→ eb − wa = Rf

Z b

a
exdx

Nur eine Umformulierung (Verwendung des ε− δ Kriteriums statt dem Folgenkriterium)
ist:
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Korollar. f : [a, b] → R R-integrierbar. Dann gibt es zu jedem ε > 0 ein δ > 0, sodass
für jede z um [a, b] und für jede Wahl von ZPV x̄ gilt

‖z‖ < δ ⇒
����Rf (z, x̄)−

Z b

a
f(x)dx

���� < ε

Oder in Kurzschreibweise:Z b

a
f(x)dx = lim

‖z‖→0
Rf (z, x̄) = lim

‖z‖→0

NX
k=0

f(x̄k)∆xk

B. Grundeigenschaften des R-Integrals

Satz 4.5.4. f : [a, b]→ Rn komponentenweise R-integrierbar
⇒ |f | : [a, b]→ R (wobei |f | der Normierung entspricht) R-integrierbar mit����Z b

a
f(x)dx

���� ≤ Z b

a
|f(x)| dx

Beweis.

1. Wir zeigen ∀ni=1 f R-integrierbar ⇒ |f | R-integrierbar. Nach der Umgekehrten 3-
Ecks-Ungleichung, die ja für jede Norm gültig ist, gibt es für ein festes Teilintervall
J eine Zerlegung z von [a, b]

∀x,x′∈J ||f(x)| − |f(x′)|| ≤ |f(x)− f(x′)| ≤ α |f(x)− f(x′)|

= α
mX
i=1

|fi(x)− fi(x′)|

⇒ |∆ |f ||J ≤ α
mX
i=1

|∆fi|J

Also ist auch

V|f |(z) ≤ α
mX
i=1

Vfi(z)

Zu ε > 0 gibt es nun eine Zerlegung z1, . . . , zm von [a, b] mit Vfi(zi) <
ε
mα

. Für die
gemeinsame Verfeinerung z := z1 ∪ . . . ∪ zm gilt dann

V|f |(z) ≤ α
mX
i=1

Vfi(z) ≤ αmi=1 Vfi(zi) < αm
ε

mα
= ε

2. Abschätzung der Integrale:
Für Riemannsche Summen gilt:

R|f |(z, x̄) =
NX
k=1

|f(x̄)|∆xk ≥
����� NX
k=1

f(x̄k)∆xk

�����
Grenzübergang ‖z‖ → ∞ liefert, da |·| stetig ist, die bekannte Ungleichung:Z b

a
|f(x)| dx ≥

����Z b

a
f(x)dx

����
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Mit der gleichen Methode

• Abschätzung der Varianz zum Beweis der Integrierbarkeit

• Vergleich von Riemannschen Summen zur Abschätzung des Riemannschen Integrals

• lassen sich auch die zwei Sätze 4.5.5 und 4.5.6 beweisen. (Übungsaufgabe)

Satz 4.5.5. Rechenregel für integrierbare Funktionen
f, g : [a, b]→ R seien R-integrierbar. Dann sind auch f + g, f · g, λ · f (λ ∈ R) über [a, b]
R-integrierbar mit

(a)
R b
a (f + g)(x)dx =

R b
a f(x)dx+

R b
a g(x)dx

(b)
R b
a λf(x)dx = λ

R b
a f(x)dx

Weiter gilt

(c) ∀x∈[a,b] f(x) ≤ g(x)⇒ R b
a f(x)dx ≤ R ba g(x)dx

Das R-Integral ist also eine monotones lineares Funktional auf dem Vektorraum R([a, b])
aber auf [a, b] R integr. Funktion

Bemerkung. Die Komposition g ◦ f R-integrierbarer Funktionen f, g braucht nicht R-
integrierbar zu sein. Hierfür gibt es böse Gegenbeispiele

Satz 4.5.6.

(a) ist f : I ⊂ R→ R über [a, b] ⊂ R und [b, c] ⊂ R R-integrierbar, dann ist f auch über
[a, c] integrierbar und es gilt:Z c

a
f(x)dx =

Z b

a
f(x)dx+

Z c

b
f(x)dx

(b) ist umgekehrt f über [a, b] ⊂ R integrierbar, so auch über jedes Teilintervall [a′, b′] ⊂
[a, b]

Folgerung. Für eine R-integrierbare Abbildung f : [a, b]→ Rm gilt:

∀x∈[a,b] |f(x)| ≤M ⇒⇒
����Z b

a
f(x)dx

���� ≤M · (b− a)

Beweis. ����Z b

a
f(x)dx

���� 4.5.4
≤

Z b

a
|f(x)| dx

4.5.5(c)

≤
Z b

a
M dx = M · (b− a)

Eine weitere Folgerung ist:
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Satz 4.5.7. Mittelwertsatz der Integralrechnung
f : [a, b]→ R sei stetig. Dann gibt es ein x̄ ∈ [a, b] mitZ b

a
f(x)dx = f(x̄)(b− a)

Bemerkung. Vergleiche mit dem MWS der Di�erentialrechnung (Satz 4.2.3): Falls f
eine Stammfunktion F besitzt, gilt:�

S −
Z b

a
F ′(x)dx =

�
F (b)− F (a) = F ′(x̄)(b− a)

Beweis. f nimmt als stetige Funktion auf [a, b] Minimum und Maximum an, das heiÿt es
existiert

M = max
x∈[a,b]

f(x) = f(x1), m = min
x∈[a,b]

f(x) = f(x2).

Dann gilt

∀x∈[a,b] m ≤ f(x) ≤M

⇒ m(b− a) ≤
Z b

a
f(x)dx ≤M(b− a)

⇒ c :=
1

b− a

Z b

a
f(x) ∈ [m,M ] = [f(x1), f(x2)]

Nach dem Zwischenwertsatz (Satz 2.4.11) existiert ein x̄ ∈ x1x2 ∈ [a, b] bin f(x̄) =
1
b−af(x)dx

C Die Hauptsätze der Di�erential und Integralrechnung

De�nition. De�nition der Integrierbarkeit
I ⊂ R sei ein beliebiges Intervall. Eine Funktion f : I → R heiÿt lokal R integrierbar,
wenn sie über jedem kompakten Teilintervall [a, b] ⊂ I R-integrierbar ist. In diesem
Falle heiÿt:

x ∈ I 7→ Fc :=

8><>: R x
c f(t)dt falls x > c

0 falls x = c
− R cx f(t)dt falls x < c

9>=>; mit x ∈ I

ein R-Integral von f , ebenfalls ist x 7→ R x
c f(t)dt de�niert.

Beispiele.

1. f auf [a, b]R-integrierbar⇒ f auf [a, b] auch, nach Satz 4.5.6(b) lokalR-integrierbar

2. f auf I (beliebig) stetig/monoton ⇒ f auf I lokal R-integrierbar

Wir zeigen, dass in bestimmten Fällen die Begri�e �Integralfunktion� und �Stammfunkti-
on� zusammen fallen. Ist Fc eine R-integralfunktion von f , so gibt es nach Rechenregeln
für beliebige a, b ∈ I:

Fc(b)− Fc(a) =
Z b

c
f(t)dt−

Z c

a
f(t)dt =

Z b

a
f(t)dt

Zum Beweis betrachte man die Fallunterscheidung nach der Lage von a, b und c.
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Satz 4.5.8. 1. Hauptsatz der Di�erential- und Integralrechnung
f : I ⊂ R → R sei lokal R-integrierbar und c ∈ I beliebig gewählt. Dann gilt für die
R-Integralfunktion

x ∈ I 7→ Fc(x) =
Z x

c
f(t)dt ∈ R

(a) Fc ist stetig

Integrieren macht stetig

(b) Ist f in x0 ∈ I steitg, dann ist Fc in x0 sogar di�erentierbar mit F ′c(x0) = f(x0)

Integrieren stetiger Funktionen macht �glatt�

Folgerung. Ist f : I ⊂ R→ R auf ganz I stetig, so liefert jede R- Integralfunktion eine
Stammfunktion von f

∀x∈I F ′c(x) =
d

dx

Z x

c
f(t)dt

!
= f(x) + F (c)

Merke: Jede auf einem Intervall I stetige Funktion besitzt dort eine Stammfunktion
(vrgl. Satz 4.5.2)
Insbesondere gilt:

∀a,b∈I S −
Z b

a
f(t)dt = Fc(b)− Fc(a)

�
= R−

Z b

a
f(t)dt

�
Beweis. von Satz 4.5.8

(a) Sei K ⊂ I ein beliebiges kompaktes Teilintervall, dann existiert, da f beschränkt ist,
ein M > 0 mit

∀x∈K |f(x)| ≤M.

Daraus folgt

∀x,x′∈K |Fc(x)− Fc(x′)| =
�����Z x′

x
f(t)dt

����� ≤ �����Z x′

x
|f(t)| dt

�����| {z }
da x′ < x sein kann

≤M |x− x′| < ε, falls |x− x′| < δ :=
ε

M
ist

Dies zeigt, dass Fc auf K sogar gleichmäÿig stetig ist.

(b) Ist f stetig in x0, so gibt es zu jedem ε > 0 ein δ > 0, sodass gilt:

∀x∈I |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε

für solche x( 6= x0) folgt dann auch:

|Fc(x)− Fc(x0)− F (x0) · (x− x0)| =
����Z x

x0

(f(t)− f(x0)) dt
����

≤
����Z x

x0

|f(t)− f(x0)| dt
���� < ε · |x− x0| ,
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also

�����Fc(x)− Fc(x0)

x− x0

− f(x0)

����� < ε

Damit existiert:

lim
x→x0

�
Fc(x)− Fc(x0)

x− x0

− f(x0)

�
= 0, das heiÿt:

F ′c(x0) = lim
x→x0

Fc(x)− Fc(x0)

x− x0

= f(x0)

4.5.8⇒ das R-Integral liefert eine Stammfunktion.

Eine Art Umkehrung der obigen Folgerung ist:

Satz 4.5.9. 2. Hauptsatz der Di�erential- und Integralrechnung
Ist f : I → R lokal R-integrierbar und besitzt f eine Stammfunktion F : I → R so gilt

∀a,b∈I R−
Z b

a
f(x)dx = F (b)− F (a)

�
= S −

Z b

a
f(x)dx

�
(Das R-Integral lässt sich also mit Hilfe der Stammfunktion von f ausrechnen

Beweis. Sei z = {x0, x1, . . . , xN} eine Zerlegung von [a, b] wobei hier immer a < b ange-
nommen wird. Dann gilt nach dem Mittelwertsatz der Di�erentialrechnung (Satz 4.2.3)

F (xk)− F (xk−1)

xk − xk−1

= F ′(x̄k) = f(x̄k)

mit einem Zwischenpunkt x̄k ∈ ]xk−1, xk[.
Für die Riemannsche Summe bezüglich der Zerlegung z und dem so bestimmten Zwi-
schenpunktvektor x̄ = [x̄1, . . . , x̄N ] gilt dann:

Rf (z, x̄) =
NX
k=1

f(x̄k) · (xk − xk−1) =
NX
k=1

(F (xk)− F (xk−1))

= F (b)− F (a)

Für ‖z‖ → 0 erhält man dann auchZ b

a
f(x)dx = F (b)− F (a)

Für b < a ist der Beweis völlig analog, einzig a und b tauschen die Plätze.
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4.5. Das Riemannsche Integral

Zusammenstellung

f besitzt Stammfunktion
4.5.8↗ ↘

f stetig ��⇑ ��⇓ 4.5.9 R−
Z b

a
f(x)dx = F (b)− F (a) = S −

Z b

a
f(x)dx

4.5.1↘ ↗
f lokal R-integrierbar

für R(I) := {f : I → R | f lokal Integrierbar}
und I(I) := {f : I → R | f besitzt Stammfunktion}

Beispiele.

1. f lokal R-integrierbar 6⇒ f besitzt Stammfunktion
x 7→ f(x) = signx besitzt auf R die Integralfunktion x 7→ F0(x) = |x|,aber keine
Stammfunktion

2. f besitzt Stammfunktion 6⇒ f lokal R-integrierbar

x 7→ F (x) =

(√
x3 sin 1

x
x > 0

0 x = 0

)
ist auf [0,∞[ Stammfunktion von

x 7→ f(x) = F ′(x) =

(
3
2

√
x sin 1

x
− 1√

x
cos 1

x
x > 0

0 x = 0

)
ist aber auf keinem Intervall Riemann integrierbar, da sie unbeschränkt ist, denn

1√
x

cos 1
x
ist für x→ 0 unbeschränkt

Anwendung des 1. Hauptsatzes (Satz 4.5.8):
Gegeben: Eine stetige Funktion f.[a, b]→ R liefert äquidistante Zerlegungen z = {0, 1

N
, 2
N
, . . . , N}

von [0, 1] mit Zwischenpunkt x̄k := xk = k
N
, die Riemannsche Summen:

Rf (z, x̄) =
1

N
·
NX
k=0

f

�
k

N

�
mit lim

N→∞

1

N

NX
k=1

f

�
k

N

�
‖z‖→0

=
Z 1

0
f(x)dx

Beispiel.

lim
n→∞

 
n ·

nX
k=1

1

k2 + n2

!
= lim

n→∞

 
1

n

nX
k=1

1
k2

n2 + 1

!
= lim

n→∞

�
1

n

nX
k=1

1

1 +
�
k
n

�2

�
=
Z 1

0

1

1 + x2
dx = [arctanx]10 =

π

4
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4. Di�erential und Integralrechung in einer Veränderlichen

Nur eine Umformung des 2. Hauptsatzes (Satz 4.5.9) ist, wenn F : I → R di�bar mit R
integrierbare Ableitung F ′, so gilt

∀x0,x∈I F (x) = F (x0) +
Z x

x0

F ′(x)dx (4.12)

Eine Verallgemeinerung (setze f statt F ) ist:

Satz 4.5.10. Taylor'scher Satz, Integralfunktion
f : I ⊂ R → R sei (p + 1)-mal di�bar sowie f (p+1) lokal R-integrierbar. Dann gilt (mit
x0 ∈ I)

∀x0∈I f(x) = Tp|x0
(x) +

1

p!

Z x

x0

f (p+1)(t)(x− t)pdt

(Integralfunktion des Restgliedes)

Beweis. Vollständige Induktion: Setze R̃(x) := 1
p!

R x
1 f

(p+1)(t)(x− t)pdt. Zu Zeigen ist:

Rp(x) = R̃p(x)

1. Induktionsanfang p = 0: siehe 4.12

2. Induktionssschritt p→ p+1: Sei f (p+2) mal di�bar und f (p+2) lokal R-integrierbar.
Dann ist

t→ F (t) : =
1

(p+ 1)!
f (p+1)(t)(x− t)p+1

noch einmal di�bar.

t→ F ′(t) =
1

(p+ 1)!
f (p+2)(t)(x− t)p+1 − 1

p!
f (p+1)(t)(x− t)p

nach Vorraussetzung R-integrierbar. Also gilt:

Z x

x0

F ′(t)dt
4.12
= F (x)| {z }

=0

−F (x0) = −F (x0), das heiÿt:

R̃p+1(x)− R̃p(x) = − 1

(p+ 1)!
f (p+1)(x0)(x− x0)p+1

= Tp(x)− Tp+1(x)

Nach Induktionsannahme folgt:

f(x) = Tp(x) + R̃p(x) = Tp+1(x) + R̃p+1(x)
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4.5. Das Riemannsche Integral

D Die Länge parametrisierter Kurven

Eine C1 Abbildung t ∈ [a, b] 7→ c(t) ∈ Rm kann als Parameterdarstellung einer
(Raum∼) Kurve aufgefasst werden. ċ(t) := dc

dt
ist der Geschwindigkeitsvektor (t = Zeitin-

tervalle). |ċ(t)| ist dann die skalare Geschwindigkeit, |·| ist die euklidische Norm. Wir
wollen ihre Länge bestimmen, in dem wir sie durch Sehnenpolygonzüge approximie-
ren.
Versuch: Eine Zerlegung z = {t0, t1, . . . , tN} von [a, b] de�niert einen Polygonzug der
euklidischen Länge

l(z) =
NX
k=1

|c(tk)− c(tk−1)| =
NX
k=1

Ì
mX
i=1

(ci(tk)− ci(tk−1))2

Anwendung des Mittelwertsatzes (Satz 4.5.7) auf die einzelnen kompakten Funktionen
liefert:

l(z) =
NX
k=1

Ì
mX
i=1

c2
j(t̄ik)∆tk

Bemerkung. Wäre der Mittelwertsatz auch für vektorwertige Funktionen richtig, das
hieÿe ∀mi=1 t̄ik = t̄k, so lieÿe sich

l(z) =
NX
k=1

|ċ(t̄k)|∆tk

als Riemannsche Summe R(z, t̄) der nach Vorraussetzung stetigen Funktion t 7→ |ċ(t)|
au�assen, und erhielte als Grenzwert:

l = lim
‖z‖→0

l(z) =
Z b

a
|ċ(t)| dt

Dies ist aber nicht so. Trotzdem ist das Ergebnis richtig!
Für die Riemannsche Summe R(z, t) :=

PN
k=1 |ċ(tk)|∆tk gilt

lim
‖z‖→0

R(z, t) =
Z b

a
|ċ(t)| dt (4.13)

Abschätzung der Di�erenz l(z)−R(z, t): Nach der Umgekehrten ∆-Ungleichung (||a|2 − |b|2|2 ≤
|a− b|2) gilt:

|l(z)−R(z, t)| =

������ NXk=1

�Ì
mX
i=1

ċ2
i (tk)−

Ì
mX
i=1

ċ(tk)

�
∆tk

������
≤

NX
k=1

Ì
mX
i=1

[ċi(tik)− ċi(tk)]2 ·∆tk
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4. Di�erential und Integralrechung in einer Veränderlichen

Da jede Komponente auf [a, b] gleichmäÿig stetig ist, gibt es zu vorgegebenen ε > 0 jeweils
ein δi > 0 mit

∀t,t′∈[a,b] |t− t′| δi ⇒ |ċi(t)ċi(t′)| < ε

∀z mit ‖z‖ < δ := min{δ1, . . . , δm} folgt dann

|l(z)−R(z, t)| <
√
mε2(b− a) =

√
m(b− a) · ε (=: ε̄)

Dies bedeutet

lim
‖z‖→0

|l(z)−R(z, t)| = 0 (4.14)

Aus 4.13 und 4.14 folgt

lim
‖z‖→0

l(z) =
Z b

a
|ċ(t)| dt = l

Satz 4.5.11. Satz über die Länge parametrisierter Kurven
Die parametrisierete Kurve t ∈ [a, b] 7→ c(t) ∈ Rn sei stetig di�bar, dann konvergiert
die Länge der eingezogenen Sehnenpolygonzüge für ‖z‖ → 0 gegen

l :=
Z b

a
|ċ(t)| dt

also gegen die Länge der Kurve

Beispiel. Bestimmung des Umfanges einer Ellipse

t ∈ [0, 2π] 7→ c(t) =

�
a cos(t)
b sin(t)

�
∈ R2

mit a < b

l =
Z 2π

0

È
a2 sin2 t+ b2 cos2 tdt = 4b

Z 2π

0

È
1− k2 sin2 tdt = 4b · E

�
k,
π

2

�
mit nummerischer Exzentritätk =

q
1−

�
a
b

�
⇒ Vollständiges elliptisches Integral

nicht elementar Ausdrückbar. Für r = a = b gilt natürlcih l = 4r · π
2

= 2πr

E Uneigentliche R-Integrale

Bemerkung. Das R- Integral ist nach Konstruktion nur de�niert für beschränkte Funk-
tionen auf abgeschlossenen Intervallen. Manchmal möchte man aber durch die Or-
dinatenmenge anderen Funktionen einen vernünftigen Flächeninhalt zuordnen.

Beispiel.

∀x>0

Z x

0
e−tdt = 1− e−x → 1
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4.5. Das Riemannsche Integral

De�nition. Eine lokal R-integrierbare Funktion f : [a, b]→ R mit a < b ≤ ∞ heiÿt über
[a, b[ uneigentlich R-integrierbar, wennZ b

a
f(t)dt := lim

x→b

Z x

a
f(t)dt

in R (oder eventuell auch uneigentlich) existiert.
Analog sind uneigentliche R-IntegraleZ b

a
f(t)dt := lim

x→a

Z b

x
f(t)dt

über ]a, b] mit −∞ ≤ a < b und c ∈ ]a, b[ mit −∞ ≤ a < b ≤ ∞ beiZ b

a
f(t)dt = lim

x→a

Z c

x
f(t)dt+ lim

x→b

Z x

c
f(t)dt

integrierbar.

Beispiel.

∀x>0

Z 1

x

1

t
dt = − log x

x→0−→
Z 1

0

1

t
dt = +∞

Bemerkung. Uneigentliche Integrale haben Formal groÿe Ähnlichkeiten mit undendli-
chen Funktionenreihen.Z ∞

0
f(t)dt = lim

x→∞

Z x

0
f(t)dt⇔

∞X
k=0

fk(t) = lim
n→∞

nX
k=0

fk(t)

Es gelten auch analog die Konvergenzkriterien (Cauchy-Konvergenzkriterium oder Majo-
rantenkriterium).

Uneigentliche Integrale liefern noch ein nützliches Konvergenzkriterium für unendliche
Reihen:

Satz 4.5.12. Satz über Integralkriterien uneigentlicher Integrale
Sei f : [m,+∞[→ R (m ∈ N0) nichtnegativ und monoton fallend. Dann existiert

c := lim
n→∞

 
nX
k=0

f(k)−
Z n

m
f(t)dt

!
mit 0 ≤ c ≤ f(m)

Insbesondere gilt:
∞X
k=m

f(k) konvergiert ⇔
Z ∞
m

f(t)dt konvergiert

Beweis. f ist als monotone Folge R-integrierbar

∀k≥m∀t∈[k,k−1] f(k + 1) ≤ f(t) ≤ f(k) (4.15)

⇒ ∀k≥m f(k + 1)
Z k+1

k
f(t)dt ≤ f(k) (4.16)

⇒ ∀n≥m
n−1X
k=m

f(k + 1)

�
=

nX
k=m+1

f(k)

�
1
≤
Z n

m
f(t)dt

2
≤

n−1X
k=m

f(k)

(4.17)
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4. Di�erential und Integralrechung in einer Veränderlichen

Für die Partialsumme

sn =
nX

k=m

f(k) (4.18)

und die Integralfunktion s 7→ F (x) =
R x
m f(t)dt folgt:

(4.19)

∀n≥m F (n+ 1)
2
≤ sn

1
≤ F (n) + f(m) (4.20)

Für die durch cn := sn − F (n) de�nierte Folge (cn)n≥m

[4.16⇒] f(n+ 1) ≤
Z n+1

n
f(t)dt⇒ sn+1 − sn ≤ F (n+ 1)− F (n)

⇔ cn+1 ≤ cn das heiÿt, die Folge ist monoton fallend.

[4.20⇒] 0 ≤
Z n+1

n
f(t)dt = F (n+ 1)− F (n) ≤ sn + F (n)

= cn ≤ f(m)

⇒ 0 ≤ cn ≤ f(m) das heiÿt cn ist beschränkt

Also konvergiert (cn)n≥m monoton fallend gegen

c := lim
n→∞

cn ∈ [0, f(m)]

und es gilt:

∞X
k=m

f(k) konvergiert⇔ (sn)n≥m konvergiert⇔ (F (n))n≥m konvergiert

⇔
�Z n

m
f(t)dt

�
n∈N

�
monotonie

=⇒
�

⇐=
lim
x→∞

Z x

m
f(t)dt existiert

Beispiel. Für f(x) = 1
x
, m = 1 erhält man wegen

F (x) =
Z 1

0

1

t
dt = log x

die Existenz der sogenannten Eulerschen Konstanten

C = lim
n→∞

 
nX
k=1

1

k
− log n

!
[≈ 0, 577] ∈ [0, 1]

sowie nach 4.20 die Abschätzung

log(n+ 1) ≤
nX
k=1

1

k
≤ log n+ 1
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5. Di�erentialrechnung in mehreren
Variablen

Wir betrachten im folgenden wieder Funktionen f : G ⊂ Rn → R

x = (x1, x2, . . . , xn) 7→ f(x) = f(x1, x2, . . . , xn)

Beziehungsweise Abbildungen der Form:

f : G ⊂ Rn → Rm, x→ f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x))

Forderungen an den De�nitionsbereich:

1. G soll o�en sein, denn für n > 1 ist Di�barkeit in den Randpunkten problematisch

2. G soll (bogenweise) zusammenhängend sein, ansonsten betrachtet man die Zu-
sammenhangskomponenten einzeln

De�nition.
Eine Teilmenge G ⊂ Rn heiÿt ein Gebiet, wenn sie o�en und (bogenweise) zusam-
menhängend ist

5.1. Partielle und totale Di�barkeit

A. Partielle Di�barkeit

De�nition. Eine Abbildung heiÿt im Punkt
o
x∈ G partiell Di�bar, wenn für k = 1, . . . ,

die partiellen Abbildungen f(xk) : xk 7→ f(
o
x1,

o
x2, . . . , xk, . . .

o
xn) als stetige Funktion

einer Veränderlichen in
o
xk di�bar sind.

Der Wert ∂kf(
o
x) : f(k)(

o
xk) heiÿt partielle Ableitung von f nach dem k-ten Argu-

ment in
o
x.

Bemerkung.

1. Beim partiellen Di�erenzieren von f nach xk fasst man die übrigen Argumente als
Konstanten auf. Man interessiert sich nur dafür, wie sich f auf achsenparallelen
Geraden verhält.

2. Weitere Bezeichnungen:

für (x1, . . . , xn) 7→ f(x1, . . . , xn) auch ∂
∂xk

f := ∂kf
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5. Di�erentialrechnung in mehreren Variablen

für (x, y, z, . . .) 7→ f(x, y, z, . . .) auch8><>:∂f
∂x

= ∂xk = fx := ∂1f
∂f
∂y

= ∂yf = fy := ∂2f
...

...
...

...

9>=>;
Beispiel. Die Funktion

(x, y) ∈ R2 7→
(

xy
x2+y2

für (x, y) 6= (0, 0)

0 für (x, y) = (0, 0)

ist überall di�bar.

1. partielle Ableitung

für y 6= 0 :

x 7→ f(x, y) =
xy

x2 + y2

⇒ ∂xf(x, y) =
(y2 − x2)y

(x2 + y2)2

für y = 0 :

x 7→ f(x, 0) = ∂xf(x, 0) = 0

2. partielle Ableitung

für x 6= 0 :

y 7→ f(x) =
xy

x2 + y2

∂y(fx, y) =
(x2 − y2)x

(x2 + y2)2

für x = 0 :

⇒ ∂y = 0
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5.1. Partielle und totale Di�barkeit

Aber: f ist in (0,0) nicht stetig, denn

f(x, x) =
x2

x2 + x2
=

1

2
x→0−→ 1

2
6= 0 = f(0, 0)

Rekursiv lassen sich höhere partielle Ableitungen einführen

De�nition. Eine Abbildung f : G ⊂ Rn → Rm heiÿt p-mal partiell di�bar, wenn alle
p-ten partiellen Ableitungen

∂kp . . . ∂k1 f := ∂kp
�
∂kp−1 . . . ∂k1

�
(k1, . . . , kp ∈ {1, . . . , n})

existieren und p-mal stetig partiell di�bar (p ≥ 1), wenn zusätzlich die p-ten partiellen
Ableitungen ∂kp . . . ∂k1f als Abbildung G→ Rm stetig sind.
Weitere Bezeichnungen

∂p

∂xk . . . ∂km
f := ∂kp . . . ∂k1 f

∂f

∂y∂2
x∂y

:= ∂y∂
2
x∂y f := ∂y∂x∂x∂y f

Beispiele.

1. (x, y, z) 7→ f(x, y, z) = x3 + 2xyz + y2z

∂x f(. . .) = 3x2 + 2y2 ∂2
x f(. . .) = 6x ∂x∂y f(. . .) = 2z

∂y f(. . .) = 2xz + 2yz2 ∂y∂x f(. . .) = 2z ∂x∂z f(. . .) = 2y

∂z f(. . .) = 2xy + 2y2z ∂z∂x f(. . .) = 2y

⇒ Gilt eventuell immer ∂a∂b f(a, b, . . .) = ∂b∂a f(a, b, . . .)?

2.

(x, y) 7→ f(x, y) =

(
xy3

x2+y2
∀ (x, y) 6= 0

0 sonst

∂x f(x, y) =

(
(y2−x2)y2

(x2+y2)2
für y 6= 0

0 für y = 0

∂y f(x, y) =

8<:x[3y2(x2+y2)−2y4]
(x2+y2)2

∀ x 6= 0

0 x = 0

∂x f(0, y) =

¨
y ∀ y 6= 0
0 y = 0

«
⇒ ∂x∂y f(0, 0) = 1

∂y f(x, 0) = 0

⇒ ∂x∂y f(0, 0) = 0

Ergebnis: �Nur� partielle di�bare Abbildungen haben misserable Eigenschaften

• Sie brauchen nicht mal stetig zu sein

• partiell Di�erentiation hängt im allgemeinen von der Reihenfolge ab.
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5. Di�erentialrechnung in mehreren Variablen

B. (totale) Di�barkeit

Sei zunächst m = 1 Vorbild für die De�nition (Kennzeichnung 1) für die Di�barkeit bei
Funktion einer Veränderlicher (∆ . . .)

De�nition. Eine Funktion f : G ⊂ Rn → R heiÿt in
o
x∈ G (total) Di�bar , wenn in

o
x

stetige Funktion ∆1, . . . ,∆n : G→ R abbildet.

∀x∈G f(x) = f(
o
x) +

nX
k=1

∆k(x)(xk−
o
xk) (5.1)

Der (von der Auswahl unabhängige) Vektor

grad f(
o
x) :=

�
∆1(

o
x), . . . ,∆n(

o
x)
�T

heiÿt Gradient von f in
o
x

Bemerkung. (1) Die Funktionen ∆1, . . . ,∆n mit 5.1 kann man immmer konstruieren.
Sertze etwa

∆k(x) :=
f(x)− f(

o
x)���x− o

x
��� (xk−

o
xk)

h
x 6= o

x
i

und ∆k(
o
x) beliebig. Entscheidend ist die Stetigkeit in

o
x

(2) Die Funktionen ∆1, . . . ,∆n in 5.1 sind für n ≥ 1 nicht eindeutig bestimmt, wohl
aber die Grenzwerte

lim
x→

o
x

∆k(x),

wenn sie existieren! Siehe Hierzu auch die Übung 50!

Satz 5.1.0.

(3) Es gilt also für f bei der (totalen) Di�erentiation:

f in
o
x di�bar ⇒ f in

o
x stetig

(als Zusammensetzung in
o
x stetiger Funktionen)

Geometrische Interpretation

De�nition. Hessesche Normalform einer Hyperebene [HNF] (Tangentialhyper-
ebene)
da 5.1 äquivalent zu

nX
k=1

∆k(x)− (xk−
o
xk) + (−1)(f(x)− f(

o
x)) = 0
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5.1. Partielle und totale Di�barkeit

also mit

µ�
∆1(x)

...
∆k(x)
−1

�
,

�
x1
...
xn
f(x)

�
−

� o
x1
...
o
xn
f(

o
x)

�¿
= 0

Deswegen folgt für die Tangentialhyperebene

N(
o
x) =

 
grad(

o
x)

−1

!
Der Punkt

�
x

f(x)

�
∈ R liegt also in der Sekantenhyperebene durch

 o
x

f(
o
x)

!
mit Nor-

malenvektor
�

∆(x)
−1

�
.

Beim Annähern x 7→ o
x geht diese über in eine Tangentialhyperebene mit Normalen-

vektor

N(
o
x) =

 
grad f(

o
x)

−1

!
Folgerung. Eine in

o
x (total) di�bare Funktion beistzt in

�
o
x, f(

o
x)
�
eine wohlbestimmte

Tangentialhyperebene mit Normalenvektor N(
o
x) =

 
grad f(

o
x)

−1

!
Beispiele.

1. Der Graph der Funktion (x, y) 7→ f(x, y) = x2 + y2 ist ein Rotationsparaboloid.
Die Funktion sieht aus, wie eine um den Punkt (0, 0) rotierende Parabel, daher auch
der Name. Wegen

f(x, y) = x · x+ y · y
= f(0, 0) + ∆1(x, y) · x+ ∆2(x, y) · y

und mit f in (0, 0) total di�bar mit grad f(0, 0) =

�
0
0

�
. Die Tangentialebene in

(0, 0) besitzt also den Normalenvektor N =

�
0
0
−1

�
2. Die Funktion

f(x, y) =

(
x·y2
x2+y2

∀ (x, y) 6= (0, 0)

0 sonst

)
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5. Di�erentialrechnung in mehreren Variablen

ist in (0, 0) total di�bar, denn

f(x, y) = f(0, 0) +
y3

x2 + y2| {z }
∆1(x,y)

·x+ 0|{z}
=∆2(x,y)

·y

∆1(x, y) =

(
y3

x2+y2
∀ (x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

)
und ist in (0, 0) stetig:

|∆1(x, y)−∆1(0, 0)| = |y|3

x2 + y2
≤ |y| ≤

È
x2 + y2 = |(x, y)| < ε

Also ist f in (0, 0) total di�bar.

Ist f : G ⊂ Rn → Rm vektorwertig und komponentenweise total di�bar, so kann man
die für jedes j = 1, . . . ,m existierende Vektorfelder x 7→ ∆j(x) = (∆j1(x), . . . ,∆jn(x))
zeilenweise zu einem Matrixfeld

x 7→ (∆jk(x)) Zeile: j = 1, . . . ,m
Spalte: k = 1, . . . , n

zusammenfügen.

Satz 5.1.1. Eine Abbildung f : G ⊂ Rn → Rm ist genau dann in
o
x∈ G (komponenten-

weise total) di�bar, wenn ein in
o
x stetiges Matrixfeld x ∈ G 7→ ∆(x) ∈M(m×n,R)

existiert mit
∀x∈Gf(x) = f(

o
x) + ∆(x) · (x− o

x)

Die Matrix

D f(
o
x) := ∆

�
0
x

�
∈M(m× n,R)

heiÿt Funktionalmatrix oder Jacobimatrix von f in
o
x

Was steht eigentlich im Gradienten beziehungsweise der Funktionsmatrix?

Satz 5.1.2. Eine in
o
x (total) di�bare Abbildung f : G ⊂ Rn → Rm ist damit auch

partiell di�bar ind es gilt:

D f(
o
x) =

�
∂kfj(

o
x)
�
j = 1, . . . ,m
k = 1, . . . , n

beziehungsweise für m = 1

grad f(
o
x) =

�
∂1f(

o
x) . . . ∂nf(

o
x)
�T

Die Umkehrung ist nicht richtig
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5.1. Partielle und totale Di�barkeit

Beweis. Ohne Einschränkung sei m = 1. Für die partielle Abbildung

f(k)(xk) = f(
o
x1, . . . , xk, . . .

o
xn) = f(

o
x) + ∆k(

o
x1, . . . , xk, . . . ,

o
xn) · (xk−

o
xk)

∂k f(
o
x) = lim

xk→
o
xk

f(
o
x1, . . . , xk, . . . ,

o
xn)− f(

o
x)

xk−
o
xk

= lim
xk→

o
xk

∆k(
o
x1, . . . , xk, . . . ,

o
xn) = ∆k(

o
x)

Vorsicht! Man kann also grad f bzw D f ausrechnen, ohne zu wissen, ob es existiert!!
Auch die Kennzeichnung 2 der Di�barkeit bei Funktionen mit einer Veränderlichen
lässt sich übertragen:

f(x) = f(
o
x) +

nX
k=1

∆k(x) · (xk−
o
xk) = f(

o
x) +

nX
k=1

∆k(
o
x) · (xk−

o
xk) +R(x)

mit R als Restglied

x 7→ R(x) =
nX
k=1

�
∆k(x)−∆k(

o
x)
�
· (xk−

o
xk)

für das gilt:

0 ≤ |R(x)|���x− o
x
��� =

������°∆(x)−∆(
o
x),

x− o
x���x− o
x
���º������ ∆−Ungleichung

≤
���∆(x)−∆(

o
x)
���| {z }

x→
o
x−→0

f(x) = f(x) +
nX
k=1

∆k(
o
x)xk +R(x) mit

R(x)���x− o
x
��� x→o

x−→ 0

für m = 1 gilt das Komponentenweise und man erhält die

Kennzeichnung:
Eine Abbildung f : G ⊂ Rn → Rm ist genau dann in

o
x∈ G (total) di�bar, wenn sie sich

linear approximieren lässt, das heiÿt, wenn es eine Matrix der Form A(= D f(
o
x)) ∈

M(m× n,R) existiert mit

f(x) = f(
o
x) + A(x− o

x) +R(x)

mit einem Restglied x 7→ R. Für dieses R gilt: lim
x→

o
x

R(x)���x−ox��� = 0 das heiÿt R(x) =

0
����x− o

x
���� für x 7→ o

x.
Wie kann man totale Di�barkeit �einfach� erkennen (für den Hausgebrauch)?
Ein Kriterium ist der
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5. Di�erentialrechnung in mehreren Variablen

Satz 5.1.3. Satz über die Erkennbarkeit der Di�barkeit
f : G ⊂ Rn → Rm sei in

o
x∈ G stetig partiell di�bar. Dann ist sie auch in

o
x (total)

di�bar

Beweis. Nach Vorraussetzung existiert die partielle Ableitung ∂k f in einer würfelförmigen
Umgebung U von

o
x und sind in

o
x stetig.

Für ein festes x ∈ U\{ ox} gilt dann

f(x)− f(
o
x) =

nX
k=1

�
f(x1, . . . , xk ,

o
xk+1, . . . ,

o
xn)

�
− f(x1, . . . ,

o
xk ,

o
xk+1, . . . ,

o
xn)

Anwendung des 1 dimensionalen Mittelwertsatz auf di�bar partielle Abbildungen t 7→
(x1, . . . ,

o
xk+1, . . . ,

o
xn) liefert jeweils ein x̄k ∈

o
xk x, sodass gilt:

f(x) = f(
o
x) =

nX
k=1

∂k f(x1, . . . , x̄k,
o
xk+1, . . . ,

o
xn) · (xk−

o
xk)

Für die Funktion

x 7→ ∆k(x1, . . . , xn) := ∂k f(x1, . . . x̄k,
o
xk+1, . . . ,

o
xn)

folgt dann
lim
x→

o
x

∆k(x) = ∂ f(
o
x),

da ∂k f in
o
x stetig und auch x̄k(x) =

o
xk konvergent, wenn xk →

o
xk geht. Also sin die ∆k's

in
o
x stetig ergänzbar und f ist in

o
x total di�bar.

Zusammenfassung partielle Di�erentiation und totale Di�erentiation

f in
o
x stetig partiell di�bar

↙ ⇓
f in

o
x di�bar

⇒
��⇐ f in

o
x partiell di�bar

⇓ ��↙
f in

o
x stetig

De�nition. f : G ⊂ Rn → Rm heiÿt

p-mal (total) di�bar, wenn f selbst und partielle Ableitungen bis zur Ordnung p total
di�bar sind

p-mal stetig di�bar, wenn die partiellen Ableitungen zusätzlich noch stetig sind

Satz 5.1.4. f in
o
x p-mal stetig di�bar ⇔ f in

o
x p-mal stetig partiell di�bar.

Bezeichnung: f ∈ Cp(G)

Beispiel. f(x, y, z) = ecos(x2yz) sin(x · y17) ist ∞ oft di�bar

Merkregel: Alle Abbildungen, denen man es ansieht, dass alle partiellen Ableitungen
(zum Beispiel als elementare Funktionen) existieren und stetig sind, sind auch partiell
di�bar.
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5.1. Partielle und totale Di�barkeit

C. Di�erentiationsregeln

Satz 5.1.5. Satz über Rechenregeln di�barer Abbildungen

1. f, g : g ⊂ Rn → R(Rm) seien in
o
x∈ G di�bar. Dann sind auch f + g, f · g, f

g
(falls

de�niniert) in
o
x di�bar mit den üblichen Rechenregeln für die partiellen Ableitungen.

2. Kettenregel

f : G ⊂ Rn → ÜG ⊂ Rm sei in
o
x∈ G di�bar sowie

g : ÜG ⊂ Rm → Rp in
o
y:= f(

o
x) ∈ ÜG

Dann ist auch g ◦ f : G→ Rp in
o
x di�bar mit

D(g ◦ f)(
o
x) = Dg(f(

o
x))Df(

o
x)

das heiÿt (vrgl. Matrizenmultiplikation aus Lineare Algebra):

∀pi=1∀nk=1∂k(g ◦ f)i =
mX
j=1

(∂jgj)(f(
o
x))∂kfj(

o
x)

∂

∂xk
(g ◦ f)i(

o
x) =

mX
j=1

∂g

∂yj
(f(

o
x)) · ∂fj

∂xk
(
o
x)

Beispiel. Sei (x, y) 7→ f(x, y) di�bar. Dann gilt für Polarkoordinaten(r, t) 7→ (r · cos t, r ·
sin t) = g(r, t)

∂ g(r, t)

∂r
=
∂ f

∂x
(r · cos t, r · sin t) cos t+

∂ f

∂y
(r · cos t, r · sin t) sin t

∂ g(r, t)

∂t
=
∂ f

∂x
(r · cos t, r · sin t) (−r · sin t) +

∂ f

∂y
(r · cos t, r · sin t) · r · cos t

Beweis.

1. wie üblich mit den ∆-Ungleichungen

2.
f(x) = f(

o
x) + ∆1(x)(x− o

x)

g(y) = g(
o
x) + ∆2(y)(y−

o
y)

9=;(y = f(x)
o
y= f(

o
x)

g(f(y)) = g(f(
o
x)) + ∆2(f(x)) ·

�
f(x)− f(

o
x)
�

= g ◦ f(
o
x) + ∆2(f(x)) ·∆1(x)| {z }

∆(x)

·(x− o
x)

hat

lim
x→

o
x

∆(x) = D g(f(
o
x)) ·D f(

o
x) = D (g ◦ f)(

o
x)
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5. Di�erentialrechnung in mehreren Variablen

D. Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen

Satz 5.1.6. Satz von Schwarz
f : g ⊂ Rn → Rm sei in

o
x∈ G 2 mal total di�bar. Dann sind die 2 partiellen Ableitungen

in
o
x vertauschbar, das heiÿt, es gilt:

∀k,l=1,...,n ∂l∂kf(
o
x) = ∂k∂lf(

o
x)

Beweis. Ohne Einschränkung gilt m = 1, n = 2 (da immer 2 Variablen betro�en sind)
sowie

o
x= (0, 0). Wir zeigen also für eine in (0, 0) 2 mal di�erenzierbare Funktion (x, y) ∈

G ⊂ R2 → f(x, y) ∈ R, dass ∂2∂1 f(0, 0) = ∂1∂ − 2 f(0, 0) ist.
Sei (x, y) mit x 6= 0, y 6= 0 aus einer quadratischen Umgebung von (0, 0) fest gewählt.
Für die Funktion

t ∈ [0, 1] := g1(t) = f(tx, y)− f(tx, 0) ∈ R
t ∈ [0, 1] := g2(t) = f(x, ty)− f(0, ty) ∈ R

gilt dann

g1(1)− g1(0) = f(x, y)− f(x, 0)− f(0, y) + f(0, 0)

= g2(1)− g2(0)

g′(t) = [∂1 f(tx, y)− ∂1 f(tx, 0)] · x
= [∂1 f(0, 0) + ∆11(tx, y) + ∆12(tx, y)y − ∂1 f(0, 0)−∆11(tx, 0)tx− 0]

= [∆11(tx, y)−∆11(tx, 0)] tx2 + ∆12(tx, y)xy

mit

lim
(x,y)→(0,0)

∆11(x, y) = ∂1∂1 f(0, 0),

lim
(x,y)→(0,0)

∆12(x, y) = ∂2∂1 f(0, 0)

und analog

g′2(t) = ∆21(x, ty)xy + [∆22(x, ty)−∆22(0, ty)] ty2

mit

lim
(x,y)→(0,0)

∆21(x, y) = ∂1∂2 f(0, 0),

lim
(x,y)→(0,0)

∆22(x, y) = ∂2∂2 f(0, 0)
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Anwendung des Mittelwertsatzes (Satz 4.2.3) auf g1, g2 liefert:

g1(1)− g1(0) = g′1(t1) = g′2(t2) = g2(1)− g2(0)

mit t1, t2 ∈ ]0, 1[. Speziell für x = y ( 6= 0) erhält man also Werte t1(x), t2(x) ∈ ]0, 1[ mit

[∆11(t1(x) · x, x)−∆11(t1(x) · x, 0)] · t1(x) + ∆12(t1(x) · x, x)
!

= ∆21(x, t2(x) · x) + [∆22(x, t2(x) · x)−∆(0, t2(x) · x)] t2(x)

Für x→ 0 folgt daraus, da ∆jk in (0, 0) stetig und t1(x), t2(x) ∈ ]0, 1[ beschränkt ist:

0 + ∆12(0, 0)
!

= ∆21(0, 0) + 0

⇒ ∂2∂1 f(0, 0) = ∂1∂2 f(0, 0)

Folgerung. f : G ⊂ Rn → Rm sei p-mal di�bar (p ≥ 2). Dann sind alle partiellen
Ableitungen der Ordnung p unabhängig von der Reihenfolge, das heiÿt für die Permutation
π ∈ s0 gilt:

∂kp . . . ∂k1 f = ∂kπ(p) . . . ∂kπ(1) f

5.2. Die Taylorschen Sätze

Ziel: Approximation einer Funktion f : G ⊂ Rn → R in der Umgebung von (o.E.)
o
x:= o ∈ G durch Polynome (in n Variablen) etwa in der Darstellung

P (x) =
pX
r=0

nX
kr...kr=1

ak1...kn

Monom vom Grad rz }| {
xk1 , . . . , xkr

= a0 +
nX
k=1

akxk +
nX

k,l=1

aklxkxl + . . .

= a0 + 〈a, x〉+ xTAx

Der Grad von p sei dir gröÿte Zahl p, sodass ein Koe�zient ak1 , . . . akp 6= 0 auftritt.
Die Koe�zienten ak1 , . . . , akr können als symmetrisch angenommen werden, d.h. akπ(1)

, . . . , akπ(r)
=

ak1 , . . . , akr für jede Permutation π ∈ Sp. Notfalls ersetze man ak1 , . . . .akr durch eak1...kr =
1
r!

P
π∈Sr akπ(1)

. . . akπ(r)
.

Beispiel. In (xTAx)T = xTATx kann A notfalls auch durch Ã := 1
2
(A+AT ) ersetz werden.

Unter dieser Symmetrievoraussetzung kann man mit vollständiger Induktion zeigen:

∂l1 . . . ∂lr p(0) := ∂lr . . . ∂l1 p(0) = r|dl1···lr

und man erhält:
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5. Di�erentialrechnung in mehreren Variablen

Satz 5.2.1. Satz über die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen des p-
ten Taylorpolynoms
f : G ⊂ Rn → R sei in 0 ∈ G p-mal di�bar (p ∈ N0). Dann gibt es genau ein Polynom
x 7→ Tp(x) höchstens vom Grade p mit

∀pr=0∀nl1,...lr=1 ∂l1...lr p(0) = ∂l1...lrf(0)

nämlich

x 7→ Tp(x) :=
pX
r=0

1

r!

nX
k1...kr=1

∂k1...kr f(0)xkr . . . xkr

genannt p-tes Taylorpolynom von f im Punkte 0

Bemerkung. Bei Entwicklung um einen anderen, beliebig gewählten Punkt
o
x 6= 0 ersetze

man die 0 einfach durch
o
x und xkj durch xkj−

o
xkj

Zur Gestalt des Restgliedes Rp = f − Tp:
Sei zunächst f in Ur(0). Gilt dann für die Funktion

g : t ∈ [0, 1] 7→ g(t) : = f(tx) ∈ R

nach der Kettenregel

g′(t) =
nX
k=1

∂k f(tx) · xk

g′′(t) =
nX

k,l=1

∂l∂k f(tx) · xk · xl

und so weiter bis schlieÿlich

∀p+1
r=0 g

(r)(t) =
nX

k1,...kr=1

∂k1 . . . ∂kr f(tx) · xk1 · . . . · xkr

Anwendung des 1 dimensionalen Taylorsatzes 1.Form (Satz 4.4.2) auf g liefert

g(1) =
pX
r=0

1

r!
g(r)(0) · 1r +

1

(p+ 1)!
· g(p+1)(θ) · 1r+1 mit θ ∈ ]0, 1[

Satz 5.2.2. Taylorscher Satz, 2. Form
f : G ⊂ Rn → R sei in einer Umgebung Uδ(0) von 0 ∈ G (p + 1)-mal di�bar. Dann gibt
es zu jedem x ∈ Uδ(0) ein θ ∈ ]0, 1[ mit

f(x) = Tp(x) +
1

(p+ 1)!

nX
k1...kp+1=1

∂k1...kp+1f(θx)xk1 . . . xkp+1

(Lagrangesche Form des Restgliedes)
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5.2. Die Taylorschen Sätze

Bemerkung.

1. für
o
x 6= 0 ersetze man wieder 0 durch

o
x und xkj durch xkj−

o
xkj und θx durch

x̄ =
o
x +θ(x− o

x).

2. Für p = 0 erhält man den Mittelwertsatz

f(x) = f(x0) +
D
grad f(x̄), x− o

x
E

mit x̄ =
o
x +θ(x− o

x) und θ ∈ ]0, 1[

Sei jetzt f nur in x = 0 p+ 1 mal di�bar. Dann ist

x 7→ R(x) := f(x)− Tp+1(x)

sowie f in Ur(0) noch p-mal di�bar und Satz 5.2.2 liefert mit θx ∈ ]0, 1[:

R(x) = 0 +
1

p!

X
k1,...,kp

∂k1 . . . ∂kp R(θx · x) · xk1 · . . . · xkp

Da alle ∂k1 . . . ∂kp R in x = 0 nochmal di�bar sind, gilt nach De�nition der Di�barkeit:

∂k1 . . . ∂kp R(x) = 0 +
nX
k=1

∆k1 . . .∆kp(x) · xk

mit

lim
x→0

∆k1 . . .∆kp(x) = ∂k1 . . . ∂kp R(0)
!

= 0

zusammen folgt:

R(x) =
1

p!

X
k1,...,kp

∆k1 . . .∆kp (θx · x)θx · xk1 · . . . · xkp+1

und

Rp(x) = f(x)− Tp(x) = R(x) +
1

(p+ 1)!

X
k1,...,kp+1

∂k1 . . . ∂kp+1 f(0) · x1 · . . . · xp+1

=
1

(p+ 1)!

X
k1,...,kp+1

�
(p+ 1) · ∆̃k1 . . . ∆̃kp+1(θxx)θx + θk1 . . . θkp+1 f(0)

�| {z }
∆k1

...∆kp+1
(x)

·xk1 · . . . · xk+1
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mit

lim
x→0

∆k1∆kp+1(x) = 0 + ∂k1 . . . ∂kp+1 f(0),

da ∆̃ in 0 stetig ist mit limx→0 ∆̃(x) = 0 und θx ∈ ]0, 1[ beschränkt ist.

Ergebnis:

Satz 5.2.3. Taylorscher Satz, 1. Form
f : G ⊂ Rn → R sei in 0 ∈ G (p+1)-mal di�bar. Dann gibt es ein x = 0 steitge Funktionen
∆k1...kp+1 : Uδ(0)→ R mit

(1) f(x) = Tp(x) + 1
(p+1)!

Pn
k1...kp+1=1 ∆k1...kp+1(x)xk1 . . . xkp+1

(2) ∆k1...kp+1(0) = ∂k1...kp+1 f(0)

Bemerkung. Für p = 0 erhält man die De�nition der Di�barkeit zurück

Aus der Taylorformel erhält man noch

f(x) = Tp+1(x) +
1

(p+ 1)!

X
k1,...,kp+1

�
∆k1 . . .∆kp+1(x)−∆k1 . . .∆kp+1(0)

�
· xk1 · . . . · xkp+1

= Tp+1(x) +Rp+1(x) mit:

0 ≤ |Rp+1(x)|
|x|p+1 ≤ 1

(p+ 1)!

���∆k1 . . .∆kp+1(x)−∆k1 . . .∆kp+1(0)
���| {z }

→0 für x→0

|xk1|
|x|| {z }
≤1

· · ·

���xkp+1

���
|x|| {z }
≤1

also lim
Rp+1(x)

|x|p+1 = 0

Übergang p+ 1→ p liefert:

Folgerung. f : G ⊂ Rn → R sei in 0 ∈ G p mal di�bar. Dann gilt:

f(x) = Tp(x) +O (|x|p) x→ 0

Spezialfälle p = 1 bei beliebigen Entwicklungspunkt
o
x: Mit dem Gradienten

grad f(x) = (∂kf(x))k=1,...n

und der Hesse-Matrix (die Symmetisch, falls f in x 2 mal di�bar ist)

Hf = (∂l∂kf(x))k,l=1,...,n
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gilt:

f(x) = f(
o
x) +

D
grad f(

o
x), x− o

x
E

+
1

2

�
(x− o

x)T∆(
o
x) · (x− o

x)
�

wobei ∆(
o
x) = Hf (

o
x)

= f(
o
x) +

D
grad f(

o
x), x− o

x
E

+
1

2
(x− x o

x)T Hf (x̄) · (x− o
x)

mit x̄ =
o
x +θ(x− o

x), wobei θ ∈ ]0, 1[

= f(
o
x) +

D
grad f(

o
x), x− o

x
E

+
1

2
(x− o

x)T Hf (0)(x− o
x) +O

����x− o
x
����

5.3. Lokale Extrema

De�nition. Eine Funktion f : D ⊂ Rn → R besitzt in
o
x ein lokales Minimum, wenn die

Umgebung von U ⊂ D um
o
x existiert und auÿerdem gilt:

∀x∈U f(x) ≥ f(
o
x)

Analog folgt das lokale Maximum wobei hier natürlich das ≥ mit dem ≤ ersetzt werden
muss.
Wichtig: Lokale Extrema können nur in Innenpunkten

o
x∈

o

D auftreten, niemals in Rand-
punkten.

Satz 5.3.1. Satz der notwendigen Bedingungen für lokale Extrema
f : G ⊂ Rn → R sei in einer Umgebung von

o
x∈ G di�bar.. Dann gilt:

f besitzt in
o
x ein lokales Extrema ⇒ grad f(

o
x) = 0

Beweis. f besitzt in
o
x ein lokales Extremum⇒ jede partielle Funktion x 7→ f(

o
x1, . . . , xk, . . .

o
xn

) mit k = 1, . . . , n besitzt in
o
xk ein lokales Extremum ⇒ ∂k f(

o
x) = 0, k = 1, . . . , n.

Bemerkung.

1. Beim Beweis wird an sich nur die partielle Di�barkeit benötigt

2. Punkte x mit grad f(x) = 0 heiÿen auch stationäre Punkte oder kritische Punk-
te von f . Sie sind �Kandidaten� für lokale Extrema!

Geometrische Bedingung ist also, dass die Tangentialhyperebene horizontal
ist

3. Die Bedingung ist nicht hinreichend!

Beispiel. f(x, y) = x2 − y2. Es gilt grad f(0, 0) =

�
0
0

�
, aber es gilt: ∀x 6=0f(x, 0) >

0 ∩ ∀y 6=0f(0, y) < 0, der Graph ist ein Hyperbolischer Paraboloid mit einer
Sattel�äche.
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5. Di�erentialrechnung in mehreren Variablen

Hinreichende Bedingung für lokale Extrema �ndet man mit Hilfe der �2. Ableitung�,
der Hesse-Matrix Hf (∂l∂k f)l,k=1,...n. Sie besitzt kein �Vorzeichen� als Ersatz dient die
De�nitheit

De�nition. Sei A ⊂M(m× n,R) eine symmetrische Matrix. sie de�niert eine quadrat-
siche Form

qA : Rn → R, x 7→ qA(x) := xTAx =
X
j,k

ajkxjxk

positiv de�nit, falls qA = xTAx > 0 für x 6= 0

negativ de�nit, falls qA = xTAx < 0 für x 6= 0

positiv semide�nit, falls qA = xTAx ≥ 0 ∀x

negativ semide�nit, falls qA = xTAx ≤ 0 ∀x

indefínit falls y, z ∈ Rn existiert mit qA(y) = yTAy < 0 < zTAz = qA(z)

Satz 5.3.2. Satz über lokale Extrema
f : g ⊂ Rn → R sei in

o
x 2 mal di�bar mit grad f(

o
x) = 0. Dann gilt also mit der

Hesse-Matrix Hf (
o
x)

(a) Hf (
o
x) positiv (negativ) de�nit ⇒ f besitzt in

o
x ein (strenges) lokales Minimum

(Maximum)

(b) Hf (
o
x) inde�nit ⇒ f besitzt in

o
x kein lokales Extremum

(c) Hf (
o
x) echt inde�nit ⇒ kann man keine Aussage tre�en

Beispiel.

f(x, y) = x4 ± y4 ⇒ grad f(0, 0) = 0, Hf (0, 0) = 0 (echt semide�nit)

Keine Entscheidung möglich.¨
f(x, y) = x4 + y4 ⇒ (0, 0) lokales Min.
f(x, y) = x4 − y4 ⇒ (0, 0) Satelpunkt

=̂(x4 + y4)

=̂(x4 − y4)
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5.3. Lokale Extrema

Beweis. Sei ohne Einschränkung
o
x= 0.

(a) nach dem Taylorschen Satz (Satz 5.2.3) gilt f(x) = f(0) + 0 + xT Hf (0)x + R(x)

mit limx→0
R(x)

|x|2 = 0. Falls Hf (0) positiv de�nit ist, nimmt die stetige Funktion

y 7→ yT Hf (0)y auf der kompakten Sphäre {y ∈ Rn | |y| = 1} ein positives
Minimum m > 0 an.
Wegen limx→0

R(x)

|x|2 = 0 existiert eine Umgebung U von 0 mit

∀
x∈

o
U

|R(x)|
|x|2

<
m

2
.

Daraus folgt

∀
x∈

o
U
|R(x)| < 1

2
m |x|2 ≤ 1

2

"�
x

|x|

�T
Hf (0)

�
x

|x|

�#| {z }
≥m

· |x|2

=
1

2
· xT Hf (0) · x

also ist

xT Hf (0)x+R(x) > 0

das heiÿt f(x) > f(0).

Es liegt also ein lokales Minimum vor.

(b) Nach Vorraussetzung existiert y, z ∈ Rn\{0} mit yT Hf (0)y < 0 < zT Hf (0)z. Für
die Funktion g1 : t 7→ f(t · y) gilt dann in Uδ(0):

g′1 =
X
k

∂k f(t · y) · yk = 〈grad f(ty), y〉 ,

also

g′1(0) = 0

und

g′′1(t) =
X
k,l

∂l∂k f(ty) · yk · yl = yT Hf (ty)y,

also

g′′1(0) = yT Hf (0)y < 0
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5. Di�erentialrechnung in mehreren Variablen

Also besitzt g1 in t = 0 (das heiÿt auch x = 0) ein strenges lokales Minimum.
Also kann f selbst in x = 0 weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum
besitzen.

Wie erkennt man die de�nitheit einer Matix?

(1) Möglichkeit aus der Linearen Algebra:
Symetrische (n × n) sind reell diagonalisierbar, genauer: Es existiert eine Or-
thonormalbasis (ONB) (e1, . . . en) aus Eigenvektoren (EV) zu Eigenwerten
(EW) λ1, . . . , λn ∈ R (das heiÿt A · ei = zi · ei (c = 1, . . . , n))

Satz 5.3.3. Satz der De�nitheit
Eine symetrisch Matrix A ∈M (n× n,R) ist genau dann

• positiv de�nit, wenn alle Eigenwerte (EW) positiv sind

• negativ de�nit, wenn alle EW negativ sind

• positiv semide�nit, wenn EW ≥ 0 sind

• negativ semide�nit, wenn EW ≤ 0 sind

• inde�nit, wenn sowohl positive als auch negative EW existieren

Beweis.

Bezüglich einer ONB-Darstellung x =
P

ζiei mit Eigenvektoren (EV)

xTAx = 〈x,Ax〉 =
X
i,k

ζiζk 〈ei, Aek〉

=
X
i,k

ζiζkλk 〈ei, ek〉| {z }
δik

=
nX
k=1

λkζ
2
k

= xTAx

Daraus ist alles ablesbar!

(2) Möglichkeit Betrachtung der k-reihigen Hauptdeterminanten und Unterdeter-
minanten
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5.3. Lokale Extrema

Satz 5.3.4. Kriterium von Hurwitz
Eine symetrische Matrix A ∈M (n× n,R) ist genau dann positiv de�nit, wenn

∀nk=1 det

�
a11 · · · a1k
...

. . .
...

ak1 · · · akk

�
> 0

ist. Dann folgt, A ist negativ de�nit, wenn −A positiv de�nit ist.

Beweis. nur für n = 2, der Rest ist Thema für die Lineare Algebra.
Für a11 6= 0 gilt:

qa(x) = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + a22x

2
2

= a11

�
x1 +

a12

a11

x2

�2

+
1

a11

(a11a22 − a2
12)| {z }

detA

x2
2

�⇒� A positiv de�nit ⇒ a11 = qA

��
1
0

��
> 0, detA = 1

a11
qA

��
−a12

a11

��
> 0

�⇐� a11 > 0, detA > 0 ⇒ ∀x 6=0 qA(x) > 0, denn x2 = 0 ⇒ qA = a11x
2
1, x2 6= 0 ⇒

qA(x) ≥ 1
a11

detAx2
2

Beispiel.
f(x, y) = x3 + y3 − 9x · y + 27

Der kiritsche Punkt ist bei:

grad f(x, y) =

�
3x2 − 9y
3y2 − 9x

�
=

�
0
0

�
⇔
�
x
y

�
=

�
0
0

�
bzw:�
x
y

�
=

�
3
3

�
⇒ Hf (x, y) =

�
6x −9
−9 6y

�
Es folgt also
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5. Di�erentialrechnung in mehreren Variablen

1. Hf (0, 0) =

�
0 −9
−9 0

�
⇒Hurwitz-Kriterium (Satz 5.3.4) nicht brauchbar, da detHf =

0. Also verwenden wir Satz 5.3.3. Bestimmung der Eigenwerte von A := Hf :

χA(λ) = det(A− λE) = λ2 − 92 = 0

λ1/2 = ±9

Hf ist damit also identi�ziert und in (0, 0) liegt kein lokales Extremum vor.

2. Hf (3, 3) =

�
18 −9
−9 18

�
Nach dem Satz von Hurwitz sit Hf in diesem Punkt positiv

de�nit, somit liegt in (3, 3) ein lokales Minimum vor.

Ergänzungen: Die Suche nach absoluten Extrema (globalen Extrema) ist im all-
gemeinen schwierig.

Gegeben: f : D ⊂ Rn → R stetig, im inneren
o

D 2 mal di�bar.

1. Fall: D ist kompakt Dann existiert nach dem Satz 4.2.4 Maxima und Minima. Die
Extrema können

(a) Im inneren
o

D angenommen werden. Dann sind es auch lokale Extrema und
können demnach mit Hilfe der Di�erentialrechnung eventuell! gefunden wer-
den.

(b) auf dem Rand ∂D. Dann sind es sogenannte Randextrema und können durch
gesonderte Untersuchungen gefunden werden.

Rezept: Bestimmung aller kritischen Punkte in
o

D und aller Randextrema. Der
kleinste Wert liefert das absolute Minimum und der gröÿte Wert das abso-
lute Maximum.

2. Fall D ist nicht kompakt Dann brauchen überhaupt keine absoluten Extrema zu
existieren, können aber! Es existiert allerdings kein Rezept zur Bestimmung!

Beispiel. f wie in der letzten Funktion, D = R2. In (3, 3) liegt ein lokales Minimum vor
mit f(3, 3) = 0. Es gilt aber

lim
x→±∞

f(x, 0) = x3 + 27→ ±∞

Es gibt kein absolutes Maximum oder Minimum.

5.4. Lokale Umkehrsätze

Gegeben: f : G ⊂ Rn → B ⊂ Rn, ohne Einschränkung surjektiv (setze B := f [G])

Frage:

Unter welchen Vorraussetzungen ist f invertierbar (umkehrbar)?

Existiert also ein f−1 : B → G?

Ist mit f auch f−1 di�bar?

was ist (Df−1)(x)?
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Für n = 1 ist das Problem weitestgehend gelöst:
f : I ⊂ R→ R auf dem o�enen Intervall I di�bar mit

∀x∈I f ′(x) 6= 0⇒ f ist streng Monoton

⇒ f ist injektiv mit J := f [I] wieder ein o�enes Intervall
⇒ eine f−1 : J → I, die nach Satz 2.4.13 stetig und nach Satz 4.1.3 (Satz über die
Ableitung der Umkehrfunktion) sogar di�bar ist mit�

f−1
�′

(y) =
1

f ′(f−1(y))

Bei n > 1 ist die Antwort schwieriger, weil es keinen Monotoniebegri� wie bei n = 1 gibt.

Beispiel.

f : G := ]0,∞[× R→ R2\{(0, 0)}
(r, t) 7→ f(r, t) = (r · cos t, r · sin t)T

ist surjektiv und di�bar. Die Funktionsmatrix

D f(r, t) =

�
cos t −r sin t
sin t r cos t

�
ist überall wegen

∀(r,t)∈G detD f((r, t) = r 6= 0 de�niert.

Trotzdem ist f nicht injektiv

f(r, t+ 2π) = f(r, t).

Aber f ist lokal invertierbar, das heiÿt jeder Punkt (r0, t0) ∈ G besitzt eine Umgebung
U , etwa U := ]0,∞[× ]t0 − π, t0 + π[, sodass f |U bijektiv ist.

V := f [U ] = �geschlitzte Ebene�.

A. Die Operatornorm

Matrizen A ∈ M (m × n,R) konnte man bisher als (m;n) Tupel A ∈ Rm·n au�assen.
Damit waren de�niert:

• Normen |A|, zum Beispiel |A|2, |A|1, . . . , |A|∞
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• Umgebung Uk(A0) : {A ∈M (m× n,R) ||A− A0| < ε}

• Konvergenz, zum Beispiel lim
x→

o
x

∆(x) = Df(
o
x)

• Stetigkeit, etwa von Abbildungen x ∈ Rn → ∆(x) ∈M (m× n,R)

⇔ komponentenweise Konvergenz (Stetigkeit)

Nachteile dieser Äquivalenznormen:

• Sie berücksichtigen nicht, das Matrizen A lineare Operatoren x ∈ Rn → A ∈ Rm

sind (M (m× n,R) ∼= L(Rn,Rm))

• Sie sind nicht Erweiterbar auf andere Abbildungsräume

Deshalb:

Satz 5.4.1. Satz der Operatornorm
In dem VR M (m× n,R) wird durch

‖A‖ := max{|A · x|| |x| = 1}

ein Norm de�niert, genannt die Operatornorm. Diese hat die Eigenschaften:

(a) ∀x∈R |A · x| ≤ ‖A‖ · |x| ∀A∈M (m×n,R)

(b) ‖B · A‖ ≤ ‖B‖ · ‖A‖ ∀A∈M (m×n,R), ∀B∈M (p×m,R)

(c) ‖E − A‖ < 1 ⇒ A regulär ∀A∈M (m×n,R)

(im Rm, Rn werden jeweils die euklidischen Normen verwendet)

Beweis. Existenz: Die stetige Funktion x ∈ Rn → |Ax| ∈ R nimmt auf der kompakten
Sphäre Sn−1 = {x ∈ Rn | |x| = 1} ihr Maximum an. Also ist ‖A‖ wohl de�niert und
Normeigenschaften sind leicht zu überprüfen:
Eigenschaften

(a) ∀x 6=0 |A · x| =
���A x
|x|

��� · |x| ≤ ‖A‖ |x|
(b)

∀x |(B · A)x| = |B(Ax)|
(a)

≤ ‖B‖ |Ax| ≤ ‖B‖ · ‖A‖ |x|
⇒ ∀|x|=1 |(B − A) · x| ≤ ‖B‖ · ‖A‖

⇒ ‖A ·B‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖

(c) A nicht regulär ⇒ es existiert ein x 6= 0 mit A · x = 0. Für ein solches x gilt dann

(E − A) · x = x⇒ (E − A)
x

|x|
=

x

|x|
⇒ ‖E − A‖ ≥

�����(E − A)
x

|x|

����� = 1

Diese Operatornorm ‖A‖ ist mit der euklidischen Norm |A| (und damit auch mit |A|1 , . . . , |A|∞)
verträglich.
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Satz 5.4.2. Satz über Konvergenz und Stetigkeit bei der Operatornorm
Im Matrizenraum M (m× n,R) liefern die Operatornorm und die euklidische Norm die-
selben Umgebungssysteme und damit denselben Konvergenz- und Stetigkeitsbegrif

Beweis.

(a) Wir müssen ‖A‖ und |A| gegeneinander abschätzen.

Sei A =

�
a1
...
am

�
mit Zeilensystem ai ∈ Rn. Dann gilt:

∀x A · x =

�
〈a1, x〉

...
〈am, x〉

�
⇒ ∀x |A · x|2

=
mX
j=1

|〈aj, x〉|2 ≤

�
mX
j=1

|aj|2
�

=

�
mX
j=1

nX
k=1

a2
jk

�
|x|2

= |A|2 · |x|2

⇒ ∀|x|=1 |A · x|2 ≤ |A|
⇒ ‖A‖ ≤ |x|

(b) Für die Standardbasis (e1, . . . , en) des Rn gilt

∀nk=1 |A · ex|
2 =

mX
j=1

≤ ‖A‖2

⇒ |A| =
nX
k=1

�
nX
j=1

a2
jk

�
≤ n · ‖A‖2

⇒ |A| ≤
√
n · ‖A‖

Zusammen: Jede Umgebung bezüglich ‖ · ‖ ist auch Umgebung bezüglich |·|
Aus dem Mittelwertsatz vektorwertiger Funktionen (Übung 52) folgt:

g(b)− g(a) = g′(x̄)(b− a)

⇒ |g(b)− g(a)| ≤ |g′(x̄)| (b− a)

für [a, b] stetige Funktionen in ]a, b[ di�bare Abbildung g : [a, b]→ Rm lässt sich folgender
wichtiger Satz ableiten:
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Satz 5.4.3. Satz über die Abschätzungs Vektorvertiger Funktionen
Für eine di�bare Abbildung f : Ur(

o
x) ⊂ Rn → Rm gilt:

Existiert eine Konstante M > 0 mit

∀
x∈Uδ(

o
x)
‖D f(x)‖ ≤M,

so ist auch
∀
x,y∈Uδ(

o
x)
|f(y)− f(x)| ≤M |y − x|

Beweis.

Zu x, y ∈ Uδ(
o
x) betrachte man die Abbildung

t ∈ [0, 1] 7→ g(t) : = f(x+ t(y − x)) ∈ Rm mit

∀0<t<1 g
′(t) = D f(x+ t(y − x)) · (y − x) [Kettenregel]

also

∀0<t<t |g′(t)| = |D f(x+ t(y − x)) · (y − x)| ≤ ‖D f(x+ t(y − x))‖ · |y − x|
≤M · |y − x|

der obige Mittelwertsatz liefert:

|f(y)− f(x)| = |g(1)− g(0)| ≤ |g′(t)| · |1− 0|
≤M · |y − x|

Der Satz gilt auch bei beliebigen streng konvexen De�tionsbereichen D, wenn f in
o

D
di�bar ist.

∀x∈D ‖D f(x)‖ ≤M

⇒ ∀x,y |f(y)− f(x)| ≤M · |y − x|

B. Der Banachsche Fixpunktsatz

Im Folgenden sei X ein vollständig normierter Raum (Banach Raum), das heiÿt
also, jede Cauchy-Folge konvergiert.

Beispiele.
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• Rn bezüglich |·|2 , |·|1 , . . . , |·|∞

• M(m× n,R) |·|2 , ‖ · ‖

• C(K) bezüglich ‖f‖ := max{|f(x)| | x ∈ K}

Satz 5.4.4. Banachscher Fixpunktsatz
Sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines Banach-Raumes X und f : A → A eine
kontrahierende Selbstabbildung, das heiÿt es gilt:

∀x,y∈A |f(y)− f(x)| ≤ L |y − x| (5.2)

mit einer Konstanten L [0, 1[ Dann besitzt f in A genau einen Fixpunkt x̄ mit f(x̄) = x̄.
Man erhält als Grenzwert für jede durch

∀k∈N xk+1 = f(xk) (5.3)

rechnerisch gebildeten Folge bei beliebigen Startwert x0 ∈ A und es gilt die Abschät-
zung

∀k∈N |xk − x̄| ≤
Lk

1− L
|x1 − x0|

Bemerkung.

1. Abbildungen mit den Eigenschaften 5.2 (aber L ≥ 0 beliebig) heiÿen auch lokal
Lipschitz-Stetig. Die Zahl L heiÿt demnach eine Lipschitzkonstante

2. L-stetige Abbildungen sind auch stetig (zu ε > 0 kann man ein δ := ε
2
wählen, falls

L 6= 0). Die Umkehrung ist im allgemeinen nicht richtig.

3. Der Fixpunktsatz gilt auch in vollständig metrischen Räumen

Beweis.

Eindeutigkeit:

f(x̄) = x̄, f(ȳ) = ȳ

⇒ |f(ȳ)− f(x̄)| |ȳ − x̄|
≤ LL<1 |ȳ − x̄|

⇒ x̄ = ȳ

Existenz Sei x0 ∈ A beliebig, Wegen f [A] ⊂ A wird durch 5.3 eine Folge (xk ∈ A)k∈N0

de�niert. Wir zeigen, dass sie eine Cauchy-Folge bildet.
Zunächst gilt ∀x,y∈A:

|f(y)− f(x)| ≤ L · |y − x| (5.4)

⇒
���f 2(y)− f 2(x)

��� ≤ |f(y)− f(x)| ≤ L2 |y − x| (5.5)
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und mittels vollständiger Induktion:

(5.6)

∀k∈N

���fk(y)− fk(x)
��� ≤ Lk |y − x| (5.7)

Daraus folgt für beliebige j, k ∈ N

(5.8)

|xk+j − xk| =≤
���fk(xj)− fk(x0)

��� 5.7
≤ Lk |xj − x0| (5.9)

≤ L (|xj − xj−1|+ |xj−1 − xj−2|+ . . .+ |x1 − x0|) (5.10)

= Lk
����f j−1(x1)− f j−1(x0)

���+ . . .+ |x1 − x0|
�

(5.11)
5.7
≤ Lk

�
Lj−1 + Lj−2 + . . .+ L+ 1

�
· |x1 − x0| (5.12)

= Lk
1− Lj

1− L
· |x1 − x0| (5.13)

5.7
≤ Lk

1− L
· |x1 − x0| (5.14)

Wegen (Lk) → 0 gibt es zu jedem ε > 0 ein m ∈ N, sodass ∀k≥m, j∈N gilt: Lk ≤
1−L
|x1−x0| ·ε also |xk+j − xk| ≤ Lk

1−L · |x1 − x0| < ε (und das ist auch richtig für x1 = x0).
(xk)k∈N ist also eine Cauchy-Folge, die wegen vollständiger Induktion von x einen
Grenzwert x̄ ∈ X besitzt. Da ∀k xk ∈ A und A abgeschlossen ist, ist sogar x̄ ∈ A.
Aus der Rekursionsformel xk+1 = f(xk) folgt, da f stetig ist, dass x̄ = f(x̄) ist,
das heiÿt x̄ ist ein Fixpunkt von f . Grenzübergang j →∞ in 5.14 liefert noch die
Abschätzung:

|x̄− xk| ≤
Lk

1− L
· |x1 − x0|

C. Der Satz über die lokale Umkehrbarkeit

Satz 5.4.5. Satz über die lokale Umkehrbarkeit
f : G ⊂ Rn → Rn sei stetig di�bar und

o
x∈ G ein Punkt mit regulärer Funktionalmatrix

D f(
o
x). Dann gilt:

(a) f ist lokal um
o
x invertierbar, das heiÿt, es existieren o�ene Umgebungen U von

o
x und V von f(

o
x), sodass f |U : U → V eine Bijektion ist.

(b) Die Umkehrabbildung f−1 : V → U ist ebenfalls stetig di�bar mit

∀y∈VD f−1(y) =
�
D f

�
f−1(y)

��−1

Beweis.
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(a) Wir können annehmen, dass
o
x= 0,

o
y= f(

o
x) = 0, ansonsten wählt man den Übergang

x 7→ f̃(x) = f(x+
o
x) − f(

o
x), sowie dass D f(

o
x) = E. Ansonsten wählt man den

Übergang: x 7→ ˜̃f(x) = D f̃(0)−1 : f̃(x). Dann ist wirklich D ˜̃f(0) = D f̃(0)−1 :
D f̃(0) = E.

O�enbar gilt f ist bijektiv/di�bar ⇔ ˜̃f bijektiv/di�bar.

1. Ziel: Au�ösung der Gleichung f(x) = y nach x in der Umgebung von 0.
Methode: Transformation auf ein Fixpunkt-Problem:
Für ein festes y ∈ Rm betrachten wir die Abbildung

x ∈ G 7→ gy(x) := x− f(x) + y ∈ R

mit der Eigenschaft: gy(x) = x⇔ f(x) = y. Da x 7→ Dgy(x) = ED f(x) stetig
ist und f C1 di�bar ist. Mit Dgy(0) = 0 gibt es ein r > 0 mit U2r(0) ⊂ G,
sodass

∀x∈U2r
‖Dgy(x)‖ = ‖E −D f(x)‖ ≤ 1

2
(=: ε)

uns somit nach Satz 5.4.3

∀x, x′∈U2r(0) |gy(x)− gy(x′)| ≤
1

2
|x− x′| (5.15)

gy ist also kontrahierend mit L-konstante L = 1
2
. Speziell für y ∈ Ur(0) gilt

weiter

∀x, x′∈U2r(0) |gy(x)| ≤ |gy(x)− gy(0)|+ |y| ≤ 1

2
|x+ y| ≤ 2r (5.16)

das heiÿt, U2r(0) → U2r(0) ist eine Selbstabbildung abgeschlossener Teilmen-
gen.
Nach dem Fixpunktsatz (Satz 5.4.4) besitzt also jedes solcher gy einen Fix-
punkt x ∈ U2r(0), der wegen Gleichung 5.16 sogar im Inneren von U2r(0) liegt.
Zu jedem y ∈ Ur(0) gibt es also genau ein x ∈ U2r(0) mit f(x) = y.
Setze V := Ur(0) (o�en) und U := f−1[V ]| {z }

o�en

∩U2r(0)| {z }
o�en

. Dann ist f−1 : V → U

de�niert.

2. f−1 : V → U ist stetig. Für y, y′ ∈ V und x := f−1(y), x′ = f−1(y′):

|x− x′| ≤ |g0(x)− g0(x′)|+ |f(x)− f(x′)|
5.15
≤ 1

2
|x− x′|+ |y − y′|

also |f−1(y)− f−1(y′)| leq2 · |y − y′| (< ε) für |y − y′| < δ := ε
2

3. D fx) ist ∀ x ∈ U (sogar ∀ x ∈ U2r(0)) invertierbar

x ∈ U2r(0)⇒ ‖gy(x)‖ = ‖E −D f(x)‖ ≤ 1

2
5.4.2⇒ D f(x)

regulär, da die Umkehrmatrix existiert.
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5. Di�erentialrechnung in mehreren Variablen

D. Der Satz über implizite Funktionen

Gegeben: F (x, y) = 0 mit Dy F regulär.
De�niere (x, y) 7→ F̂ (x, y) := (x, F (x, y)). Invertiere diese (x, y) 7→ F̂−1(x, z) = (x, g(x, z)).
Für x 7→ f(x) := g(x, 0) gilt dann:

F (x, f(x)) = 0

Anwendung der Kettenregel auf die C1 Funktion

x 7→ (h(x)) : = F (x, f(x)) ≡ 0

liefert

D h(x) = D F (x, f(x)) ·
�

E
D f(x)

�
= (Dx F (x, y), Dy F (x, f(x))) ·

�
E

D f(x)

�
= Dx F (x)f(x) · E +Dy F (x, f(x)) +D f(x) = 0

Da F̂ auf ganz U × V regulär, ist auch (wegen gleicher Determinante) Dy F (x, f(x)) auf
ganz U regulär und man kann nach D f(x) au�ösen.
Aufgabe für alle, denen m und n zu groÿ waren. Sinngemäÿes Abschreiben für den Fall
m = n = 1. Wem das nichts nützt: die Spezialfälle betrachten.

Beispiel.

F (x, y) = e2x−3y + 3x− 5y

kann nicht explizit nach x bzw. y aufgelöst werden. Speziell gilt:

F (3, 2) = 0

es ist:

∂y F (x, y) = −3e2x−3y − 5,

also

∂y F (3, 2) = −8 6= 0

Es existiert also eine lokale C1 Funktion

x ∈ U(3) 7→ f(x) ∈ V (2)

mit

f ′(3) = −∂x F (3, 2)

∂y F (3, 2)
= +

5

8
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E. lokale Extrema unter Nebenbedingung

Vorbetrachtung: Gegeben ist eine C1 Funktion f : G ⊂ R2 → R
Gesucht sind die lokalen Extrema von f auf derNullstellenmenge NF (G) einer weiteren
C1 Funktion F : G ⊂ Rn → R das heiÿt also Punkt

o
x∈ NF (G) mit

f(x) ≥ (≤)f(
o
x) für x ∈ Uδ(

o
x) ∩NF (G)

Man sucht also (bedingte) lokale Extrema von f unter der Nebenbedingung F ≡ 0

Beispiel.

f(x, y) = x+ y G = R2

F (x, y) = x2 + y2 − 1, NF (R2) = S1

Lösung: Milchmädchenrechnung:

• Au�ösen von F (x, y) = 0 nach y = g(x) (oder x = g̃(y))

• Einsetzen in f liefert eine Pullback-Funktion

x 7→ f̃(x) = f(x, g(x))

• Untersuchung von f̃auf lokale Extrema

y = g(x) = ±
√

1− x2

f̃(x) = x±
√

1− x2

Notwendige Bedingung für lokale Extrema:

f̃ ′(x) = 1∓ 1√
1− x2

= 0⇔ ±x =
√

1− x2

⇔ x± 1√
2�

⇒ y = ± 1√
2

�
Kandidaten für lokale Extrema auf S1 sind also x, y = ± 1√

2
(1, 1) (da S1 komapkt

ist, wird dort sogar das globale Minimum/Maximum f(x, y) = ±
√

2 angenommen)�
oder setze f̃(t) := f(cos t, sin t), t ∈ [0, 2π]

�
Problem: Eine explizite Au�ösung ist meistens nicht möglich, was dann?
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Präzisierung und Verallgemeinerung

Gegeben C1 Funktion f : G ⊂ Rn → R (Zielfunktion)
C1 Abbildungen F : G ⊂ Rn → Rm siehe de�nition m < n Nebenbedingung

Annahme f ist in
o
x∈ NF (G) lokal extremal unter der Nebenbeidingung F ≡ 0 (herleitung

einer notwendigen Bedingung)

Vorraussetzung rgD F (
o
x) = m(< n), das heiÿt D F (

o
x) besitzt maximalen Rang. Dann

lassen sich in D F (
o
x) m linear unabhängige Spalten auswählen, das heiÿt es exitie-

ren xl1 , . . . xlm , sodas die Teilmatrix
�
∂ Fj
∂ xlk

(
o
x)
�
j = 1, . . . ,m
k = 1, . . . , n

regulär. Durch Umnum-

merierung folgt (xl1 , . . . , xlm) = (y1, . . . , ym, xn−m+1, . . . , xn) und man kann dann
setzen x = (x1, . . . xn) = (x1, . . . , xn−m, y1, . . . ym) = (x̄, y). Dann ist die Teilmatrix

D F (
o
x̄,

o
y regulär und nach dem Satz über implizite Funktionen existiert eine C1 Ab-

bildung g : U ⊂ Rn−m → V ⊂ Rn, x̄ 7→ y = g(x̄) mit g(
o
x̄) =

o
y NF (U × V )) graph g

und

D g(
o
x) = −

�
Dy F (

o
x̄,

o
y)
�−1

·
�
Dx F (

o
x̄, y)

�
(5.17)

Da (x̄, y) 7→ f |NF (U×V ) in (
o
x̄),

o
x lokal extremal ist, ist auch x̄ 7→ f(x̄, g(x̄)) =: f̄(x̄)

in
o
x̄∈ U lokal extremal, das heiÿt, es muss gelten:

grad(f̃(
o
x̄))T = D f̄(

o
x̄) = Dx̄ f(

o
x̄) +Dy f(

0
x̄,

o
y) ·D g(

o
x̄)

5.16
= Dx̄ Dy f(

o
x̄)| {z }

1×r−m

−Dy f(
o
x̄,

0
y)| {z }

1×m

�
Dy F (

o
x̄,

o
y)
�−1| {z }

m×m| {z }
Λ∈M(1,m)

Dx̄ F (
o
x̄,

o
y)| {z }

m×n−m

= 0

Dx̄ f(
o
x̄,

o
y) = Λ ·Dx̄ F (

o
x̄,

o
y)

Nach De�nition von Λ ist auch

Dy f(
o
x̄,

o
y) = ΛḊy F (

0
x̄,

o
y)

also insgesammt

D f(
o
x) = Λ ·D F (

o
x)

o
x= (

o
x̄,

o
y)

In dieser Gleichung ist die Auszeichnung von der Variablen nicht mehr zu erkennen.
Mit Λ = (λ1, . . . , λm) erhält man

∂k f(
o
x) =

mX
j=1

λi∂k Fj(
o
x)

bezeihungsweise

grad f(
o
x) =

mX
j=1

λj gradFj(
o
x)
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5.4. Lokale Umkehrsätze

Das Ergebnis ist:

Satz 5.4.6. Lagrangesche Multiplikatorenregel
f : G ⊂ Rn → R und F : Rn → Rm (m < n) seien C1 Abbildungen, sowie

o
x∈ G

ein Punkt mit F (
o
x) = 0 und rgD F (

o
x) = m. Ist dann f in

o
x lokal Extremal unter

der Nebenbedingung F ≡ 0, so existieren sogenannte Lagrangesche Multiplikatioren
λ1, . . . λm ∈ R mit

grad f(
o
x) =

X
j

λj gradFj(
o
x)

Praktische Anwendung zur Bestimmung bedingter lokaler Extrema. Man löse im Bereich
G := {x ∈ G| rgD F (x) = m} das (nichtlineare) Gleichungssystem:

F (x) = 0| {z }
m Gleichungen

; f(x) =
mX
j=1

λi gradFj(x)| {z }
n Gleichungen

⇒ insges. m+ n Gleichungen

für die m+n Variablen x1, . . . , xn [λ1, . . . , λm]. Die Lösungen x = (x1, . . . , xn)T sind dann
Kandidaten für lokale Extrema von f unter der Nebenbedingung F ≡ 0 im Bereich G′

Wichtig: Weitere solche Kandidaten können im Punkt x ∈ G auftreten, wenn F (x) = 0
aber rgD F (x) < m gilt.

Beispiel.

f(x, y, z)| {z }
Kugel

= x+ y + z

F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1 NF (R3) = 1

rgD F (x, y, z) = rg(2x, 2y, 2z) = 1

Für (x, y, z) 6= (0, 0, 0) /∈ NF (R3) lösbar ist8>>><>>>:
1 = x2 + y2 + z2 ⇒ r = y − z = 1

2λ

1 = λ2x x2 + y2z2 = 3
4λ2 = 1

1 = λ2y λ = ±
√

3
2

1 = λ2z λ = ±
√

3
2

Ergebnis (x, y, z) = ± 1√
3
(1, 1, 1). Beiden Punkte liefern sogar die absoluten Extrema, da

S2 im Punkt R3 kompakt ist.

Noch eine Anwendung:

Gegeben: quadratische Fortsetzung x ∈ R3 7→ qA(x) = xTAx mit symmetrischer Matrix.

Behauptung: Ihr Maximum µ auf der Einheitssphäre Sn−1 ⊂ Rn ist gleich der gröÿten
Eigenwert der Matrix A. Es wird ein zugehöriger Eigenvektor

o
x von A angenommen.
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5. Di�erentialrechnung in mehreren Variablen

Beweis. Das (absolute) Maximum µ von qa auf Sn−1 wird einem Punkt
o
x∈ Sn−1 ange-

nommen und ist damit auch vielleicht Maximum von qA unter der Nebenbedingung

F (x) =
nX
k=1

x2
k − 1 ≡ 0

Also existiert ein Multiplikator λ ∈ R mit grad qA(
o
x) = λ gradF (

o
x). Wegen grad qA =

2 ·A ·x, gradF (
o
x) = 2x gilt damit A· ox= λ

o
x, das heiÿt

o
x ist Eigenvektor zum Eigenwert

λ.

Wegen µ = qA(
o
x) =

D
o
x,A· ox

E
= λ

��� ox��� ���ox���=1

= λ ist µ selbst dieser Eigenwert. Für einen

weiteren Eigenwert λ̃ mit zugleich Eigenvektor x̃0 (|x̃0| = 1) folgt schlieÿlich qA(x̃0) =
〈x̃0, A · x̃0〉 = λ̃ |x̃0|2 = λ̃ ≤ µ, das heiÿt µ ist ein gröÿter Eigenwert von A.

5.5. Parameterabhängiges R-Integral

Gegeben: Eine Funktion t ∈ [a, b] 7→ f(t, x1, . . . , xn) ∈ R, die von Parametern x1, . . . , xn
also von einem Punkt x ∈ G ⊂ Rn stetig/di�bar abhängt.
Frage: Unter welche Vorraussetzungen hängt auch das R-Integral F (x) =

R b
a f(t, x) dt

stetig di�bar von x ab?

Gilt also

lim
x→

o
x

F (x) = lim
x→

o
x

Z b

a
f(t, x) dt

?
=
Z b

a
lim
x→

o
x

f(t, x) dt =
Z b

a
f(t,

o
x) dt = F (

o
x)

beziehungsweise für n = 1

d

dx
F (x) =

d

dx

Z b

a
f(t, x) dt

?
=
Z b

a

∂

∂x
f(t, x) dt

Generell ist dazu gleichmäÿige Konvergenz/stetigkeit nötig. Hier ist das allerdings nicht
so tragisch!

Satz 5.5.1.

(a) f : [a, b]×G ⊂ R× Rn → R, (t, x) 7→ f(t, x) sei stetig auf G
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(b) Existiere zusätzlich auch die partielle Ableitung (t, x) 7→ ∂
∂xk

f(t, x) als stetige Funk-
tion (k = 1, . . . , n) so ist auch F stetig di�bar mit

∀x∈G
∂

∂xk
F (x) =

Z b

a

∂

∂xk
f(t, x) dt

Erweiterung auf uneigentliche Integrale
Es muss zuätzlich gelten für

(a) dass
R∞
a f(t, x) dt bezüglich x gleichmäÿig konvergiert

(b) dass
R∞
a ∂xf(t, x) dt bezüglich x gleichmäÿig konvergiert

Beweis.

(a) Sei
o
x∈ G beliebig und Ū ⊂ G eine kompakte Umgebung von

o
x. Dann ist f auf dem

Kompaktum [a, b]× Ū sogar gleichmäÿig stetig. Insbesondere gibt es:

∀e>0∃δ>0∀x,x′∈Ū∀t∈[a,b] (|x− x′| < δ ⇒ |f(t, x)− f(t, x′)| < ε)

also auch:

∀x∈Ū∃δ>0∀x∈Ū
����x− o

x
��� < δ ⇒

���F (x)− F (
o
x)
��� ≤ Z b

a
|f(t, x)− f(t, x′)| dt ≤ ε(b− a)

�
,

da
R b
a ε = ε

R b
a 1 = ε(b− a). Demnach ist F stetig in

o
x

(b1) Hängt f nur von einem Parameter x ∈ I ⊂ R ab, so gilt wie unter (a) in einem
kompakte Umgebung Ū von

o
x∈ I:

∀ε>0∃δ>0∀x,x′∈Ū
�
|x− x′| < δ ⇒ ∀t∈[a,b] |∂x f(t, x)− ∂x f(t, x′)| < ε

�
also auch:

∀x,x′∈Ū 0 < |x− x′| y < δ ⇒ ∀t∈[a,b]

������f(t, x)− f(t,
o
x)

x− o
x

− ∂x f(t,
o
x)

������
4.5.7
=

���∂x f(t, x̄(t))− ∂x f(t,
o
x)
��� < ε

und folglich

∀x∈Ū 0 <
���x− o

x
��� < δ ⇒

������F (x)− F (
o
x)

x− o
x

−
Z b

a
∂x f(t,

o
x) dt

������
=

������Z b

a

�
f(t, x)− f(t,

o
x)

x− o
x

− ∂x f(t,
o
x) dt

�������
≤
Z b

a

������f(t, x)− f(t,
o
x)

x− o
x

− ∂x f(t,
o
x)

������ dt ≤ ε(b− a)
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5. Di�erentialrechnung in mehreren Variablen

Demnach ist

F ′(
o
x) = lim

x→
o
x

F (x)− F (
o
x)

x− o
x

!
=
Z b

a
∂x f(t, x) dt

da (t, x) 7→ ∂x f(t, x) stetig ist, ist nach (a) auch x 7→ F ′(x) stetig.

(b2) Hängt f von mehreren Parametern ab, so zeigt (b1), dass F nach allen Variablen
stetig partiell di�bar ist, also sogar (total) di�bar.

Folgerung. Im Fall n = 1 kann man sie stetige Funktion x 7→ F (x) =
R b
a f(t, x) dt noch-

mal im Intervall [c, d] integrieren und darf beide Integrationen miteinander vertauschen.

Satz 5.5.2. Satz über die Vertauschung der Integrationsreihenfolge
Ist (t, x) ∈ [a, b]× [c, d] 7→ f(t, x) ∈ R stetig, so gilt:Z d

c

�Z b

a
f(t, x) dt

�
dx =

Z b

a

�Z d

c
f(t, x)dx

�
dt

Beweis.

Die Funktion

y 7→ φ(y) : =
Z y

c
F (x) dx

ist nach dem 1. Hauptsatz di�bar mit

∀y∈[c,d] φ
′(y) = F (y) =

Z b

a
f(t, y) dt und φ(c) = 0

Für die Funktion

y 7→ ψ(y) : =
Z b

a
f(t, y) dt

mit

g(t, y) : =
Z y

c
f(t, x) dt

gilt wegen ∂y f(t, y) = f(t, y) ⇒ stetig nach dem letzten Satz (Satz 5.5.2) Teil (b)
ebenfalls

ψ′(y) =
Z b

a
∂y g(t, y)| {z }

f(t,y)

dt =
Z b

a
f(t, y) dt
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und

ψ(c) =
Z b

a
ġ(t, c)| {z }
≡0

dt = 0

Also ist ψ ≡ φ insbesondere Φ(d) = Ψ(d).

Folgerung.

Wir betrachten jetzt die parameterabhängige Integrale der Form

x 7→ F (x) =
Z b(x)

a(x)
f(t, x) dt (x ∈ I ⊂ R)

mit zuätzlich Variablen Integrationsgrenzen.

dt = (b(x)− a(x)) d τ

Die Substitution

t = a(x) + τ(b(x)− a(x))

liefert die Funktion

F (x) =
Z 1

0
f(a(x) + τ(b(x)− a(x)), x) · (b(x)− a(x)) dτ

=
Z 1

0
g(τx) dτ

und es gilt

x ∈ I 7→ a(x), b(x) stetig

(t, x) ∈ A := {(t, x) ∈ R2 | x ∈ I, t ∈ a(x), b(x)} 7→ f(t, x) ∈ R stetig

⇒ (τ, x) ∈ [0, 1]× I 7→ g(τ, x) ∈ R stetig
5.5.1⇒ x ∈ I 7→ F (x) ∈ R stetig.

Beweis.

Ist zunächst x 7→ a′(x), b′(x), (t, x) 7→ ∂t f(t, x), ∂x f(t, x) de�niert und stetig. Dann
folgt, dass auch

∂x g(τ, x) =∂t f(a(x) + τ(b(x)− a(x)), x) · (a′(t) + τ(b′(x)− a(x))) · (b(x)− a(x))

+ ∂x f(a(x) + τ(b(x)− a(x)), x) · 1 · (b(x)− a(x)) + f(a(x))

+ τ(b(x)− a(x)), x) · (b′(x)− a′(x))
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als stetige Funktion existiert

⇒ F ′(x) =
Z 1

0
∂x g(τ, x) dτ

=
Z 1

0

∂

∂τ
[f(a(x) + τ(b(x)− a(x)), x)] · (a′(x) + τ(b′(x)− a′(x))) dτ

+
Z 1

0
f(a(x) + τ(b(x)− a(x)), x)

∂

∂τ
[a′(x) + τ(b′(x)− a′(x))] dτ

+
Z b(x)

a(x)
∂x f(t, x) dt

= [f(a(x) + τ(b(x)− a(x)), x) · (a′(x) + τ(b′(x)− a′(x)))]
1
0

+
Z b(x)

a(x)
∂x f(t, x) dt

=f(b(x), x) · b′(x)− f(a(x), x) · a′(x) +
Z b(x)

a(x)
∂x f(t, x) dt

Merkregel:

Man betrachte die Funktion

G(x, a, b) =
Z b

a
f(t, x) dt

mit

∂x G(x, a, b) =
Z b

a
∂x f(t, x) dt

∂b G(x, a, b) =f(b, x)

∂a G(x, a, b) =− f(a, b)

wegen

F (x) =G(x, a(x), b(x))

gilt nach der Kettenregel

F ′(x) =∂x G(x, a(x), b(x))

+ ∂a G(x, a(x), b(x)) · a′(x)

+ ∂b G(x, a(x), b(x)) · b′(x)

Ergänzung.

Interessante parameterabhängige Integrale sind meist uneigentlich, etwa von der Form

F (x) =
Z b

a
f(t, x) dt
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gilt dann auch Satz 5.5.1?

Zusätzliches Problem (etwa bei Stetigkeit)

lim
x→

o
x

F (x) = lim
x→

o
x

Z b

a
f(t, x) dt = lim

x→
o
x

lim
τ→∞

Z τ

a
f(t, x) dt

F (
o
x) =

Z b

a
f(t,

o
x) dt = lim

τ→∞

Z τ

x→
o
x
f(t, x) dt

Hierzu ist zweifache Vertauschung des Grenzwertes nötig. Die erste ist nach Satz 5.5.1
erlaubt, falls (t, x) 7→ f(t, x) stetig ist. Für die zweite Vertauschung ist die gleichmäÿige
Konvergenz des Integrals Z ∞

a
f(t, x) dt = lim

τ→∞

Z τ

a
f(t, x) dt

bezüglich des Parameters x der Form

lim
n→∞

nX
k=1

fk(x)

von nöten. Doch was soll das sein?

Ein uneigentliches R-Integral
R∞
a f(t, x) dt heiÿt bezüglich x ∈ I ⊂ R gleichmäÿig kon-

vergent, wenn

∀ε>0∃τ≥a∀τ>τ0∀x∈I
����Z ∞
τ

f(t, x) dt
���� < ε

Gleichwertig ist das cauchy-Kriterium

∀ε>0∃τ≥τ0∀τ,τ ′>τ0∀x∈I
�����Z τ ′

τ
f(t, x) dt

����� < ε

Das Weierstraÿsche Majorantenkriterium für gleichmäÿige Konvergenze lautet:

∀x∈I∀t>a |f(t, x)| ≤ g(t) und
Z ∞
a

g(t) dt konvergent

⇒∞∞a f(t, x) dt konvergieren Gleichmäÿig (und absolut) bezüglich x ∈ I

Damit ist die Erweiterung von Satz 5.5.1 begründet.

statt eines Beweises lieber ein

Beispiel. Frage existiert
R∞

0
sin t
t

dt?
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5. Di�erentialrechnung in mehreren Variablen

Gegeben:

F (x) =
Z ∞

0
f(t, x) dt =

Z ∞
0

e−tx
sin t

t
dt (t ≥ 0)

1. R∞
0 f(t, x) dt konvergiert für x ∈ [a,∞[ (mit a > 0 beliebig) gleichmäÿig. Das
Majorantenkriterium liefert:

∀x>a∀ε>0 |f(t, x)| ≤ e−tx ≤ e−atZ ∞
0

e−at dt =
�
−1

a
e−at

�∞
0

=
1

a

existiert. Also ist F auf [a,∞[ stetig und da a > 0 beliebig ist, sogar auf ],∞[

2. R∞
0 ∂x f(t, x) dt konvergiert auch für x ∈ [a,∞[, (mit (a > 0) gleichmäÿig.
Hier liefert das Majorantenkrierium:

∀x≥a∀t≥0 |∂x f(t, x)| =
���−e−tx sin t

��� ≤ e−at (wie oben)

Also ist F in [a,∞[ und sogar in ]0,∞[ (stetig) di�bar und es gilt:

F ′(x) = −∞∞0 e−tx sin t dt = . . . =

�
e−tx

1 + x2
(x sin t+ cos t)

�∞
0

=
1

1 + x2

⇒ F (x) = c− arctanx

Wegen

|F (x)| ≤
Z ∞

0
e−tx dt =

1

x

ist

lim
x→∞

F (x) = 0 = c− π

2
,

das heiÿt

∀x>0 F (x)
π

2
− arctanx
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5.5. Parameterabhängiges R-Integral

3.

Gilt auch

lim
x→0

F (x) =
π

2
?
=
Z ∞

0

sin t

t
dt = F (0)

zu zeigen ist, dassZ ∞
0

f(t, x) dt konvergiert für x ∈ [0,∞[ gleichmäÿig

Das Majorantenkriterium ist hier unbrauchbar, weil
R∞

0
sin t
t
nicht absolut kon-

vergent.

Also wenden wir Cauchy-Kriterium an

Für alle ≥ 0 und τ ′ > τ < τ0 = 2k
ε�����Z τ ′

τ

�
e−tx sin t

� 1

4
dt

����� part. Integr.=

�������− etx

1 + x2
(x sin t cos t)

1

t

�τ ′
τ

−
Z τ ′

τ

e−tx

1 + x2

(x sin t+ cos t)

t2
dt

������
≤ 1

1 + x2
(x+ 1)

�
1

τ
+

1

τ ′

�
+

1

1 + x2
(x+ 1)

�
−1

t

�τ ′
τ

=
1 + x

1 + x2| {z }
≥k

2

τ
≤ 2k

τ
< ε

mit k = max 1+x
1+x2 , x ∈ [0,+∞[

Also ist wirklich Z ∞
0

sin t

t
dt =

π

2
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6. Gewöhnliche
Di�erentialgleichungen

6.1. Problemstellung und geometrische Interpretation

Allgemein ist eine Di�erentialgleichung eine Gleichung (�di�erentielle Relation�) zwischen
Funktionen (einer und mehrerer Veränderlicher) und ihren Ableitungen. Das Lösen ei-
ner Di�erentialgleichung bedeutet die Bestimmung � evtl. unter Anfangsbedingungen,
Randbedingungen oder sonstigen Bedingungen � derjenigen Funktionen (�Integrale der
Di�erentialgleichung�), die diese Relation erfüllen.

A. Gewöhnliche Di�erentialgleichungen (ODE)

De�nition. Eine Gleichung der Form y′ = f(x, y) mit einer gesuchten (vektorwertigen)
Funktion x ∈ I ⊂ R 7→ y(x) ∈ Rm und einer vorgegebenen Funktion f : (x, y) ∈ D ⊂
R × Rm 7→ f(x, y) ∈ Rm heiÿt (explizite) gewöhnliche Di�erentialgleichung 1. Ordnung.
Dabei nennt man D den De�nitionsbereich der Di�erentialgleichung.

Bemerkung.

1. Für eine Lösung muss also graph y = {
�
x, y(x)

�
∈ Rm+1 | x ∈ I} ⊂ D und

∀x∈I y′(x) = f
�
x, y(x)

�
gelten.

2. Für m = 1 de�niert y′ ein Richtungsfeld auf D und der Wert f(x, y) = p = tanα
kann als Steigung interpretiert werden. In diesem Fall sucht man Funktionen x 7→
y(x), die in dieses Richtungsfeld �passen�. Der Tripel (x, y, p) =

�
x, y, f(x, y)

�
aus

dem Punkt (x, y) und der Richtung p heiÿt Linienelement.

3. Es gibt auch implizite gewöhnliche Di�erentialgleichungen 1. Ordnung. Diese haben
die Form F (x, y, y′) = 0 und sind nicht immer eindeutig nach y′ au�ösbar. Zu
einem Punkt (x, y) können dann � etwa wie bei (y′)2 = y � mehrere Richtungen p
existieren.

4. Für m > 1 ist y(x) =
�
y1(x), . . . , ym(x)

�
sowie y′(x) =

�
y′1(x), . . . , y′m(x)

�
und

f(x, y) =
�
f1(x, y1, . . . , ym), . . . , fm(x, y1, . . . , ym)

�
. Dann spricht man von Di�eren-

tialgleichungssystemen 1. Ordnung mit der ausfürlichen Form

y′1 = f1(x, y1, . . . , ym)

...
...

y′m = fm(x, y1, . . . , ym)
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6. Gewöhnliche Di�erentialgleichungen

De�nition. Eine Gleichung der Form y(p) = f(x, y′, . . . , y(p−1)) mit einer gesuchten Funk-
tion x ∈ I ⊂ R 7→ y(x) ∈ R und einer vorgegebenen Funktion f : D ⊂ R× Rp → R heiÿt
(explizite) gewöhnliche Di�erentialgleichung p-ter Ordnung.

Bemerkung. Eine gewöhnliche Di�erentialgleichung p-ter Ordnung lässt sich in ein Sys-
tem 1. Ordnung umwandeln. Mit den Funktionen Y : x ∈ I 7→ Y (x) =

�
y(x), . . . , y(p−1)(x)

�
∈

Rp und F : (x, Y1, . . . , Yp) ∈ D 7→
�
Y2, . . . , Yp, f(x, Y1, . . . , Yp)

�
∈ Rp ist y(p) = f(x, y′, . . . , y(p−1))

äquivalent zu Y ′ = F (x, Y ). Daher können Sätze zu Di�erentialgleichungen 1. Ordnung
auf Di�erentialgleichungen höherer Ordnung übertragen werden.

Bemerkung

Bemerkung. Bei gewöhnlichen Di�erentialgleichungen y′ = f(x, y) mit (x, y) ∈ D un-
tersucht man

1. die � evtl. von einer �Integrationskonstanten� abhängige � allgemeine Lösung.

2. die Lösbarkeit des Anfangswertproblems (AWP). Dabei wird nach einer Lösung für
y′ = f(x, y) gefragt, so dass y(x0) = y0 für (x0, y0) ∈ D gilt. Weiter untersucht man
den De�nitionsbereich I der Lösungsfunktion und ob die Lösung eindeutig ist.

3. die Stabilität der Lösungen. Dazu betrachtet man das Verhalten der Lösungen bei
Modi�kation der Anfangsbedingung bzw. der Funktion f .

B. Partielle Di�erentialgleichungen (PDE)

De�nition. Eine Gleichung der Form grad y = f(x, y) bzw. ∀nk=1 ∂ky = fk(x, y) mit
einer gesuchten Funktion x ∈ G ⊂ Rn 7→ y(x) ∈ R und einer vorgegebenen Funktion
f : (x, y) ∈ D ⊂ Rn×R 7→ f(x, y) ∈ Rn heiÿt (explizite) partielle Di�erentialgleichung 1.
Ordnung mit De�nitionsbereich D.

Bemerkung. Man betrachte das C1-Vektorfeld X : G ⊂ Rn → Rm und suche ein Ska-
larfeld f : G ⊂ Rn → R mit grad f = X bzw. ∀nk=1 ∂kf = Xk. Insbesondere ist dann f
eine C2-Funktion und nach Satz 5.1.5 gilt ∀nk,j=1 ∂k∂jf = ∂j∂kf . Wegen ∂k∂jf = ∂kXj er-
hält man damit für die Lösbarkeit von grad f = X die notwendige Integrabilitätsbedingung
∀nk,j=1 ∂kXj = ∂jXk.

Beispiel.

1. Welche Funktionen f : G ⊂ R2 → R erfüllen für

X : (x, y) ∈ G ⊂ R2 7→
�

2xy
x2

�
∈ G ⊂ R2

die Gleichung grad f = X ? Für eine Lösung gilt insbesondere ∂xf(x, y) = X1(x, y) =
2xy, d.h. f(x, y) = x2y+g(y). Weiter ist x2 +g′(y) = ∂yf(x, y) = X2(x, y) = x2 und
man erhält g′(y) = 0 ⇒ g(y) = c für einen konstanten Wert c ∈ R. Insgesamt sind
daher alle Lösungen durch f(x, y) = x2y+ c gegeben. Da das System lösbar ist, gilt
folglich ∂2X1(x, y) = 2x = ∂1X2(x, y).
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6.2. Elementare Lösungsmethoden

2. Für das di�erenzierbare Vektorfeld

X : (x, y) ∈ G ⊂ R2 7→
�
x2

2xy

�
∈ G ⊂ R2

gilt nun ∂2X1(x, y) = 0 und ∂1X2(x, y) = 2y. Daher existiert keine Lösungsfunktion
f : G→ R mit ∂1f = X1 und ∂2f = X2. Für eine solche Funktion müsste ∂xf(x, y) =
x2 ⇔ f(x, y) = 1

3
x3 + g(y) sowie ∂yf(x, y) = 2xy und daher g′(y) = 2xy gelten.

Bemerkung. Partielle Di�erentialgleichungen höherer Ordnung � etwa die Laplacesche
Di�erentialgleichung ∆y = ∂11f + ∂22f = 0 in der Ebene � sind kaum systematisch
behandelbar. Dennoch sind sie für viele Anwendungen von Bedeutung.

6.2. Elementare Lösungsmethoden

Wir geben Beispiele gewöhnlicher Di�erentialgleichungen, die sich elementar lösen las-
sen. �Elementar� schlieÿt dabei das Au�nden von Stammfunktionen und das Bilden von
Umkehrfunktionen ein.

A. Lineare Di�erentialgleichungen 1. Ordnung

De�nition. Eine gewöhnliche Di�erentialgleichung der Form y′ = f(x) · y + g(x) mit
f, g ∈ C0(I → R) heiÿt lineare Di�erentialgleichung 1. Ordnung mit De�nitionsbereich
D = I × R. Dabei heiÿt die Gleichung inhomogen, falls g ≡ 0 gilt. Ansonsten nennt man
sie inhomogen mit der �Störfunktion� g.

Bemerkung.

1. Eine homogene lineare Di�erentialgleichung y′ = f(x) · y besitzt stets die triviale
Lösung y : x ∈ I 7→ 0 ∈ R, d.h. y ≡ 0. Ist F =

R
f eine fest gewählte Stammfunktion

von f , so ist yh = eF eine nichttriviale Lösung.

2. Sei nun y : eI ⊂ I → R eine beliebige Lösung. Dann ist wegen ∀
x∈eI yh(x) > 0 stets

u = y
yh

de�niert mit u′ = (ye−F )′ = y′e−F − ye−Ff = 0. Daher ist u konstant und
es folgt y = c · yh für c ∈ R. Da dann y sogar auf ganz I de�niert ist, bildet die
Lösungsmenge des Systems y′ = f(x) · y einen eindimensionalen Unterraum von
C1(I) mit der Basis yh.

Beispiel. Für das auf I =] − π
2
,+π

2
[ de�nierte System y′ + tanx · y = 0 �ndet man

den Lösungsraum durch Bestimmung einer Stammfunktion F (x) von f(x) = − tanx.
Wegen f(x) = − sinx

cosx
gilt F (x) = ln(cos x) und man erhält die allgemeine Lösung y(x) =

c · eln(cosx) = c · cosx mit c ∈ R.

Bemerkung.
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6. Gewöhnliche Di�erentialgleichungen

1. Sei yp : I → R ein partikuläres Integral � d.h. eine spezielle Lösung der inhomogenen
Di�erentialgleichung y′ = f(x) · y + g(x). Dann gilt y′ = f(x) · y + g(x) ⇔ (y −
yp)
′ = f(x) · (y − yp). Damit ist eine Funktion y : I → R genau dann eine Lösung

der inhomogenen Di�erentialgleichung, wenn y − yp eine Lösung der zugehörigen
homogenen Di�erentialgleichung ist.

2. Eine spezielle Lösung yp �ndet man stets durch �Variation der Konstanten�. Der
Ansatz y(x) = c(x) · yh(x) mit einer Lösung yh = eF der zugehörigen homogenen
Di�erentialgleichung liefert y′ = c′ · eF + c · eF · f = c′ · eF + y · f . Für y′ = f · y + g
folgt damit c′ · eF = g und man erhält c =

R
g · e−F + c0. Eine spezielle Lösung ist

also yp = (
R
g · e−F ) · eF .

3. Die allgemeine Lösung der Di�erentialgleichung y′ = f(x) · y+ g(x) hat nach 1 und
2 die Form y = yp + c · yh, wobei yp eine spezielle Lösung der inhomogenen und yh
eine nichttriviale Lösung der zugehörigen homogenen Di�erentialgleichung ist. Die
Lösungsmenge bildet also einen eindimensionalen a�nen Unterraum von C1(I).

Beispiel. Die zu y′ + tanx · y = 2 sinx mit |x| < π
2
gehörende homogene Di�erential-

gleichung besitzt die allgemeine Lösung y(x) = c · cosx mit c ∈ R. Nun suchen wir eine
spezielle Lösung y′p = − tanx · yp + 2 sinx und betrachten y(x) = c(x) · cosx. Es folgt

c′(x) · cosx− y(x) · tanx
= c′(x) · cosx− c(x) · cosx · tanx

= c′(x) · cosx− c(x) · sinx = y′(x)
!

= − tanx · y(x) + 2 sinx

und daher c′(x) · cosx = 2 sin x ⇒ c′(x) = 2 tanx. Somit ist yp(x) etwa durch c(x) =
−2 ln(cosx) gegeben. Insgesamt lautet die allgemeine Lösung y(x) =

�
c−2 ln(cosx)

�
·cosx

mit c ∈ R.

Satz 6.2.1. Satz über DGL 1. Ordnung
Eine Di�erentialgleichung 1. Ordnung y′ = f(x) · y + g(x) mit f, g ∈ C0(I) besitzt durch
jeden Punkt (x0, y0) ∈ I ×R genau eine auf ganz I de�nierte Lösung mit der Darstellung

∀x∈I y(x) = (y0 +
Z x

x0

g(t) · e−F (t) dt) · eF (x),

wobei F (x) =
R x
x0
f(t) dt gilt.

Beweis. Eine spezielle Lösung der Di�erentialgleichung y′ = f(x) · y + g(x) ist durch
y(x) =

R x
x0
g(t) · e−F (t) dt ·eF (x) mit F (x) =

R x
x0
f(t) dt gegeben. Ebenso ist y(x) = eF (x)

eine spezielle Lösung der homogenen Di�erentialgleichung y′ = f(x) · y. Damit hat die
allgemeine Lösung von y′ = f(x) · y + g(x) die Form y(x) = (c+

R x
x0
g(t) · e−F (t) dt) · eF (x)

für c ∈ R. Mit y(x0) = y0 ist dann c = y0 eindeutig bestimmt.

B. Getrennte Veränderliche

De�nition. Eine gewöhnliche Di�erentialgleichung der Form y′ = f(x) · g(y) mit f ∈
C0(J1) sowie g ∈ C0(J2) heiÿt Di�erentialgleichung 1. Ordnung mit getrennten Veränder-
lichen und ist auf D = J1 × J2 de�niert.

190



6.2. Elementare Lösungsmethoden

Bemerkung. Wir bestimmen eine Lösung y der Di�erentialgleichung y′ = f(x) ·g(y) mit
einem festen Punkt y(x0) = y0. Dazu unterscheiden wir zwei Fälle:

1. Für g(y0) = 0 ist y : x ∈ J1 7→ y0 ∈ R eine konstante Lösung mit (x0, y0) ∈ graph y.
Diese Lösung ist aber nicht eindeutig; es können weitere Funktionen y mit y(x0) = y0

und y′ = f(x) · g(y) existieren.

2. Sei nun g(y0) 6= 0. Da g stetig ist, gilt dann etwa g(y) > 0 in einer ganzen Umgebung
U(y0). Für eine lokale C1-Lösung x 7→ y(x) durch (x0, y0) muss dann y′(x)

g(y(x))
= f(x)

und daher Z x

x0

y′(t)

g(y(t))
dt =

Z x

x0

f(t) dt

gelten. Durch die Substitution y(t) = s erhält manZ x

x0

y′(t)

g(y(t))
dt =

Z y(x)

y0

1

g(s)
ds

und damit G
�
y(x)

�
= F (x) mit den Stammfunktionen F (x) =

R x
x0
f(t) dt und

G(y) =
R y
y0

1
g(s)

ds. Wegen G′(y) = 1
g(y)

ist nun G in U(y0) monton und daher injek-

tiv. Somit existiert eindeutig eine Umkehrfunktion G−1, so dass y(x) = G−1
�
F (x)

�
in einem Intervall I ⊂ J1 um x0 gilt. Diese Funktion ist wirklich eine Lösung des
Anfangswertproblems, da

y′(x) =
1

G′
�
G−1

�
F (x)

�� · F ′(x) = g
�
y(x)

�
· f(x)

und mit F (x0) = 0 und G(y0) = 0 auch y(x0) = G−1
�
F (x0)

�
= y0 gilt.

Dabei ist eine Lösung im 2. Fall nach Konstruktion lokal � in einer Umgebung von x0

� eindeutig. Auÿerhalb � an einer Stelle (ex, ey) mit g(ey) = 0 � können sich die Lösungen
verzweigen.

Satz 6.2.2. Satz über das Anfangswertproblem
Bei einer Di�erentialgleichung y′ = f(x) · g(y) mit f ∈ C0(J1) und g ∈ C0(J2) ist das
Anfangswertproblem y(x0) = y0 für alle (x0, y0) ∈ J1 × J2 lösbar.

1. Für g(y0) = 0 ist y : x ∈ J1 7→ y0 ∈ R eine Lösung.

2. Für g(y0) 6= 0 existiert eine in einem Intervall I ⊂ J1 um x0 de�nierte und lokal
eindeutige Lösung mit der Darstellung y(x) = G−1

�
F (x)

�
, wobei F (x) =

R x
x0
f(t) dt

und G(y) =
R y
y0

1
g(s)

ds gilt.

Beispiele. Die Di�erentialgleichung y′ = yα mit α ∈ Q+ \ {1} besitzt die triviale Lösung
y ≡ 0. Für Lösungen y 6= 0 muss y−αy′ = 1⇔ y1−α

1−α = x + c gelten. In diesem Fall erhält

man y(x) =
�
(1− α)(x+ c)

� 1
1−α .

1. Zunächst betrachten wir y′ = y2 � d.h. α = 2 � mit De�nitionsbereich D = R× R.
Dann liefert der Fall y 6= 0 die Lösung y(x) = − 1

x+c
. Die Anfangsbedingung y(x0) =

y0 6= 0 führt zu c = −(x0+ 1
y0

) und damit zu y(x) = − 1
x−(x0+ 1

y0
)

= y0
1−y0(x−x0)

(enthält

für y0 = 0 sogar die triviale Lösung y = 0). Insgesamt erhalten wir:
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a) Durch jeden Punkt (x0, y0) ∈ D = R2 verläuft genau eine Lösung.

b) Die Lösungen sind allerdings für y0 6= 0 nicht mehr auf ganz R de�niert.

2. Nun untersuchen wir y′ = yα für α = 2
3
, d.h. y′ = 3

√
y2. Der Fall y 6= 0 liefert

die Lösungen y(x) =
�

1
3
(x + c)

�3
und die Anfangsbedingung y(x0) = y0 führt zu

c = 3y
1
3
0 − x0. Die Lösungsgesamtheit ist damit

y(x) =
0 für y0 = 0�

1
3
(x− x0) + y

1
3
0 )
�3

für alle (x0, y0) ∈ R2 (d.h. auch für y0 = 0)

und als Ergebnis erhalten wir:

a) Durch jeden Punkt (x0, y0) ∈ D = R2 verläuft mindestens eine Lösung.

b) Eine Lösung durch (x0, y0) mit y0 6= 0 ist lokal eindeutig, verzweigt sich aber
beim Einmünden in die x-Achse.

c) Durch einen Punkt (x0, 0) verlaufen die Lösungen y(x) = 0, y(x) =
�

1
3
(x −

x0))
�3

sowie C1-Zusammensetzungen dieser Funktionen, die sich weiter ver-
zweigen können.

3. Der Grund des unterschiedlichen Verhaltens für verschiedene Werte für α liegt dabei
in der Gestalt des Di�erenzenquotienten von y 7→ yα, also in

f(y)− f(y)

y − y
=
yα − yα

y − y
für y=0

= yα−1 =

(
lcly für α = 2

1
3
√
y

für α = 2
3

Für α = 2
3
ist der Di�erenzenquotient in der Umgebung von y = 0 nicht beschränkt,

d.h. es existiert keine Lipschitzkonstante L mit |y 2
3 − y 2

3 | ≤ L · |y − y|.

6.3. Allgemeine Sätze über Di�erentialgleichungen 1.
Ordnung

Wir betrachten Di�erentialgleichungssysteme der Form y′ = f(x, y) in Rm mit De�niti-
onsbereich D ⊂ R× Rm.

A. Die Lipschitzbedingung

De�nition. 1. Eine Abbildung (x, y) ∈ D ⊂ R × Rm 7→ f(x, y) ∈ Rm erfüllt auf D
eine (globale) Lipschitzbedingung bzgl. y, wenn eine sog. Lipschitzkonstante L ≥ 0
mit

∀(x,y)∈D ∀(x,y)∈D |f(x, y)− f(x, y)| ≤ L · |y − y|.

existiert.

2. Sie erfüllt auf D eine lokale Lipschitzbedingung bzgl. y, wenn jeder Punkt (x, y) ∈ D
eine Umgebung U besitzt, so dass f |U∩D eine globale L-Bedingung bzgl. y erfüllt.
Man sagt, dass f in diesem Fall L-stetig bzw. L-beschränkt ist.
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Bemerkung.

1. Besitzt f für 1 ≤ k ≤ m auf einem Gebiet G ⊂ R×Rm stetige partielle Ableitungen
(x, y) 7→ ∂f

∂yk
(x, y), so erfüllt f dort eine lokale L-Bedingung bzgl. y.

2. Erfüllt f einem Gebiet G ⊂ R × Rm eine lokale L-Bedingung bzgl. y, so erfüllt f
auf jeder kompakten Teilmenge U ⊂ G sogar eine globale L-Bedingung.

Beispiel.

1. Die Funktion (x, y) 7→ f(x, y) = |y| ist auf G = R× R nicht nach y di�erenzierbar.
Dennoch ist f dort L-beschränkt: |f(x, y)− f(x, y)| =

���|y| − |y|��� ≤ 1 · |y − y|.

2. Etwa f(x, y) = y
2
3 besitzt in keiner Umgebung von (x0, 0) eine L-Konstante.

B. Zusammenstellung der Hauptsätze

Gegeben sei die Di�erentialgleichung y′ = f(x, y) auf einem Gebiet G ⊂ R× Rm.

Satz 6.3.1. Existenzsatz von Peano
f : G ⊂ R×Rm → Rm sei stetig. Dann verläuft durch jeden Punkt (x0, y0) ∈ Gmindestens
eine Lösung.

Satz 6.3.2. Fortsetzungssatz
f : G ⊂ R × Rm → Rm sei stetig. Dann verläuft jede (maximal fortgesetzte) Lösung
x ∈ I 7→ y(x) ∈ Rm in G von �Rand zu Rand�, d.h. sie endet niemals in einem (Innen-
)Punkt von G.

Satz 6.3.3. Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelöf
f : G ⊂ R × Rm → Rm sei stetig und lokal L-beschränkt. Dann existiert durch jeden
Punkt (x0, y0) ∈ G genau eine lokale Lösung x ∈ I 7→ y(x) ∈ Rm (die so fortgesetzt
werden kann, dass sie in G von �Rand zu Rand� verläuft).

Satz 6.3.4. Satz über lineare Di�erentialgleichungssysteme
Sei f : (x, y) ∈ G = I × Rm 7→ A(x) · y + b(x) durch stetige Funktionen x ∈ I 7→
A(x) und x ∈ I 7→ b(x) bestimmt. Dann sind die eindeutig existierenden Lösungen des
Anfangswertproblems auf ganz I de�niert.

C. Der Satz von Picard-Lindelöf

Gegeben sei für die stetige sowie bzgl. y lokal L-beschränkte Funktion f : G ⊂ R×Rm →
Rm das Anfangswertproblem

(∗) y′ = f(x, y) ∧ y(̊x) = ẙ

und gesucht sei eine lokal eindeutige Lösung y : I ⊂ R → Rm. Für eine solche Lösung
erhält man durch Integration die Äquivalenz von (∗) zu

(∗∗) ∀x∈I y(x) = ẙ +
Z x

x̊
f
�
t, y(t)

�
dt .
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6. Gewöhnliche Di�erentialgleichungen

De�niert man nun den Operator T : y ∈ C0(I → Rm) 7→ Ty ∈ C0(I → Rm) durch
∀x∈I Ty(x) = ẙ+

R x
x̊ f

�
t, y(t)

�
dt, so ist (∗∗) äquivalent zu der Fixpunktgleichung y = Ty.

Bemerkung. Einen solchen �Fixpunkt� wollen wir mit Hilfe des Banachschen Fixpunkt-
satzes durch sukzessive Approximation � �Picardsche Iteration� � bestimmen. Dazu beginnt
man mit einer Anfangsnäherung y0 : I → R für y0(̊x) = ẙ � etwa y0 ≡ ẙ � und betrachtet

lcl y1 = Ty0

(Verbesserung?) y2 = Ty1
... (Konvergenz?)

y = Ty (T stetig?) (Lösung?)

Beispiel. Für das Anfangswertproblem y′ = y mit y(̊x) = ẙ beginnen wir die Iteration
mit y0(x) = ẙ und erhalten über

y1(x) = Ty0(x) = ẙ +
R x
x̊ ẙ dt = ẙ

�
1 + (x− x̊)

�
...
yk = Tyk−1(x) = ẙ

Pk
l=0

1
l!
(x− x̊)l

durch Grenzwertbildung k →∞ die Lösung y(x) = ẙ · ex−x̊.

Bemerkung. Wir überprüfen nun die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes
5.4.4:

1. Sei I = [̊x − a, x̊ + a] für a > 0 ein kompaktes Intervall. Dann ist X = C0(I →
Rm) zusammen mit der Maximumsnorm ||y|| = maxx∈I |y(x)| nach Satz 2.5.4 ein
Banachraum.

2. Wir suchen nun ein geeignetes Intervall I und eine abgeschlossene Teilmenge A ⊂
C0(I → Rm), welche der Picardsche Operator T auf sich selbst abbildet, um sicher-
zugehen, dass die Picardsche Iteration de�niert ist und nicht aus dem Gebiert G
herausführt.

Lemma 6.1. Ist die Abbildung (x, y) ∈ G ⊂ R × Rm 7→ f(x, y) ∈ Rm auf dem Gebiet
G stetig, so besitzt jeder Punkt (̊x, ẙ) ∈ G eine kompakte Quaderumgebung I × Q ⊂ G
mit I = [̊x − a, x̊ + a] und Q = {y ∈ Rm | |y − ẙ|∞ ≤ b} für a > 0 sowie b > 0, so dass
a ·M ≤ b mit M = max{|f(x, y)| | (x, y) ∈ I × Q} gilt. Durch den Operator T wird
dann jeder C0-Abbildung y : I → Q wieder eine C0-Abbildung Ty : I → Q zugeordnet,
also eine Selbstabbildung T : A→ A auf der abgeschlossenen Teilmenge A = C0(I → Q)
des Banachraumes C0(I → Rm) de�niert. Insbesondere ist in I × Q bei beliebiger C0-
Startabbildung y0 : I → Q die Picardsche Iteration ∀k∈N yk+1 = Tyk durchführbar.

Beweis.

(a) Da G o�en ist, existiert um (̊x, ẙ) eine Quaderumgebung I
′ × Q ⊂ G mit I

′
=

[̊x − a′, x̊ + a′] und Q = {y ∈ Rm | |y − ẙ|∞ ≤ b}. Dort ist die stetige Funktion
f nach Satz 2.4.8 beschränkt, d.h. ∀

x∈I′ ∀y∈Q |f(x, y)| ≤ M ′ für ein M ′ > 0. Man

setze nun a = min{a′, b
M ′
} sowie I = [̊x − a, x̊ + a]. Dann gilt I ⊂ I

′ ⇒ M =
max{|f(x, y)| | (x, y) ∈ I ×Q} ≤M ′ und M · a ≤M ′ · a ≤M ′ · b

M ′
= b.
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(b) Für eine C0-Abbildung y : I → Q gilt nach Satz 4.5.4 und Satz 4.5.5

∀x̊≤x≤x̊+a |Ty(x)−ẙ| =
����Z x

x̊
f
�
t, y(t)

�
dt
���� ≤ Z x

x̊
|f
�
t, y(t)

�
| dt ≤M ·(x−x̊) ≤M ·a ≤ b.

Analog folgt ∀x̊−a≤x<x̊ |Ty(x) − ẙ| ≤ b und man erhält Ty(x) ∈ Q für alle x ∈ I,
d.h. Ty ∈ C0(I → Q).

(c) Für y ∈ {A existiert ein x ∈ I mit y(x) 6∈ Q⇔ c = |y(x)− ẙ| > b. Für alle ey ∈ Uε(y),
also mit ||ey − y|| = maxx∈I |ey(x)− y(x)| < ε = c− b, gilt dann ebenfalls

|ey(x)− ẙ| = |
�
y(x)− ẙ

�
−
�
y(x)− ey(x)

�
| ≥ |y(x)− ẙ| − |y(x)− ey(x)| > c− ε = b

und man erhält Uε(y) ⊂ {A. Daher ist die Teilmenge A ⊂ C0(I → Rm) abgeschlos-
sen.

Bemerkung. Für m = 1 gilt Ty : I ⊂ R → Q ⊂ R mit I = [̊x − a, x̊ + a] und
Q = [̊y−b, ẙ+b]. In diesem Fall lässt sich die Bedingung a·M ≤ b wegen ∀x∈I |(Ty)′(x)| =
|f
�
x, y(x)

�
| ≤ M ≤ b

a
geometrisch interpretieren, da der Graph von Ty dann zwischen

Geraden mit der Steigung ± b
a
verläuft.

Bemerkung. Als letzte Voraussetzung des Fixpunktsatzes ist zu prüfen, ob T : A → A
kontrahierend ist.

3. Da die Funktion f bzgl. y lokal L-bechränkt ist, erfüllt sie auf dem kompakten Quader
I ×Q ⊂ G eine globale L-Bedingung bzgl. y. Damit gilt für y, y ∈ A und alle x ∈ I
stets

lclcl|Ty(x)− Ty(x)| =
���R xx̊ f�t, y(t)

�
− f

�
t, y(t)

�
dt
��� ≤ ���R xx̊ |f�t, y(t)

�
− f

�
t, y(t)

�
| dt

���
≤ |R xx̊ L · |y(t)− y(t)| dt| ≤ |R xx̊ L · ||y − y|| dt|
= L · ||y − y|| · |x− x̊| ≤ L · ||y − y|| · a,

also auch ‖Ty−Ty‖ ≤ L ·a · ||y− y|| = L′ · ||y− y||. Durch Modi�kation von a kann
man erreichen, dass dabei L′ = L · a < 1 gilt. Aus ||Ty − Ty|| ≤ L′ · ||y − y|| folgt
insbesondere die Stetigkeit von T : A→ A.

Bemerkung. Die Verkleinerung von a ist allerdings unnötig. Man kann in C0(I) auch
mit einer durch α ≥ 0 �gewichteten Norm� ||y||α = max{|y(x)| · e−αx | x ∈ I} arbeiten,
die wieder Banachräume liefert. Dann gilt

∀x∈I∧x≥x̊ |Ty(x)− Ty(x)| ≤
Z x

x̊
L · |y(t)− y(t)| dt

=
Z x

x̊
L · (|y(t)− y(t)| · e−αt) · eαt dt ≤

Z x

x̊
L · ||y(t)− y(t)||α · eαt dt

= L · ||y(t)− y(t)||α ·
 

eαx

α
− eαx̊

α

!
≤ L

α
· eαx · ||y(t)− y(t)||α.

Damit folgt ∀x∈I∧x≥x̊ |Ty(t) − Ty(t)| · e−αx ≤ L
α
· ||y(t) − y(t)||α und ähnlich ergibt sich

∀x∈I∧x<x̊ |Ty(t)− Ty(t)| · e−αx ≤ L
α
· ||y(t)− y(t)||α. Insgesamt erhält man also ||Ty(t)−

Ty(t)||α ≤ L
α
· ||y(t)− y(t)||α, wobei L

α
< 1 für α > L gilt.
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Bemerkung. Die Voraussetzungen 1 bis 3 zeigen nun, dass der Fixpunktsatz 5.4.4 an-
wendbar ist und genau ein Fixpunkt y ∈ A � d.h. genau eine Lösung y : I → Q des
Anfangswertproblems y′ = f(x, y) ∧ y(̊x) = ẙ � existiert.

Satz 6.3.5. Satz von Picard-Lindelöf
Sei (x, y) ∈ G ⊂ R × Rm 7→ f(x, y) ∈ Rm auf dem Gebiet G stetig und bzgl. y lokal
L-beschränkt. Dann gibt es zu jedem Punkt (̊x, ẙ) ∈ G eine kompakte Quaderumgebung
I ×Q ⊂ G, so dass das Anfangswertproblem y′ = f(x, y)∧ y(̊x) = ẙ eine auf I eindeutige
Lösung y : I → Q besitzt, welche man bei beliebiger C0-Startabbildung y0 : I → Q mit
y0(̊x) = ẙ durch Picardsche Iteration ∀k∈N yk+1 = Tyk+1 als Grenzwert y = limk→∞ yk
gewinnen kann.

6.4. Lineare Di�erentialgleichungen

A. Lineare Di�erentialgleichungssysteme 1. Ordnung

Satz 6.4.1. Satz über lösungen von linearen DGL
Ein lineares Di�erentialgleichungssystem 1. Ordnung y′ = A(x)y + b(x) in Rm mit A, b ∈
C0(I) besitzt durch jeden Punkt (̊x, ẙ) ∈ I ×Rm genau eine Lösung. Diese ist auf ganz I
de�niert und kann durch Picardsche Iteration gewonnen werden.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch eine Modi�kation des Beweises von Satz 6.3.2
und betrachten ein beliebiges kompaktes Intervall I0 ⊂ I mit x̊ ∈ I0.

1. Wegen G = I × Rm ist der Operator y 7→ Ty für alle y : I0 → Rm de�niert und
liefert eine Selbstabbildung T : C0(I0 → Rm) → C0(I0 → Rm). Die Konstruktion
einer Quaderumgebung I ×Q bzw. der Menge A = C0(I → Q) ist unnötig.

2. Da die Funktion x ∈ I0 7→ ||A(x)|| auf einem kompakten Intervall stetig ist, existiert
L = maxx∈I0 ||A(x)||. Nach Satz 5.4.2 gilt damit ∀x∈I0 |A(x)| ≤ α · ||A(x)|| ≤ α · L
und man erhält

∀x∈I0 ∀y,y∈Rm |f(x, y)− f(x, y)| = |A(x)(y − y)| ≤ α · L|y − y|,

d.h. (x, y) 7→ f(x, y) = A(x)y + b(x) erfüllt auf ganz I0 eine globale L-Bedingung
bzgl. y. Durch Verwendung einer gewichteten Norm erreicht man, dass y 7→ Ty
kontrahierend ist.

Der Banachsche Fixpunktsatz liefert nun eine eindeutige Lösung y : I0 → Rm. Da I0 ⊂ I
beliebig gewählt wurde, ist diese Lösung sogar auf ganz I de�niert.

Satz 6.4.2. 1. Die Lösungsmenge L eines homogenen linearen Di�erentialgleichungs-
systems y′ = A(x)y in Rm mit A ∈ C0(I) bildet einen m-dimensionalen Unterraum
von C1(I → Rm). Jede Lösung lässt sich also als Linearkombination von m linear
unabhängigen Lösungen darstellen.

2. Für jeden Punkt x ∈ I ist lx : y ∈ L 7→ y(x) ∈ Rm ein Isomorphismus. Die lineare
Unabhängigkeit von Lösungen muss also nur an einer festen (aber beliebigen) Stelle
x ∈ I überprüft werden.
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6.4. Lineare Di�erentialgleichungen

Beweis. 1. O�ensichtich ist L ein Unterraum, denn mit y1, y2 ist auch c1y1 + c2y2 eine
Lösung von y′ = A(x)y. Nun bestimmen wir eine Basis von L und wählen dazu ein
festes x̊ ∈ I. Die m Anfangswertprobleme y(̊x) = ek � wobei ek für 1 ≤ k ≤ m die
Standardbasis von Rm bezeichnet � besitzen nach Satz 6.4.1 jeweils eine eindeutige
Lösung yk, die wegen

mX
k=1

ckyk ≡ 0⇒

�
c1
...
cm

�
=

mX
k=1

ckek =
mX
k=1

ckyk (̊x) = 0

linear unabhängig sind. Für eine beliebige Lösung y ∈ C1(I → Rm) mit etwa
y(̊x) = c =

Pm
k=1 ckek gilt zudem y(̊x) =

Pm
k=1 ckek =

Pm
k=1 ckyk (̊x). Die Eindeu-

tigkeitsaussage aus Satz 6.4.1 liefert y ≡ Pm
k=1 ckyk, d.h. die Abildungen y1, . . . , ym

erzeugen den ganzen Lösungsraum L und bilden insgesamt eine Basis.

2. Da die Linearität von lx klar ist, betrachten wir Kern lx = {y ∈ L | y(x) = 0}. Aus
der eindeutigen Lösbarkeit des Anfangswertproblems y(0) = 0 folgt sofort Kern lx =
{0} und man erhält die Injektivität von lx. Da aber lx linear ist und dimL = dim Rm

gilt, ist lx sogar bijektiv.

Beispiel. Das homogene System

y′ =

�
0 −1
1 0

�
y

besitzt die Lösungen

y1(x) =

�
− sinx
cosx

�
und y2(x) =

�
cosx
sinx

�
,

die wegen

(y1(0), y2(0)) =

�
0 1
1 0

�
linear unabhängig sind. Daher bilden y1, y2 eine Basis des Lösungsraums L und jede
Lösung ist eine Linearkombination

y = c1y1 + c2y2 mit c1, c2 ∈ R

Bemerkung.

1. Eine Basis y1, . . . , ym des Lösungsraums L heiÿt auch ein Fundamentalsystem (oder
ein Hauptsystem) der homogenen Di�erentialgleichung in Rm.
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2. Man kann m beliebige Lösungen y1, . . . , ym spaltenweise zu einer (m × m)-Matrix
Y = (y1, . . . , yn) anordnen, genannt Wronski-Matrix mit zugehöriger Wronski-Determinante
x ∈ I 7→ w(x) = detY(x) ∈ R. Sie genügt der Matrixdi�erentialgleichung Y ′ =
A(x) · Y.

3. Falls y1, . . . , ym ein Fundamentalsystem ist, heiÿt Y = (y1, . . . , ym) eine Fundamen-
talmatrix der homogenen Di�erentialgleichung. Nach Satz 6.4.2 ist eine Wronski-
Matrix Y genau dann eine Fundamentalmatrix, wenn ein x̊ ∈ I mit w(̊x) 6= 0
existiert. Bei beliebigen Funktionen y1, . . . , ym ∈ C1(I) ⊃ L kann es allerdings vor-
kommen, dass (y1, . . . , ym) regulär ist, aber ∀x∈I y1(x), . . . , ym(x) linear abhängig
sind.

4. Die allgemeine lösung eines homogenen Systems kann man schreiben in der Form
y =

Pm
k=1 ckyk = Y · c mit einer Fundamentalmatrix Y und c ∈ Rm.

Satz 6.4.3.

1. Die Lösungsmenge einer inhomogenen linearen Di�erentialgleichung y′ = A(x)y +
b(x) in Rm mit A, b ∈ C0(I) bildet einen m-dimensionalen a�nen Unterraum von
C1(I). Für jede Lösung gilt dann

y = yp +
mX
k=1

ckyk = yp + Y · c

für ein c ∈ Rm, wobei yp eine spezielle Lösung der inhomogenen Di�erentialgleichung
und Y eine Fundamentalmatrix des zugehörigen homogenen Systems ist.

2. Ein partikuläres Integral yp kann aus einer Fundamentalmatrix Y des homogenen
Systems durch Variation der Konstanten

yp = Y ·
Z

(Y−1 · b)

bestimmt werden.

Beweis.

1. Die erste Aussage ist analog zu dem eindimensionalen Fall in Kapitel 6.2, denn y
ist genau dann eine Lösung von y′ = A(x)y + b(x), wenn y − yp eine Lösung von
y′ = A(x)y ist.

2. Da für die Fundamentalmatrix Y der homogenen Di�erentialgleichung y′ = A(x)y
stets Y ′ = A · Y gilt, liefert der Ansatz y(x) = Y(x) · c(x) die Beziehung

y′ = Y ′ · c+ Y · c′ = A · Y · c+ Y · c′ = A · y + Y · c′

und die Annahme y′(x) = A(x)y(x) + b(x) führt zu der Bedingung b = Y · c′. Dieses
lineare Gleichungssystem y1c

′
1 + . . .+ ymc

′
m = b kann � da Y regulär ist � eindeutig

nach c′ aufgelöst werden. Explizit gilt

c′ = Y−1 · b⇔ c =
Z

(Y−1 · b) + c̊

mit einer vernachlässigbaren additiven Konstanten c̊ ∈ R, d.h. yp = Y · R (Y−1 · b).
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Bemerkung. Di�erentialgleichungssysteme y′ = f(x, y) � auch lineare System y′ =
A(x)y + b(x) � sind nur selten explizit lösbar. Anders ist es im Falle homogener linearer
Systeme mit konstanten Koe�zienten, d.h. im Falle von y′ = A ·y mit A ∈M(m×m,R).
Die Lösungsidee besteht dabei aus der Ähnlichkeitstransformation der Matrix A durch eine
reguläre Transformationsmatrix T auf eine einfache Normalform J = T−1AT . Dann ist
z genau dann eine Lösung von z′ = J · z, wenn y = T · z eine Lösung von y′ = A · y ist
(denn y′ = Tz′ = TJz = TJT−1y = Ay).

Spezialfall 1: Sei A reell diagonalisierbar, d.h. A = TDT−1 mit D = diag(λ1, . . . , λm).
T = (z1, . . . , zm) enthält dann (spaltenweise) die Eigenvektoren zu den Eigenwerten
λ1, . . . , λm von A. Dann ist Z(x) = diag(eλ1x, . . . , eλmx) eine Fundamentalmatrix
von z′ = Dz, denn es gilt

Z ′(x) =

�
λ1eλ1x

. . .
λmeλmx

�
= D · Z(x) sowie detZ(0) = detE = 1 6= 0,

und Y(x) = T · Z(x) eine Fundamentalmatrix von y′ = Ay. Ihre Spalten x 7→
yk(x) = zke

λkx liefern dann Fundamentallösungen von y′ = Ay.

Spezialfall 2:

A sei ähnlich zu einer Jordan-Matrix J mit reellen Eigenwerten λ1, . . . , λr � d.h.

J = T−1AT =

�
J1

. . .
Jr

�
mit Jordan-Blöcken

Jα =

�
λα 1

λα
. . .
. . . 1

λα

�
∈M(lα × lα,R).

Eine Funktionalmatrix von z′ = Jz ist dann

Z(x) =

�
Z1(x)

. . .

Zr(x)

�
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mit Blöcken der Form

Zα(x) =

0BBBBBBBB@
1 x 1

2
x2 · · · 1

(lα−1)!
xlα−1

1 x · · · 1
(lα−2)!

xlα−2

1
. . .
. . . x

1

1CCCCCCCCA · eλαx,
wobei detZ(0) = detE = 1 6= 0 gilt. Eine Fundamentalmatrix von y′ = Ay ist dann
Y(x) = TZ(x).

Allgemeinfall:

A besitze echt komplexe Eigenwerte λ. Diese treten wegen

det(A− λE) = 0⇔ det(A− λE) = det(A− λE) = 0

aber als konjugiert komplexe Paare (λ, λ) mit gleichen Vielfachheiten auf. Auch die
zugehörigen Eigenvektoren und Hauptvektoren sind wegen

(A− λE)zk+1 = zk ⇔ (A− λE)zk+1 = zk

stets konjugiert komplex wählbar. Man kann also annehmen, dass

J =

0BBBBBBBBB@
. . .

Jα
. . .

Jα
. . .

1CCCCCCCCCA und T =
�
. . . , z1, . . . , zl , . . . , z1, . . . , zl , . . .

�
gilt. Die Fundamentalmatrizen Z(x) von z′ = Jz bzw. Y(x) = TZ(x) von y′ = Ay
besitzen also die komplexe Gestalt

Z =

0BBBBBBBBB@
. . .

Zα
. . .

Zα

. . .

1CCCCCCCCCA bzw. Y =
�
. . . , y1, . . . , yl , . . . , y1, . . . , yl , . . .

�
.
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Die echt komplexwertigen Lösungspaare (y, y) kann man durch die reellen Lösungs-
paare (ey1, ey2) mit

ey1 = Re(y) =
1

2
(y + y)

bzw.

ey2 = Im(y) =
1

2i
(y − y)

ersetzen und erhält eine reelle Funktionalmatrix

ÜY =
�
. . . , Re(y1), . . . ,Re(yl) , . . . , Im(y1), . . . , Im(yl) , . . .

�
.

Beispiele.

1.

Gegeben sei das homogene lineare Di�erentialgleichungssystem

y′ = Ay =

�
0 1
1 0

�
y ⇔

¨
y′1 = y2

y′2 = y1

«
.

Die Eigenwerte von A sind als Nullstellen des charakteristischen Polynoms

χA(t) =

�����−t 1
1 −t

����� = t2 − 1 = (t− 1)(t+ 1)

durch λ1 = 1 und λ2 = 2 gegeben, d.h. A ist reell diagonalisierbar. Die Eigenvektoren
z1 bzw. z2 erhält man als Lösung des Gleichungssystems (A− λ1,2E)z = 0, also

z1 =

�
1
−1

�
und z2 =

�
1
1

�
⇒ T =

�
1 1
−1 1

�
.

Da

Z(x) =

�
e−x

ex

�
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6. Gewöhnliche Di�erentialgleichungen

eine Fundamentalmatrix von z′ = Tz ist, ist

Y(x) = T · Z(x) =

�
e−x ex

−e−x ex

�
eine Fundamentalmatrix von y′ = Ay, d.h.

y1(x) =

�
1
−1

�
e−x = z1e−x sowie y2(x) =

�
1
1

�
ex = z2ex

sind die Fundamentallösungen von y′ = Ay.

2.

Wir untersuchen das Di�erentialgleichungssystem y′ = Ay, wobei

A =

�
λ 1

λ
µ

�
schon eine Jordan-Matrix ist. Dann ist

Y(x) =

�
1 x

1
· eλx

1 · eµx

�
=

�
eλx x · eλx

eλx

eµx

�
eine Fundamentalmatrix und

y1(x) =

�
1
0
0

�
eλx, y2(x) =

x
1
0
eλx und y3(x) =

�
0
0
1

�
eµx

ein Fundamentalsystem.
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6.4. Lineare Di�erentialgleichungen

3.

Gegeben sei

y′ = Ay =

�
1 −1
1 1

�
y ⇔

¨
y′1 = y1 − y2

y′2 = y1 + y2

«
.

Die Matrix A besitzt die Eigenwerte λ1,2 = 1± i mit den Eigenvektoren

z1 =

�
i
1

�
und z2 = z1 =

�
−i
1

�
,

d.h. es ist

J =

�
λ

λ

�
=

�
1 + i

1− i

�
und T = (z1, z2) =

�
i −i
1 1

�
.

Damit erhält man

Z(x) =

�
e(1+i)x

e(1−i)x

�
sowie

Y(x) = TZ(x) =

�
ie(1+i)x −ie(1−i)x

e(1+i)x e(1−i)x

�
=
�
y(x), y(x)

�
.

Wegen e(1+i)x = exeix = ex(cosx+ i sinx) gilt

ey1(x) = Re
�
y(x)

�
=

�
− sinx
cosx

�
ex

und

ey2(x) = Im
�
y(x)

�
=

�
cosx
sinx

�
ex.

Damit erhält man das reelle Fundamentalsystem

ÜY(x) =

�
− sinx cosx
cosx sinx

�
ex.
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6. Gewöhnliche Di�erentialgleichungen

B. Lineare Di�erentialgleichungen höherer Ordnung

Eine lineare Di�erentialgleichung höherer Ordnung besitzt die Standardform

(∗)
mX
k=0

ak(x)y(k) = b(x)

mit am ≡ 1 und a1, . . . , am−1 ∈ C0(I) und lässt sich ausführlich durch y(m)+am−1(x)y(m−1)+
. . .+ a0(x)y = b(x) beschreiben. Es kann durch eyk = y(k−1), also

ey =

�
y
...

y(m−1)

�
,

in das lineare Di�erentialgleichungssystem 1. Ordnung

ey′ =
0BBBBBBB@

0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0

. . . . . .
0 1

−a0(x) −a1(x) −a2(x) · · · −am−1(x)

1CCCCCCCA ey +

�
0
...
0
b(x)

�
= A(x) · ey + eb(x)

umgeformt werden, d.h. die für Systeme 1. Ordnung gewonnenen Ergebnisse kann man
auf Systeme höherer Ordnung sinngemäÿ übertragen.

Satz 6.4.4.

1. Bei einer linearen Di�erentialgleichung höherer Ordnung der Form (∗) gibt es zu
den vorgegeben Anfangsbedingungen y(x0) = y0, y

′(x0) = p1, . . . , y
(m−1)(x0) = pm−1

genau eine Lösung y : I → R. Diese ist auf ganz I de�niert.

2. Die Lösungsmenge bildet

• im homogenen Fall b ≡ 0 einen m-dimensionalen linearen Unterraum

• im inhomogenen Fall b 6≡ 0 einen m-dimensionalen a�nen Unterraum

des Vektorraums Cm(I).

Bemerkung. Wir betrachten weitere Übertragungen von Begri�en und Eigenschaften li-
nearer Di�erentialgleichungssysteme auf Di�erentialgleichungen höherer Ordnung.

1. Die Wronski-Matrix bzw. Fundamentalmatrix einer homogenen Di�erentialgleichungPm
k=0 ak(x)y(k) = 0 ist

Y(x) =

�
y1(x) · · · ym(x)
y′1(x) · · · y′m(x)
...

. . .
...

y
(m−1)
1 (x) · · · y(m−1)

m (x)

�
und besitzt die gleichen Eigenschaften wie die Wronski-Matrix bzw. Fundamental-
matrix eines linearen Di�erentialgleichungssystems.
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6.4. Lineare Di�erentialgleichungen

2. Zur Bestimmung einer speziellen Lösung yp(x) = Y(x) · c(x) einer inhomogenen
Di�erentialgleichung höherer Ordnung kann man für

eyp =

�
yp
...

y(m−1)
p

�
eine Variation der Konstanten durchführen. Zu Lösen ist dann

Y · c′ = eb⇔ 8><>: y1c
′
1 + . . . + ymc

′
m = 0

...
...

y
(m−1)
1 c′1 + . . . + y(m−1)

m c′m = b(x)

9>=>; .
Die eindeutig existierenden Lösungen c′1, . . . , c

′
m führen zu c1, . . . , cm, womit man

yp = c1y1 + . . .+ cmym erhält.

Beispiele. Wir untersuchen die Gleichung y′′ = x+ y.

1.

Zunächst betrachten wir die homogene Gleichung y′′−y = 0 und sehen die Lösungen
y1(x) = cosh x, y2(x) = sinh x, y3(x) = ex, y4(x) = e−x. Wegen

detY(x) = det

�
y1 y2

y′1 y′2

�
= det

�
coshx sinhx
sinhx coshx

�
= 1 6= 0

bildet (y1, y2) ein Fundamentalsystem und wegen

ÜY(x) =

�
ex e−x

ex −e−x

�
⇒ det ÜY(0) = −2 6= 0

bildet (y3, y4) ein weiteres Fundamentalsystem.

2. Ein partikuläres Integral der inhomogenen Di�erentialgleichung y′′−y = x �nden wir
durch Variation der Konstanten über den Ansatz yp(x) = c1(x) coshx+ c2(x) sinhx.
Es ist zu Lösen ¨

c′1(x) coshx + c′2(x) sinhx = 0
c′1(x) sinhx + c′2(x) coshx = x

«
.

Man erhält c′1(x) = −x sinhx bzw. c′2(x) = x coshx und damit c1(x) = −x coshx+
sinhx bzw. c2(x) = x sinhx − coshx. Dies führt zu yp(x) = −x und daher zu der
allgemeinen Lösung y(x) = −x+ c1 coshx+ c2 sinhx.
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6. Gewöhnliche Di�erentialgleichungen

Bemerkung.

Lineare Di�erentialgleichungen höherer Ordnung sind nur selten explizit lösbar, wenn die
Koe�zienten von x abhängen. Anders ist es bei homogenen linearen Di�erentialgleichun-
gen höherer Ordnung mit konstanten Koe�zienten der Form

summ
k=0aky

(k) = 0 für am = 1 ∧ a0, . . . , am−1 ∈ R.

Der Lösungsansatz y(x) = eλx liefert

mX
k=0

ak(e
λx)(k) = (

mX
k=0

akλ
k)eλx

!
= 0⇔

mX
k=0

akλ
k = 0,

d.h. genau die Nullstellen λi des sog. charakteristischen Polynoms t 7→ χ(t) =
Pm
k=0 akt

k

der Di�erentialgleichung sind Lösungen der Form x 7→ eλix. Dies ergibt i.A. aber nicht
genug Funktionen, um eine Basis des Lösungsraums zu bilden.

• Das charakteristische Polynom zerfällt in C vollständig in Linearfaktoren χ(t) = (t−
λ1)l1 · · · (t−λr)λr mit paarweise verschiedenen λi ∈ C und li ∈ N, wobei

Pr
k=1 lk = m

gilt. Man kann zeigen, dass die Funktion

x 7→ (eλ1x, xeλ1x, . . . , xl1−1eλ1x, . . . , eλrx, xeλrx, . . . , xlr−1eλrx)

ein evtl. komplexes Fundamentalsytem der Di�erentialgleichung darstellt.

• Echt komplexe Nullstelle von χ treten als konjugiert komplexes Paar (λ, λ) = (α +
iβ, α− iβ) mit gleichen Vielfachheiten auf und liefern konjugiert komplexe Lösungs-
paare (x 7→ y(x) = xµeλx, x 7→ y(x) = xµeλx). Diese kann man ersetzen durch reelle
Lösungspaare

�
x 7→ ey1(x) = Re(xµeλx) = xµeαx cos(βx), x 7→ ey2(x) = Im(xµeλx) =

xµeαx sin(βx)
�
.

Beispiele.

1. Das charakteristische Polynom der Di�erentialgleichung y′′′ − y′′ + y′ − y = 0 ist
χ(t) = t3 − t2 + t− 1 = (t2 + 1)(t− 1) = (t− i)(t+ i)(t− 1). Daher erhält man das
komplexe Fundamentalsystem x 7→ (eix, e−ix, ex) und das reelle Fundamentalsystem
x 7→ (cosx, sinx, ex).

2. Das charakteristische Polynom der Di�erentialgleichung y(4) + 2y′′ + y = 0 ist
χ(t) = t4 + 2t2 + 1 = (t2 + 1)2 = (t − i)2(t + i)2. Daher erhält man das komplexe
Fundamentalsystem x 7→ (eix, xeix, e−ix, xe−ix) und das reelle Fundamentalsystem
x 7→ (cosx, x cosx, sinx, x sinx).

3. Das charakteristische Polynom der Di�erentialgleichung y′′′ − y′′ = 0 ist χ(t) =
t3 − t2 = t2(t− 1). Daher erhält man das Fundamentalsystem x 7→ (1, x, ex).
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7. Integralrechnung in mehreren
Veränderlichen

7.1. Das Riemannsche Integral über Quaderbereichen

Wir betrachten beschränkte Funktionen f : Q ⊂ Rn → R auf einem abgeschlossenen
Quader Q = I1×. . .×In mit ∀1≤k≤n Ik = [ak, bk] ⊂ R. Der Ordinatenmenge {(x, y) ∈ Rn×
R | x ∈ Q ∧ y ∈ 0f(x)} soll ein ernün�tges (vorzeichenversehenes) (n + 1)-dimensionales
Volumen zugeordnet werden.

A. Verallgemeinerung des Riemannschen Integrals über Intervallen

Wir übertragen die Begri�e der eindimensionalen Integralrechung aus Kapitel 4.5:

• Zerlegung: Für n = 1 ist eine Zerlegung eine Teilmenge Z = {a = x0 < x1 <
. . . < x eN = b} des Intervalls I = [a, b] und liefert Teilintervalle Ik = [xk−1, xk]. Für
n > 1 ist eine Zerlegung ein kartesisches Produkt Z = Z1× . . .×Zn, das Teilquader
Qk1,...,kn = I1,k2× . . .×In,kn liefert. Durch eine bijektive Zuordnung {(k1, . . . , kn)} →
{1, . . . , N} erhält man die Teilquader Q1, . . . , QN mit Qk = I

(1)
k × . . .× I

(n)
k .

• Inhalt und Feinheit: Für n = 1 ist der Inhalt eines Teilintervalls |Ik| = ∆xk
und die Feinheit einer Zerlegung ‖Z‖ = max

1≤k≤ eN |Ik|. Für n > 1 ist der Inhalt

eines Teilquaders |Qk| =
���I(1)
k

��� · · · ���I(n)
k

��� und die Feinheit einer Zerlegung ‖Z‖ =

max{‖Z1‖, . . . , ‖Zn‖}.

• Verfeinerung: Für n = 1 ist Z ′ genau dann feiner als Z, wenn Z ′ ⊃ Z gilt. Für
n > 1 ist Z ′ genau dann feiner als Z, wenn ∀1≤k≤n Z

′
k feiner als Zk gilt (d.h. alle

Quaderecken von Z sind auch Quaderecken von Z ′).

• Riemannsche Summen und Variation von f bzgl. Z: Die Riemannsche Ober-
summe ist

Rf (Z) =
NX
k=1

Mk |Qk|

mit Mk = supx∈Qk f(x). Die Riemannsche Untersumme ist

Rf (Z) =
NX
k=1

mk |Qk|
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7. Integralrechnung in mehreren Veränderlichen

mit mk = infx∈Qk f(x). Dabei existierenMk und mk stets, da f(Qk) ⊂ R beschränkt
und nichtleer ist. Die Variation oder Schwankungssumme von f bzgl. Z ist

Vf (Z) = Rf (Z)−Rf (Z) =
NX
k=1

|∆f |Qk |Qk|

mit |∆f |Qk = sup{|f(x)− f(x)| | x, x ∈ Qk}.

• Riemannsche Ober- und Unterintegral: Das Riemannsche Oberintegral ist

Rf = inf{Rf (Z) | Zist Zerlegung}

und das Riemannsche Unterintegral ist

Rf = sup{Rf (Z) | Z ist Zerlegung}.

De�nition. Eine beschränkte Funktion f : Q ⊂ Rn → R ist über dem abgeschlossenen
Quader genau dann Riemann-integrierbar, wenn Rf = Rf gilt. Das Riemann-Integral ist
dann

Rf = Rf = Rf =
Z
Q
f(x)dx =

Z
Q
f(x1, . . . , xn)d(x1, . . . , xn).

Bemerkung. Auch die Kriterien der eindimensionalen Integralrechung aus Kapitel 4.5
lassen sich sinngemäÿ übertragen:

• Satz 4.5.1 liefert die Kennzeichnung der Riemann-Integrierbarkeit:

f : Q ⊂ Rn → R Riemann-integrierbar ⇔ ∀ε>0 ∃Zerlegung Z Vf (Z) < ε

Beweis.

�⇒� Es sei f : Q ⊂ Rn → R Riemann-integrierbar mit Rf =
R
Q f(x)dx und ε > 0

beliebig. Dann existieren Zerlegungen Z1, Z2 von Q mit Rf + ε
2
> Rf (Z1) und

Rf − ε
2
< Rf (Z2). Da die Zerlegung Z = Z1 ∪ Z2 feiner als Z1 bzw. Z2 ist, gilt

Rf (Z) ≤ Rf (Z1) bzw. Rf (Z) ≥ Rf (Z2) und man erhält

Vf (Z) = Rf (Z)−Rf (Z) ≤ Rf (Z1)−Rf (Z2) <
�
Rf +

ε

2

�
−
�
Rf −

ε

2

�
= ε.

�⇐� Zu zeigen ist Rf = Rf . Zu einem beliebigen ε > 0 existiert nun eine Zerlegung
Z mit Vf (Z) = Rf (Z) − Rf (Z) < ε. Wegen Rf (Z) ≤ Rf ≤ Rf ≤ Rf (Z) gilt
dann auch Rf−Rf < ε. Da ε > 0 beliebig gewählt werden kann, folgt Rf = Rf .

• Satz 4.5.2 liefert eine hinreichende Bedingung der Riemann-Integrierbarkeit:

f : Q→ R stetig⇒ f Riemann-integrierbar
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• Ein Zwischenpunktvektor zur Zerlegung Z ist x = (x1, . . . , xN) mit ∀Nk=1 xk ∈ Qk

und eine Riemannsche Summe von f bzgl. Z und x ist Rf (Z, x) =
PN
k=1 f(xk)|Qk|.

Für eine Riemann-integrierbare Funktion f : Q→ R liefert Satz 4.5.3 damit

lim
l→∞
‖Zl‖ = 0⇒ lim

l→∞
Rf (Zl, xl) =

Z
Q
f(x)dx

und ein Korollar davon ist

∀ε>0 ∃δ>0

�
‖Z‖ < δ ⇒

����Rf (Z, x)−
Z
Q
f(x)dx

���� < ε
�

bzw. in kurzer Schreibweise lim‖Z‖→0Rf (Z, x) =
R
Q f(x)dx.

Die Grundeigenschaften der eindimensionalen Integralrechung lassen sich ebenfalls auf
beschränkte Funktionen f : Q→ R übertragen.

• Wenn f auf Q Riemann-integrierbar ist, ist gemäÿ Satz 4.5.4 auch |f | auf |Q|
Riemann-integrierbar mit ����Z

Q
f(x)dx

���� ≤ Z
Q
|f(x)|dx.

Beweis. Zunächst zeigen wir die Riemann-Integrierbarkeit von |f | und �nden dazu
für ein vorgegebenes ε > 0 eine Zerlegung Z mit V|f |(Z) < ε. Für jede Zerlegung Z
von Q folgt mit der umgekehrten Dreiecksungleichung

∀x,x′∈Qk ||f(x)| − |f(x′)|| ≤ |f(x)− f(x′)| ≤ |∆f |Qk ⇒
���∆|f |���

Qk
≤ |∆f |Qk

und daher

V|f |(Z) =
NX
k=1

���∆|f |���
Qk
|Qk| ≤

NX
k=1

|∆f |Qk |Qk| = Vf (Z).

Da f Riemann-integrierbar ist, existiert eine Zerlegung Z mit Vf (Z) < ε, also mit
V|f |(Z) < ε.

Nun zeigen wir die Dreiecksungleichung der Integralrechnung und verwenden dazu
die Eigenschaft lim‖Z‖→0Rf (Z, x) =

R
Q f(x)dx. Für beliebige Riemannsche Summen

gilt

|Rf (Z, x)| =
����� NX
k=1

f(xk) |Qk|
����� ≤ NX

k=1

|f(xk)| |Qk| = R|f |(Z, x).

Da |·| stetig ist, liefert der Grenzübergang die angegebene Ungleichung.
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B. Der Satz von Fubini für Quaderbereiche

Wir führen die Berechnung von Mehrfachintegralen auf die iterierte Berechnung von
Einfachintegralen � etwa mit Hilfe von Stammfunktionen � zurück.

Lemma 7.1. P ⊂ Rp, Q ⊂ Rq seien Quader und x ∈ P 7→ g(x) ∈ R, y ∈ Q 7→ h(y) ∈ R
seien Riemann-integrierbar. Dann ist auch (x, y) ∈ P × Q ⊂ Rp × Rq 7→ f(x, y) =
g(x)h(y) ∈ R über dem Quader P ×Q Riemann-integrierbar mitZ

P×Q
f(x, y)d(x, y) =

�Z
P
g(x)dx

��Z
Q
h(y)dy

�
.

Beweis. Die Funktionen g und h sind nach Voraussetzung Riemann-integrierbar und da-
mit beschränkt, d.h. es existiert ein M > 0 mit ∀x∈P |g(x)| ≤M und ∀x∈Q |h(x)| ≤M .

1. Integrierbarkeit von f :
Zerlegungen Z1 von P und Z2 von Q liefern Zerlegungen Z = Z1 × Z2 von P × Q
und umgekehrt. Für jeweilige Teilquader Pj, Qk und Pj ×Qk gilt

(x, y), (x′, y′) ∈ Pj ×Qk

⇒ |f(x, y)− f(x′, y′)| =
����g(x)− g(x′)

�
h(y) +

�
h(y)− h(y′)

�
g(x′)

���
≤
����g(x)− g(x′)

�
h(y)

���+ ����h(y)− h(y′)
�
g(x′)

���
≤M (|g(x)− g(x′)|+ |h(y)− h(y′)|)
≤M

�
|∆g|Pj + |∆h|Qk

�
und damit |∆f |Pj×Qk ≤M(|∆g|Pj+|∆h|Qk). Falls nun für ein vorgegebenes ε > 0 die
Zerlegungen Z1 bzw. Z2 so gewählt werden, dass Vg(Z1) < ε

2M |Q| bzw. Vh(Z2) < ε
2M |P |

gilt, folgt

Vf (Z) =
X
j,k

|∆f |Pj×Qk |Pj ×Qk|

≤
X
j,k

M
�
|∆g|Pj + |∆h|Qk

�
|Pj ×Qk|| {z }
=|Pj |·|Qk|

= M ·

24�X
j

|∆g|Pj |Pj|

�X
k

|Qk|+
 X

k

|∆h|Qk |Qk|
!X

j

|Pj|

35
= M · (Vg(Z1) · |Q|+ Vh(Z2) · |P |) < ε,

d.h. f ist Riemann-integrierbar.

2. Integral von f :
Zwischenpunktvektoren x zu Z1 und y zu Z2 liefern Zwischenpunktvektoren (x, y)
zu Z = Z1 × Z2 und umgekehrt. Für diese gilt

Rf (Z, (x, y)) =
X
j,k

f(xj, yk)| {z }
=g(xj)h(yk)

|Pj ×Qk|

=

�X
j

g(xj)|Pj|

� X
k

h(yk)|Qk|
!

= Rg(Z1, x) ·Rh(Z2, y).
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Wegen ‖Z1‖, ‖Z2‖ → 0⇔ ‖Z‖ → 0 folgt die Behauptung durch Grenzübergang.

Satz 7.1.1. Satz von Fubini für Quaderbereiche
(x, y) ∈ P × Q ⊂ Rp × Rq 7→ f(x, y) ∈ R sei Riemann-integrierbar und für alle x ∈ P
existiere F (x) =

R
Q f(x, y)dy. Dann ist F über P Riemann-integrierbar und es giltZ

P×Q
f(x, y)d(x, y) =

Z
P
F (x)dx.

Beweis.

1. Integrierbarkeit von F :
Für eine Zerlegung Z = Z1 × Z2 von P ×Q mit Teilquadern Pj ×Qk gilt

∀x,x′∈Pj |F (x)− F (x′)| =
����Z
Q

(f(x, y)− f(x′, y)) dy
����

=

�����X
k

Z
Qk

(f(x, y)− f(x′, y)) dy

�����
≤
X
k

����Z
Qk

(f(x, y)− f(x′, y)) dy
����

≤
X
k

Z
Qk
|f(x, y)− f(x′, y)| dy ≤

X
k

|∆f |Pj×Qk |Qk|

und damit auch

|∆F |Pj ≤
X
k

|∆f |Pj×Qk |Qk| .

Falls nun für ein vorgegebenes ε > 0 die Zerlegung Z so gewählt wird, dass Vf (Z) < ε
gilt, folgt:

VF (Z1) =
X
j

|∆F |Pj |Pj| ≤
X
j

 X
k

|∆f |Pj×Qk |Qk|
!
|Pj| (7.1)

=
X
j,k

|∆f |Pj×Qk |Qk × Pj| = Vf (Z) < ε, (7.2)

d.h. F ist Riemann-integrierbar.

2. Integral von F :
Da für eine beliebige Zerlegung Z = Z1 × Z2 und einen beliebigen Zwischenpunkt-
vektor x zu Z1 stets RF (Z1) ≤ RF (Z1, x) ≤ RF (Z1) sowie RF (Z1) ≤ R

P F (x)dx ≤
RF (Z1) gilt, erhält man����RF (Z1, x)−

Z
P
F (x)dx

���� ≤ RF (Z1)−RF (Z1) = VF (Z1)
(7.1)

≤ Vf (Z). (7.3)

211



7. Integralrechnung in mehreren Veränderlichen

Weiter liefert obiges Lemma mit x ∈ Pj 7→ g(x) = 1 und y 7→ h(y) = f(xj, y) für
alle Teilquader Pj ×Q stetsZ

Pj×Q
f(xj, y)d(x, y) =

Z
Pj×Q

g(x)h(y)d(x, y) =

�Z
Pj
g(x)dx

��Z
Q
h(y)dy

�
=

�Z
Pj

1dx

��Z
Q
f(xj, y)dy

�
= |Pj|F (xj)⇒ RF (Z1, x)

=
X
j

F (xj) |Pj|

=
X
j

Z
Pj×Q

f(xj, y)d(x, y)

=
X
j,k

Z
Pj×Qk

f(xj, y)d(x, y).

Daraus folgt ����RF (Z1, x)−
Z
P×Q

f(x, y)d(x, y)
���� =

(7.4)������Xj,k ZPj×Qk f(xj, y)d(x, y)−
X
j,k

Z
Pj×Qk

f(x, y)d(x, y)

������
(7.5)

=

������Xj,k ZPj×Qk �f(xj, y)− f(x, y)
�
d(x, y)

������ ≤Xj,k ZPj×Qk |f(xj, y)− f(x, y)| d(x, y)

(7.6)

≤
X
j,k

|∆f |Pj×Qk |Pj ×Qk| = Vf (Z).

(7.7)

Aus (7.3) und (7.4) folgt nun
���RP F (x)dx− RP×Q f(x, y)d(x, y)

��� ≤ 2Vf (Z). Da aber
zu jedem ε > 0 eine Zerlegung Z mit 2Vf (Z) < ε existiert, gilt

R
P F (x)dx =R

P×Q f(x, y)d(x, y).

Bemerkung.

1. Nach Satz 7.1.1 und Satz 5.5.1 gilt für eine stetige Funktion f : Q ⊂ Rn → R mit
Q = [a1, b1]× . . .× [an, bn] stetsZ

Q
f(x1, . . . , xn)d(x1, . . . , xn) =

Z bn

an

�
· · ·

�Z b1

a1

f(x1, . . . , xn)dx1

�
· · ·

�
dxn

unabhängig von der Reihenfolge.

212



7.1. Das Riemannsche Integral über Quaderbereichen

2. Aus der Existenz von Z b2

a2

�Z b1

a1

f(x, y)dx
�
dy

folgt nicht die Existenz von Z
Q
f(x, y)d(x, y)

auf Q = [a1, b1]× [a2, b2].

Beispiel. Es sei f : Q = [0, 1]× [0, 1]→ R durch

(x, y) ∈ Q 7→ f(x, y) =

¨
1 für y ∈ Q
2x für y 6∈ Q

de�niert.

• Dann existiert für alle y ∈ [0, 1] die Funktion

F (y) =
Z 1

0
f(x, y)dx =

¨ R 1
0 1dx für y ∈ QR 1

0 2xdx für y 6∈ Q

«
= 1,

also existiert auch Z 1

0
F (y)dy =

Z 1

0
1dy = 1.

Es ist daher Z 1

0

�Z 1

0
f(x, y)dx

�
dy = 1.

• Sei nun Z = Z1 × Z2 eine beliebige Zerlegung von [0, 1]× [0, 1] mit etwa Z1 = {0 =
x0 < x1 < . . . < xN = 1} sowie Z2 = {0 = y0 < y1 < . . . < yM = 1} und o.B.d.A.
sei xl = 1

2
∈ Z1. In den Teilrechtecken Qjk = [xj−1, xj]× [yk−1, yk] gilt dann

|∆f |Qjk =

¨
1− 2xj−1 für 0 ≤ j ≤ l
2xj − 1 für l + 1 ≤ j ≤ N

,

also

Vf (Z) =
X
j,k

|∆f |Qjk |Qjk| =
X
j,k

|∆f |Qjk∆xj ·∆yk =
MX
k=1

(
NX
j=1

|∆f |Qjk∆xj)∆yk

=
� MX
k=1

∆yk
�| {z }

=1

�
lX

j=1

(1− 2xj−1)∆xj +
NX

j=l+1

(2xj − 1)∆xj

�
=
� lX
j=1

∆xj +
NX

j=l+1

2xj∆xj
�
−
� lX
j=1

2xj−1∆xj +
NX

j=l+1

∆xj
�

= Rg(Z1, x)−Rh(Z1, x
′)
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7. Integralrechnung in mehreren Veränderlichen

mit den Riemannschen Summen Rg(Z1, x) bzw. Rh(Z1, x
′) der stetigen Funktionen

x 7→ g(x) =

¨
1 für x ≤ 1

2

2x für x ≥ 1
2

bzw.

x 7→ h(x) =

¨
2x für x ≤ 1

2

1 für x ≥ 1
2

für x = (x1, . . . , xN) bzw. x′ = (x0, . . . , xN−1). Also ist

lim
‖Z‖→0

Vf (Z) = lim
‖Z1‖→0

Rg(Z1, x)− lim
‖Z1‖→0

Rh(Z1, x
′)

=
Z 1

0
g(x)dx−

Z 1

0
h(x)dx =

1

2
6= 0,

d.h. f ist über Q nicht Riemann-integrierbar.

7.2. Das Riemannsche Integral über
Jordan-messbaren Bereichen

Wir erweitern den Integralbegri� auf beschränkte Funktionen über (nicht notwendig
quaderförmigen) beschränkten Bereichen B ⊂ Rn. Dabei ist jeder Menge B ⊂ R die sog.
charakteristische Funktion

x 7→ χB(x) =

¨
1 für x ∈ B
0 für x 6∈ B

zugeordnet. Ist eine Abbildung f : B → R vorgegeben und Q ⊃ B ein � da B beschränkt
ist, existierender � beliebiger Quader, so ist die triviale Fortsetzung χBf von f durch

x ∈ Q 7→ χBf(x) =

¨
f(x) für x ∈ B

0 für x ∈ Q \B

de�niert.

De�nition. Eine beschränkte Funktion f : B ⊂ Rn → R auf dem beschränkten Bereich
B heiÿt (über B) Riemann-integrierbar, wenn ihre triviale Fortsetzung χBf : Q → R
auf einem (und damit jedem) Quader Q ⊃ B Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall seiZ

B
f(x)dx =

Z
Q
χBf(x)dx.

Bemerkung.

1. Die Integrierbarkeit von f über B hängt also von der Funktion f (�Höhe�) und von
dem Bereich B (�Grund�äche�) ab. Dabei ist jedoch χBf auf Q � selbst wenn f auf
B stetig ist � i.A. unstetig.
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7.2. Das Riemannsche Integral über Jordan-messbaren Bereichen

2. Wir untersuchen zunächst, ob die Funktion x ∈ B 7→ 1 ∈ R über B integrierbar ist.
Nach der Regel

Volumen (im Rn+1) = Grund�äche (im Rn) · HöheR
B 1dx = µ(B) · 1

muss die Menge B in diesem Fall �messbar� sein.

De�nition. Eine Teilmenge B ⊂ Rn heiÿt Jordan-messbar, wenn (sie beschränkt ist
und) für einen Quader Q ⊃ B das Riemann-Integral

µ(B) =
Z
B

1dx =
Z
Q
χB(x)dx

existiert, wobei µ(B) Jordan-Maÿ von B heiÿt. Eine Teilmenge N ⊂ Rn heiÿt Jordan-
Nullmenge, wenn sie das Jordan-Maÿ µ(B) = 0 besitzt.

Bemerkung.

1. Diese De�nition des Jordan-Maÿes µ(B) =
R
B 1dx ist unbefriedigend, da ein �Flä-

cheninhalt� durch ein �Volumen� de�niert wird.

2. Jordan-Nullmengen N können keine Innenpunkte besitzen, denn sonst gäbe es einen
Würfel W ⊂ N mit µ(N) ≥ µ(W ) = |W | > 0. Für die Menge N̊ aller Innenpunkte
der Menge N gilt also: N ist Jordan-Nullmenge ⇒ N̊ = ∅.

Beispiel. Es gilt o�enbar µ(∅) = 0 und µ(Q) = |Q|. Die Menge B = Q ∩Q2 = {(x, y) ∈
Q ⊂ R2 | x, y ∈ Q} ist nicht Jordan-messbar, da für alle Teilquader Qjk einer beliebigen
Zerlegung Z von Q stets |∆χB(x)|Qjk = 1 gilt und damit VχB(Z) = |Q| ist.

Bemerkung.

1. Man hat lange versucht, jeder (beschränkten) Teilmenge B ⊂ Rn ein Maÿ µ(B) mit
den Minimaleigenschaften

(1) [Positivität] µ(B) ≥ 0

(2) [Bewegungsinvarianz] Kongruente Mengen haben das gleiche Maÿ

(3) [Normierung] µ(Q) = |Q| für Quader Q ⊂ Rn

(4) [Additivität] A ∩B = ∅ ⇒ µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)

zuzuordnen. Für n ≥ 3 existiert ein solches Maÿ jedoch nicht (Kugelparadoxon
von Banach-Tarski) und für 1 ≤ n ≤ 2 ist ein solches Maÿ nicht eindeutig.

2. Die Jordansche Maÿtheorie (→ Riemannsche Integrationstheorie) liefert
ein Maÿ µ(B) nur für äuÿerst �gutartige� Mengen B ⊂ Rn. Die Lebesguesche Maÿ-
theorie (→ Lebesguesche Integrationstheorie) liefert ein Maÿ λ(B) für eine viel grö-
ÿere Anzahl von Mengen (aber auch nicht für alle). Man muss stets das Lebesgue-
Maÿ bzw. die (Lebesgue-) Nullmenge bzw. das Lebesgue-Integral und das Jordan-Maÿ
bzw. die Jordan-Nullmenge bzw. das Riemann-Integral unterscheiden. Im Lebesgue-
schen Sinne ist etwa B = Q ∩Q2 ⊂ R2 messbar mit λ(B) = 0.
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7. Integralrechnung in mehreren Veränderlichen

De�nition. Eine Quadersumme (Quadergebäude) S ⊂ Rn ist eine endliche � evtl.
leere � Vereinigung S =

Sr
j=1Qj nichtentarteter Quader Q1, . . . , Qr ⊂ Rn mit paarweise

disjunkten Innenpunktmengen, d.h. ∀j 6=k Q̊j ∩ Q̊k = ∅. Der Inhalt einer Quadersumme
sei |S| = Pr

j=1 |Qj|.

Satz 7.2.1.

1. B ⊂ Rn Jordan-messbar ⇔ zu jedem ε > 0 existieren Quadersummen S ⊂ B ⊂ T
mit |T | − |S| < ε

2. N ⊂ Rn Jordan-Nullmenge ⇔ zu jedem ε > 0 existiert eine Quadersumme T ⊃ N
mit |T | < ε

Beweis.

1. Nach De�nition ist die beschränkte Menge B ⊂ Rn genau dann Jordan-messbar,
wenn für die charakteristische Funktion χB(x) = f(x) und einen Quader Q ⊃ B das
Riemann-Integral Z

Q
f(x)dx

existiert.

�⇒� Nach Voraussetzung existiert zu einem vorgegebenen ε > 0 eine Zerlegung Z
von Q ⊃ B mit Vf (Z) < ε. Dabei gilt

Rf (Z) =
X

Qk⊂{B

Mk|{z}
=0

·|Qk|+
X

Qk∩B 6=∅
Mk|{z}
=1

· |Qk| =
X

Qk∩B 6=∅
|Qk|

sowie

Rf (Z) =
X
Qk⊂B

Mk|{z}
=1

· |Qk|+
X

Qk∩{B 6=∅
Mk|{z}
=0

· |Qk| =
X
Qk⊂B

|Qk|.Für die Quadersummen| {z }
S =

[
Qk⊂B

Qk ⊂ B ⊂
[

Qk∩B 6=∅
Qk = T

gilt daher |T | − |S| = Rf (Z)−Rf (Z) = Vf (Z) < ε.

�⇐� Die nach Voraussetzung existierenden Quadersummen S ⊂ B ⊂ T mit |T | −
|S| < ε lassen sich als endliche (!) Vereinigungen � evtl. nach weiteren Un-
terteilungen � zu Zerlegungen Z1 bzw. Z2 eines umfassenden Quaders Q ⊃ B
ergänzen. Für die gemeinsame Verfeinerung Z von Z1 und Z2 gilt dann

Rf (Z) ≥|{z}
Z ist mindestens so fein wie Z1

Rf (Z1) ≥|{z}
innen können Teilquader hinzukommen

|S|

sowie

Rf (Z) ≤|{z}
Z ist mindestens so fein wie Z2

Rf (Z2) ≤|{z}
auÿen können Teilquader wegfallen

|T |,

also Vf (Z) = Rf (Z)−Rf (Z) ≤ |T | − |S| < ε.
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7.2. Das Riemannsche Integral über Jordan-messbaren Bereichen

2. Nach De�nition ist eine Jordan-Nullmenge eine Jordan-messbare Teilmenge N ⊂
Rn, so dass gilt Z

Q
f(x)dx = 0

mit der charakteristische Funktion χN(x) = f(x) und einem Quader Q ⊃ N .

�⇒� Bei einer Jordan-Nullmenge N gilt für jede Quadersumme S ⊂ N stets S = ∅
und damit |S| = 0, sonst besäÿe N Innenpunkte. Die Anwendung von 1. liefert
nun die Behauptung.

�⇐� Mit S = ∅ ⊂ N ist N nach 1. insbesondere Jordan-messbar, d.h. es gilt

0 ≤ Rf = Rf =
Z
Q
f(x)dx.

Zu jedem ε > 0 kann man nun eine Zerlegung Z von Q ⊃ T ⊃ N konstruieren
mit

0 ≤ Rf ≤ Rf (Z) ≤ |T | < ε,

d.h. es ist Rf = 0.

Bemerkung. Satz 7.2.1 kann als intrinsische, integralfreie De�nition der Jordan-Messbarkeit
verwendet werden. Bei der Entscheidung der Jordan-Messbarkeit einer beschränkten Men-
ge B ⊂ Rn spielen dann nur endliche Vereinigungen von Quadern eine Rolle, die B von
innen bzw. von auÿen approximieren. Auch das Jordan-Maÿ selbst kann integralfrei be-
schrieben werden.

De�nition. Für eine beschränkte Menge B ⊂ Rn existiert µ(B) = sup{|S| : S ⊂
B ist Quadersumme} bzw. µ(B) = inf{|T | : T ⊃ B ist Quadersumme} und heiÿt das
innere Jordan-Maÿ bzw. das äuÿere Jordan-Maÿ von B.

Korollar.

1. B ⊂ Rn Jordan-messbar ⇔ µ(B) = µ(B) [= µ(B)]

2. N ⊂ Rn Jordan-Nullmenge ⇔ µ(N) = 0 [= µ(N)]

Beweis.

1. Nach Satz 7.2.1 ist B ⊂ Rn genau dann Jordan-messbar, wenn zu jedem ε > 0
Quadersummen S ⊂ B ⊂ T mit |T | − |S| < ε existieren.

�⇒� Seien S ⊂ B ⊂ T Quadersummen mit |T | − |S| < ε für ein vorgegebenes
ε > 0. Dann gilt wegen |S| ≤ µ(B) ≤ µ(B) ≤ |T | auch µ(B) − µ(B) < ε. Da
ε > 0 beliebig gewählt werden kann und stets µ(B) ≤ µ(B) ≤ µ(B) gilt, folgt
µ(B) = µ(B) = µ(B).
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7. Integralrechnung in mehreren Veränderlichen

�⇐� Nach De�nition von Supremum bzw. In�mum existieren Quadersummen S ⊂
B ⊂ T mit µ(B) − ε

2
< |S| bzw. µ(B) + ε

2
> |T |. Wegen µ(B) = µ(B) folgt

dann |T | − |S| < ε, d.h. B ist Jordan-messbar mit µ(B) = µ(B) = µ(B).

2. Die Behauptung folgt unmittelbar aus der ersten Aussage.

Bemerkung. Wir geben einige Eigenschaften des inneren und äuÿeren Jordan-Maÿes im
Rn an:

1. A ⊂ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B) und µ(A) ≤ µ(B)

2. µ(B̊) = µ(B) und µ(B) = µ(B)

3. µ(Q \B) = |Q| − µ(B) für einen Quader Q ⊃ B

4. µ(∂B) = µ(B)− µ(B)

Beweis.

1. Die Aussage ist eine direkte Folgerung der De�nition von Supremum und In�mum.

2. Zunächst zeigen wir µ(B̊) = µ(B). Sei dazu ε > 0 vorgegeben und S ⊂ B eine
Quadersumme mit µ(B) − ε

2
< |S|. Eine Verkleinerung der Teilquader Q ⊂ B

von S ⊂ B um ein δ > 0 in jeder Dimension liefert nun abgeschlossene Teilquader
Qδ ⊂ Q̊ ⊂ B̊. Insgesamt erhält man eine Quadersumme Sδ ⊂ B̊, wobei für genügend
kleine δ > 0 stets |S| − |Sδ| < ε

2
gilt. Es folgt

µ(B) ≥|{z}
B⊃B̊

µ(B̊) ≥|{z}
B̊⊃Sδ

|Sδ| >|{z}
|S|−|Sδ|< ε

2

|S| − ε

2
>|{z}

µ(B)− ε
2
<|S|

µ(B)− ε,

also 0 ≤ µ(B)− µ(B̊) < ε. Da ε > 0 beliebig gewählt wurde, gilt µ(B̊) = µ(B).
Der zweite Teil der Aussage ist trivial, da für jede Quadersumme T ⊂ Rn wegen
T = T stets B ⊂ T ⇔ B ⊂ T gilt.

3. Zu jeder Quadersumme S ⊂ B gibt es genau eine ErgänzungsquadersummeÜS ⊃ Q \B mit S ∪ ÜS = Q und |S|+ |ÜS| = |Q|. Damit folgt

µ(Q \B) = inf{|ÜS| : ÜS ⊃ Q \B} = inf{|Q| − |S| : S ⊂ B}
= |Q| − sup{|S| : S ⊂ B} = |Q| − µ(B)

4. Zunächst gilt

µ(∂B) = µ
�
Q \ (Q \ ∂B)

�
= |Q| − µ(Q \ ∂B)

und analog µ(B) = |Q| − µ(Q \B). Für einen Quader Q ⊃ B gilt weiter Q \ ∂B =

B̊ ∪Q \B und wegen B̊ ∩Q \B = ∅ folgt

|Q| − µ(∂B) = µ(Q \ ∂B) = µ(B̊) + µ(Q \B) = µ(B̊) + |Q| − µ(B)

⇒ µ(B)− µ(B)R = µ(B)− µ(B̊) = µ(∂B).
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Satz 7.2.2.

1. B ⊂ Rn Jordan-messbar ⇒ B̊ und B Jordan-messbar mit µ(B̊) = µ(B) = µ(B)

2. B ⊂ Rn Jordan-messbar ⇔ ∂B Jordan-Nullmenge

Beweis.

1. Für jede beschränkte Menge B ⊂ Rn gilt stets µ(B̊) ≤ µ(B̊). Damit folgt aus

µ(B̊) ≤|{z}
B̊⊂B

µ(B) =|{z}
B ist Jordan-messbar

µ(B) = µ(B̊)

die Jordan-Messbarkeit von B̊ mit µ(B̊) = µ(B) = µ(B) = µ(B). Analog gilt
µ(B) ≤ µ(B) und

µ(B) = µ(B) =|{z}
B ist Jordan-messbar

µ(B) ≤|{z}
B⊂B

µ(B),

d.h. B ist Jordan-messbar mit µ(B) = µ(B).

2. Für jede beschränkte Menge B ⊂ Rn gilt stets µ(∂B) = µ(B)− µ(B). Damit folgt:
B Jordan-messbar⇔ µ(B) = µ(B)⇔ µ(∂B) = 0⇔ ∂B Jordan-Nullmenge.

Beispiel. Damit eine Menge Jordan-messbar ist, muss ihr Rand �dünn� � d.h. eine Jordan-
Nullmenge � sein. Eine Menge mit einem �dicken� Rand ist etwa B = [0, 1]∩Q, denn es gilt
∂B = {x ∈ R | in jeder Umgebung von x liegt ein Punkt aus B und ein Punkt aus R \
B} = [0, 1].

Lemma 7.2. Sei ϕ : K ⊂ Rn → Rn auf dem Kompaktum K Lipschitz-stetig. Dann gilt
µ(ϕ[K]) ≤ M · µ(K) mit M ≥ 0. Insbesondere gilt also: K Jordan-Nullmenge ⇒ ϕ[K]
Jordan-Nullmenge.

Beweis. Auf der kompakten Menge K besitzt f eine globale Lipschitz-Konstante L ≥ 0
mit

∀x,x′∈K |ϕ(x)− ϕ(x′)| ≤ L|x− x′|.

Sei nun ε > 0 vorgegeben. Dann existiert wegen µ(K) = inf{|T | : T ⊃ K ist Quadersumme}
eine Quadersumme T =

S
0≤l≤rQl ⊃ K mit |T | ≤ µ(K) + ε. Ist dabei dl die gröÿte bzw.

cl die kleinste Kantenlänge eines Teilquader Ql, so kann man � evtl. nach Unterteilung
� annehmen, dass dl ≤ 2cl gilt. Da für das Verhältnis von Maximumsnorm | · |∞ und
euklidischer Norm | · | nach Satz 2.1.3 für alle x ∈ Rn stets |x|∞ ≤ |x| und |x| ≤

√
n|x|∞

gilt, folgt für Kl = K ∩Ql nun

∀x,x′∈Kl |x− x′| ≤
√
n |x− x′|∞ ≤

√
ndl ≤ 2

√
ncl

⇒ ∀x,x′∈Kl |ϕ(x)− ϕ(x′)|∞ ≤ |ϕ(x)− ϕ(x′)| ≤ L |x− x′| ≤ 2
√
nLcl,
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7. Integralrechnung in mehreren Veränderlichen

d.h. es ist ϕ[Kl] ⊂ Wl mit einem Würfel der Kantenlänge 2
√
nLcl. Wegen K =

S
0≤l≤rKl

ergibt sich also ϕ[K] = ϕ[
S

0≤l≤rKl] =
S

0≤l≤r ϕ[Kl] ⊂
S

0≤l≤rWl. Da die � nicht notwen-
dige disjunkte � Vereinigung

S
0≤l≤rWl zu einer Quadersumme S ⊃ ϕ[K] reduzierbar ist,

folgt schlieÿlich

µ(ϕ[K]) ≤ |S| ≤
rX
l=0

|Wl| =
rX
l=0

(2
√
nLcl)

n

= (2
√
nLc)n| {z }

=M

rX
l=0

cnl ≤M
rX
l=0

|Ql| = M |T | ≤M(µ(K) + ε)

und da ε > 0 beliebig gewählt wurde, erhält man die Behauptung.

Satz 7.2.3. Sei ϕ : K ⊂ Rp → Rn mit p < n auf dem Kompaktum K ⊂ Rp Lipschitz-
stetig (etwa C1-di�erenzierbar auf einem Gebiet G ⊃ K). Dann ist das Bild ϕ[K] eine
Jordan-Nullmenge im Rn.

Beweis. Die Menge fK = {(x, 0) ∈ Rn | x ∈ K} ⊂ Rn ist ebenfalls abgeschlossen sowie
beschränkt und daher kompakt. Auÿderdem ist fK eine Jordan-Nullmenge, da für jedes
ε > 0 eine Quadersummen T ⊃ fK mit |T | < ε gewählt werden kann. Da schlieÿlich
ϕ : K ⊂ Rp → Rn eine lokale Lipschitz-Bedingung erfüllt, ist auch eϕ : (x, 0) ∈ fK ⊂ Rn 7→
ϕ(x) ∈ Rn Lipschitz-stetig. Insgesamt ist also ϕ[K] = eϕ[K] eine Jordan-Nullmenge im
Rn.

Korollar. Ein beschränkter Bereich B ⊂ Rn ist dann Jordan-messbar, wenn sich der
Rand ∂B als endliche Vereinigung von Bildern ϕ[K] kompakter Mengen K ⊂ Rp unter
C1-Abbildungen mit p < n darstellen lässt.

Beispiel. Ein Kreis B = K1(0) = {x ∈ R2 : |x| ≤ 1} ⊂ R2 ist Jordan-messbar, da für die
stetig di�erenzierbare Abbildung

ϕ : u ∈ R 7→
�

cosu
sinu

�
∈ R2

und die kompakte Menge K = [0, 2π] ⊂ R gilt ϕ[K] = ∂B = S1 = {x ∈ R2 : |x| = 1} ⊂
R2. Ebenso sind alle anderen elemtar-geometrischen Objekte (Ellipsoide, Kegel,
Paraboloide) Jordan-messbar.

Satz 7.2.4. Ist f : N ⊂ Rn → R eine beschränkte Funktion auf einer Jordan-Nullmenge
N ⊂ Rn, so existiert Z

N
f(x)dx = 0.

Beweis. Sei ∀x∈N |f(x)| ≤M . Da N eine Jordan-Nullmenge ist, existiert zu jedem ε > 0
eine Zerlegung Z eines Quaders Q ⊃ N mit |T | < ε

2M
für

T =
X

Qk∩N 6=∅
Qk ⊃ N.

Dann ist aber

VχNf (Z) =
X

Qk∩N 6=∅
|∆f |Qk |Qk| ≤ 2M

X
Qk∩N 6=∅

|Qk| = 2M |T | < ε.
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Korollar.

1. Man kann Riemann-integrierbare Funktionen f : B ⊂ Rn → R willkürlich auf
Jordan-Nullmengen N ⊂ B abändern, ohne die Riemann-Integrierbarkeit und den
Wert des Integrals zu ändern, denn wegen χBf = χB\Nf + χNf giltZ

B
f(x)dx =

Z
B\N

f(x)dx+
Z
N
f(x)dx| {z }
=0

=
Z
B\N

f(x)dx+
Z
N

ef(x)dx| {z }
=0

=
Z
B

ef(x)dx.

2. Insbesondere ist Z
B
f(x)dx =

Z
B̊
f(x)dx =

Z
B
f(x)dx,

falls B Jordan-messbar ist und eines dieser Integrale existiert.

Satz 7.2.5. Sei B ⊂ Rn Jordan-messbar und f : B → R beschränkt. Weiter sei f stetig
� evtl. auÿer auf einer Jordan-Nullmenge N ⊂ B (�fast überall stetig� im Jordanschen
Sinne). Dann ist f über B Riemann-integrierbar.

Beweis. Mit f ist auch χBf : Q ⊃ B → R beschränkt und stetig bis auf eine Jordan-
Nullmenge fN ⊂ N ∪ ∂B. Man kann also o.B.d.A. f ≡ χBf : Q → R und fN = N
annehmen. Sei nun ∀x∈Q |f(x)| ≤M und ε > 0 vorgegeben. Da N eine Jordan-Nullmenge
ist, existiert eine Zerlegung Z ⊂ Q mitX

Qk∩N 6=∅
|Qk| < ε.

Wir zerlegen Q in die Quadersummen S =
S
Qk∩N 6=∅Qk mit |S| < ε und T =

S
Qk∩N=∅Qk

mit |T | ≤ |Q|. Da T als endliche Vereinigung kompakter Mengen selbst kompakt ist, ist
f nach Satz 2.4.10 auf T sogar gleichmäÿig stetig, d.h.

∃δ>0 ∀x,x′∈T |x− x′| < δ ⇒ |f(x)− f(x′)| < ε.

Durch Übergang zu einer feineren Zerlegung Z ′ ⊃ Z kann man erreichen, dass für alle
Teilquader x, x′ ∈ Q′k ⇒ |x− x′| < δ gilt. Damit erhält man

Vf (Z
′) =

X
Q′
k
⊂S
|∆f |Q′

k
|Q′k|+

X
Q′
k
⊂T
|∆f |Q′

k
|Q′k|

≤ 2M
X
Q′
k
⊂S
|Q′k|+ ε

X
Q′
k
⊂T
|Q′k| = 2M |S|+ ε|T | < ε(2M + |Q|).

Satz 7.2.6. Sei f : B ⊂ Rn → R Riemann-integrierbar. Dann ist graph f = {(x, f(x)) ∈
Rn+1 | x ∈ B} eine Jordan-Nullmenge im Rn+1.

Beweis. Sei Q ⊃ B ein Quader. Dann ist nach Voraussetzung χBf : Q → R Riemann-
integrierbar, d.h. es existiert eine Zerlegung Z ⊂ Q mit VχBf (Z) < ε. Mit Mk =
sup{χBf(x) | x ∈ Qk} und mk = inf{χBf(x) | x ∈ Qk} gilt nun

VχBf (Z) =
X

(Mk −mk)|Qk| =
X
|Qk × [mk,Mk]|.

221



7. Integralrechnung in mehreren Veränderlichen

Wählt man im Falle Mk = mk eine gröÿere Intervallgrenze ÝMk = Mk + δ > mk, so erhält
man eine Quadersumme

T =
[

Mk>mk

Qk × [mk,Mk] ∪
[

Mk=mk

Qk × [mk,ÝMk] ⊃ graphχBf ⊃ graph f

im Rn+1 mit

|T | =
X

Mk>mk

|Qk × [mk,Mk]|| {z }
=VχBf (Z)

+
X

Mk=mk

|Qk × [mk,ÝMk]|| {z }
<ε für ein geeignetes δ

< 2ε.

Beispiel. Der Rand einer Vollkugel Kn+1
r = {x ∈ Rn+1 : |x| ≤ r} ⊂ Rn+1 ist die Sphäre

Snr = {x ∈ R : |x| = r}. Dabei ist Snr stückweise Graph der stetigen Abbildung

ϕn± : x ∈ Kn
r ⊂ Rn 7→ ±

È
r2 − |x|2 ∈ R,

denn (x, xn+1) ∈ Snr ⇔ |x|2 + |xn+1|2 = |(x, xn+1)|2 = r2 ⇔ |x|2 ≤ r und xn+1 =
±
È
r2 − |x|2 ⇔ x ∈ Kn+1

r und xn+1 = ϕn±(x). Jetzt kann man analog zu

K1
r = [−r, r] ⊂ R Jordan-messbar

Satz 7.2.5
=⇒ ϕ1

± über K1
r Riemann-integrierbar

Satz 7.2.6
=⇒ S1

r = graphϕ1
± ⊂ R2 Jordan-Nullmenge

Satz 7.2.2
=⇒ K2

r ⊂ R2 Jordan-messbar

induktiv schlieÿen, dass alle n-Sphären Snr bzw. KugelnK
n+1
r im Rn+1 Jordan-Nullmengen

bzw. Jordan-messbar sind.

7.3. Der Satz von Fubini und der Transformationssatz
für Riemann-Integrale

A. Der Satz von Fubini

Satz 7.3.1. (x, y) ∈ B ⊂ Rp × Rq → f(x, y) ∈ R sei Riemann-integrierbar und für alle
x ∈ B′ = {x ∈ Rp | ∃y∈Rq (x, y) ∈ B} existiere das Riemann-Integral

F (x) =
Z
Bx
f(x, y)dy

über Bx = {y ∈ Rq | (x, y) ∈ B}. Dann ist F über B′ Riemann-integrierbar mitZ
B
f(x, y)d(x, y) =

Z
B′
F (x)dx.

Beweis. Für einen Quader P ×Q ⊃ B betrachten wir die charakteristischen Funktionen
χB : P×Q→ R sowie χB′ : P → R und χBx : Q→ R. Dann gilt χB(x, y) = χB′(x)·χBx(y)
und wegen
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7.3. Der Satz von Fubini und der Transformationssatz für Riemann-Integrale

(1) (x, y) ∈ P ×Q 7→ χBf(x, y) ∈ R ist Riemann-integrierbar

(2) Für x ∈ B′ giltZ
Q
χBf(x, y)dy =

Z
Q
χBxf(x, y)dy =

Z
Bx
f(x, y)dy = F (x)

und für x 6∈ B′ giltZ
Q
χBf(x, y)dy =

Z
Q

0dy = 0,

d.h. für alle x ∈ P existiertÜF (x) =
Z
Q
χBf(x, y)dy = χB′F (x)

liefert Satz 7.1.1 nunZ
B
f(x, y)d(x, y)

(1)
=
Z
P×Q

χBf(x, y)d(x, y)

Satz 7.1.1
=

Z
P

ÜF (x)dx
(2)
=
Z
P
χB′F (x)dx =

Z
B′
F (x)dx.

De�nition. Ein Bereich B ⊂ Rn+1 der Gestalt B = {(x, y) ∈ Rn×R | x ∈ B′ und ϕ(x) ≤
y ≤ ψ(x)} für eine Teilmenge B′ ⊂ Rn und Funktionen ϕ, ψ : B′ → R mit ∀x∈B′ ϕ(x) ≤
ψ(x) heiÿt einfacher Bereich oder Normalbereich bzgl. der y-Koordinaten.

Korollar. (Integration über Normalbereichen) ϕ, ψ : B′ → R seien auf einem
Jordan-messbaren Bereich B′ ⊂ Rn beschränkt und stetig mit ∀x∈B′ ϕ(x) ≤ ψ(x). Weiter
sei (x, y) ∈ B ⊂ Rn+1 7→ f(x, y) ∈ R auf dem Normalbereich B = {(x, y) ∈ Rn × R | x ∈
B′ und ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x)} stetig und beschränkt. Dann existiertZ

B
f(x, y)d(x, y) =

Z
B′

�Z ψ(x)

ϕ(x)
f(x, y)dy

�
dx.

Beweis. Es sind die Voraussetzungen von Satz 7.3.1 zu überprüfen. Dazu zeigen wir:

(1) Der Normalbereich B ist Jordan-messbar, denn nach Satz 7.2.5 ist dann (x, y) ∈
B 7→ f(x, y) Riemann-integrierbar.
Jordan-Messbarkeit: Es ist ∂B ⊂ graphψ ∪ graphϕ ∪B′′ mit B′′ = {(x, y) | x ∈
∂B′ und y ∈ [ϕ(x), ψ(x)]}. Nun untersuchen wir die einzelnen Komponenten dieser
Vereinigung:

a) Da B′ Jordan-messbar ist und ϕ, ψ beschränkt sowie stetig sind, sind die Gra-
phen von ϕ, ψ nach Satz 7.2.5 und Satz 7.2.6 Jordan-Nullmengen.

b) Aus der Beschränktheit von ϕ, ψ folgt weiter ∀x∈∂B′ [ϕ(x), ψ(x)] ⊂ [m,M ],
d.h. B′′ ⊂ ∂B′ × [m,M ]. Da ∂B′ eine Jordan-Nullmenge im Rn ist, ist auch
∂B′ × [m,M ] eine Jordan-Nullmenge im Rn+1.
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7. Integralrechnung in mehreren Veränderlichen

Insgesamt ist also ∂B eine Jordan-Nullmenge, d.h. B ist nach Satz 7.2.2 Jordan-
messbar.

(2) Für alle x ∈ B′ existiert

F (x) =
Z
Bx
f(x, y)dy| {z }

Bx=[ϕ(x),ψ(x)]

=
Z ψ(x)

ϕ(x)
f(x, y)dy.

Riemann-Integrierbarkeit: Für alle x ∈ B′ ist y ∈ R 7→ f(x, y) ∈ R stetig und
somit über dem Intervall Bx = [ϕ(x), ψ(x)] Riemann-integrierbar.

Bemerkung.

1. Da (x, y) ∈ B 7→ f(x, y) = 1 auf jedem Normalbereich B ⊂ Rn+1 stetig und be-
schränkt ist, existiert stets das Riemann-IntegralZ

B
1dx =

Z
B′

�Z ψ(x)

ϕ(x)
1dy

�
dx.

Daher ist jeder Normalbereich Jordan-messbar mit

µ(B) =
Z
B′

�
ϕ(x)− ψ(x)

�
dx.

2. Im R2 gilt für einen Normalbereich B = {(x, y) ∈ R2 | x ∈ [a, b] und ϕ(x) ≤ y ≤
ψ(x)} bzgl. der y-KoordinatenZ

B
f(x, y)d(x, y) =

Z b

a

�Z ψ(x)

ϕ(x)
f(x, y)dy

�
dx.

Falls B auch ein Normalbereich bzgl. der x-Koordinaten ist, d.h. falls etwa B =
{(x, y) ∈ R2 | y ∈ [a, b] und ϕ(y) ≤ x ≤ ψ(y)} gilt, erhält man zusätzlichZ

B
f(x, y)d(x, y) =

Z b

a

 Z ψ(y)

ϕ(y)
f(x, y)dx

!
dy.

3. Im R3 gilt für einen Bereich B = {(x, y, z) ∈ R3 | x ∈ [a, b] und ϕ(x) ≤ y ≤
ψ(x) und α(x, y) ≤ z ≤ β(x, y)} mit B′ = {(x, y) ∈ R2 | x ∈ [a, b] und ϕ(x) ≤ y ≤
ψ(x)} sukzessiveZ

B
f(x, y, z)d(x, y, z) =

Z
B′

�Z β(x,y)

α(x,y)
f(x, y, z)dz

�
d(x, y)

=
Z b

a

�Z ψ(x)

ϕ(x)

�Z β(x,y)

α(x,y)
f(x, y, z)dz

�
dy

�
dx.
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Beispiel. Wegen µ(K2
r ) = {(x, y) ∈ R2 | x2 +y2 ≤ r2} = {(x, y) ∈ R2 | x ∈ [−r, r] und −√

r2 − x2 ≤ y ≤
√
r2 − x2} erhält man das Jordan-Maÿ

µ(K2
r ) =

Z +r

−r
2
√
r2 − x2dx =

�
1

2

�
x
√
r2 − x2 + r2 arcsin

x

r

��+r

−r
= r2π.

Korollar. (Prinzip von Cavalieri) Sei B ⊂ R × Rn Jordan-messbar mit ∀(x,y)∈B x ∈
[a, b] und für alle x ∈ [a, b] existiere das Jordan-Maÿ µ(Bx) von Bx = {y ∈ Rn | (x, y) ∈
B}. Dann ist x 7→ µ(Bx) über [a, b] Riemann-integrierbar mit

µ(B) =
Z b

a
µ(Bx)dx.

Bemerkung. Seien B, ÜB ⊂ R × Rn Jordan-messbar mit ∀(x,y)∈B ∀(x,y)∈eB x ∈ [a, b] und

für alle x ∈ [a, b] existieren die Jordan-Maÿe µ(Bx) = µ(ÜBx). Dann folgt

µ(B) =
Z b

a
µ(Bx)dx =

Z b

a
µ(ÜBx)dx = µ(ÜB).

Beispiel. Es sei B = K3
r = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ r2}. Dann gilt ∀(x,y,z)∈B x ∈

[−r,+r] und ∀x∈[−r,r] Bx = {(y, z) ∈ R2 | y2 + z2 ≤ r2 − x2} = K2
r2−x2 mit µ(Bx) =

(r2 − x2)π. Also ist

µ(K3
r ) =

Z +r

−r
(r2 − x2)πdx = π

�
r2x− 1

3
x3
�+r

−r
=

4

3
r3π.

B. Der Transformationssatz

Bemerkung. Sei ϕ : K = [a, b] → I ⊂ R stetig di�erenzierbar mit ∀t∈K ϕ′(t) 6= 0 und
f : I → R stetig. Dann existieren die folgenden Integrale und nach der Substitionsregel
für eindimensionale Riemann-Integrale (Satz 4.3.4) giltZ ϕ(b)

ϕ(a)
f(x)dx =

Z b

a
f
�
ϕ(t)

�
ϕ′(t)dt.

Da für das Bildintervall ϕ[K] gilt

ϕ[K] =

¨
[ϕ(a), ϕ(b)] für ∀t∈K ϕ′(t) > 0
[ϕ(b), ϕ(a)] für ∀t∈K ϕ′(t) < 0

,

erhält man die DarstellungZ
ϕ[K]

f(x)dx =
Z
K
f
�
ϕ(t)

�
|ϕ′(t)|dt.

Satz 7.3.2. (Transformationssatz)
Sei ϕ : G ⊂ Rn → Rn auf einem Gebiet G stetig di�erenzierbar und auf der kompakten
sowie Jordan-messbaren Teilmenge K ⊂ G injektiv und regulär � d.h. ∀u∈K detDϕ(u) 6=
0. Ist dann f : ϕ[K]→ R stetig, so existieren die folgenden Integrale und es giltZ

ϕ[K]
f(x)dx =

Z
K
f
�
ϕ(u)

�
| detDϕ(u)|du.

Dabei gilt die Aussage auch dann, wenn ϕ auf einer Jordan-Nullmenge N ⊂ K nicht
injektiv oder nicht regulär ist.
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7. Integralrechnung in mehreren Veränderlichen

Beweis. Wir skizzieren lediglich die Beweisidee durch Approximation der Integrale, eine
Verfeinerung dieser Approximation liefert im Grenzfall die geforderte Gleichheit. Zunächst
folgt aus den Voraussetzungen des Satzes die Existenz der Integrale, d.h. es ist lediglich
ihre Gleichheit zu untersuchen.

(1) Eine Approximation von K durch Quadersummen S =
S
Qk liefert eine Approxima-

tion des Bildes ϕ[K] durch eine Summe ϕ[S] =
S
ϕ[Qk] krumm�ächig begrenzter

Bereiche Bk = ϕ[Qk]. Für hinreichend kleine Quader Qk gilt mit uk ∈ Qk nach
den Taylorschen Sätzen ϕ|Qk(u) ≈ ϕ(uk) + Dϕ(uk)(u − uk), d.h. ϕ|Qk lässt sich
durch eine a�n-lineare Abbildung u 7→ eϕ(u) = Au + b approximieren (dabei hat
der Translationsanteil b ∈ Rn keinen Ein�uss auf die Volumenberechnung). Also ist
Bk = ϕ[Qk] ≈ eϕ[Qk] näherungsweise ein Parallelotop.

(2) Für das Volumen eines Parallelotops P ⊂ Rn als Bild des Einheitswürfels W ∈ Rn

unter der linearen Abbildung u 7→ Au mit einer Matrix A = (a1, . . . , an) gilt µ(P ) =
µ(A[W ]) = |det(a1, . . . , an)| = |detA|. Für einen Quader Q ⊂ Rn mit den Kanten-
längen d1, . . . , dn folgt daher µ(A[Q]) = |det(d1a1, . . . , dnan)| = |det(a1, . . . , an)| ·
d1, · · · , dn = |detA| · |Q|. Also erhält man µ(Bk) ≈ µ( eϕ[Qk]) = | detDϕ(uk)| · |Qk|.

Aus (1) und (2) folgt nun insgesamtZ
ϕ[K]

f(x)dx ≈
X

f(xk)µ(Bk) =
X

f
�
ϕ(uk)

�
µ(Bk)

≈
X

f
�
ϕ(uk)

�
· | detDϕ(uk)| · |Qk| ≈

Z
K
f
�
ϕ(u)

�
| detDϕ(u)|du

Bemerkung.

1. Ebene Polarkoordinaten: Wir untersuchen Integrale über Kreisscheiben KR ⊂
R2. Die Transformation

φ : (r, t) ∈ R2 7→ (r cos t, r sin t)

ist C1-di�erenzierbar mit detDφ(r, t) = r. Auf Q = [0, R]× [−π, π] mit ϕ[Q] = KR

ist ϕ injektiv � bis auf die Jordan-Nullmengen {0}× [−π, π] sowie [0, R]×{−π, π} �
und regulär � bis auf die Jordan-Nullmenge {0}× [−π, π]. Für eine stetige Funktion
f : KR → R gilt alsoZ

KR
f(x, y)d(x, y) =

Z
Q
r · f(r cos t, r sin t)d(r, t)

=
Z π

−π

�Z R

0
r · f(r cos t, r sin t)dr

�
dt.

Mit f(x, y) = ef(
√
x2 + y2) für eine Funktion ef : [0, R]→ R ergibt sich der SpezialfallZ

KR
f(x, y)d(x, y) = 2π

Z R

0
r · ef(r)dr.
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2. Räumliche Polarkoordinaten: Nun betrachten wir Integrale über Kugeln KR ⊂
R3. Die Transformation

φ : (r, ϕ, ϑ) ∈ R3 7→ (r cosϕ cosϑ, r sinϕ cosϑ, r sinϑ)

ist C1-di�erenzierbar mit detDφ(r, ϕ, ϑ) = r2 cosϑ. Auf Q = [0, R] × [−π, π] ×
[−pi

2
, π

2
] mit φ[Q] = KR ist φ injektiv � bis auf die Jordan-Nullmengen {0}×[−π, π]×

[−pi
2
, π

2
], [0, R]×{−π, π}×[−pi

2
, π

2
] sowie [0, R]×[−π, π]×{−π

2
, π

2
} � und regulär � bis

auf die Jordan-Nullmengen {0}× [−π, π]× [−pi
2
, π

2
] sowie [0, R]× [−π, π]×{−π

2
, π

2
}.

Für eine stetige Funktion f : KR → R gilt alsoZ
KR

f(x, y, z)d(x, y, z) =
Z
Q
r2 cosϑf

�
φ(r, ϕ, ϑ)

�
d(r, ϕ, ϑ)

=
Z π

2

−π
2

�Z π

−π

�Z R

0
r2 cosϑf

�
φ(r, ϕ, ϑ)

�
dr
�
dϕ
�
dϑ

3. Zylinderkoordinaten Ein Zylinder Z = {(x, y, z) ∈ R3 | (x, y) ∈ KR und z ∈
[0, H]} ist das Bild ϕ[Q] eines Quaders Q = [0, R] × [−π, π] × [0, H] unter der
Transformation

φ : (r, ϕ, z) ∈ R2 7→ (r cosϕ, r sinϕ, z)

mit detDϕ(r, ϕ, z) = r2.

Beispiele. Zunächst geben wir Beispiele für die Verwendung ebener Polarkoordinaten,
d.h. wir betrachten Integrale über KR ⊂ R2.

1. Mit f ≡ 1 erhält man

µ(KR) =
Z
KR

1d(x, y) =
Z π

−π

�Z R

0
rdr

�
dt = R2π.

2. Die Funktion f(x, y) =
È
R2 − (x2 + y2) beschreibt über der Kreisscheibe KR die

Halbkugel HR mit

µ(HR) =
Z
KR

È
R2 − (x2 + y2)d(x, y) =

Z π

−π

�Z R

0
r
√
R2 − r2dr

�
dt

=
Z π

−π

�
−1

3

È
(R2 − r2)3

�R
0
dt =

2

3
πR3.

3. Für die Funktion f(x, y) = e−(x2+y2) giltZ
KR

f(x, y)d(x, y) =
Z π

−π

�Z R

0
e−r

2

dr
�
dt = π(1− e−R

2

).

Integration von f(x, y) über dem Quader QR = [−R,R]2 liefertZ
QR
f(x, y)d(x, y) =

Z R

−R

�Z R

−R
e−(x2+y2)dx

�
dy =

�Z R

−R
e−x

2

dx
�2
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und wegen KR ⊂ QR ⊂ K√2R erhält man

π(1− e−R
2

) ≤
�Z R

−R
e−x

2

dx
�2

≤ π(1− e−2R2

).

Der Grenzübergang R→∞ ergibt dannZ ∞
−∞

e−x
2

dx =
√
π.

Für die Gammafunktion Γ : R+ → R mit Γ(x + 1) = xΓ(x) für alle x > 0 � also
insbesondere Γ(n+ 1) = n! für alle n ∈ N0 � folgt damit

Γ(
1

2
) =

Z ∞
0

t−
1
2 e−tdt

Substitution
=

Z ∞
0

1

x
e−x

2

2xdx = 2
Z ∞

0
e−x

2

dx =
√
π.

Nun betrachten wir Integrale über KR ⊂ R3 und verwenden räumliche Polarkoordinaten.

4. Mit f ≡ 1 erhält man

µ(KR) =
Z
KR

1d(x, y) =
Z π

2

−π
2

�Z π

−π

�Z R

0
r2 cosϑdr

�
dϕ
�
dϑ =

4

3
πR3.

7.4. Der Flächeninhalt p-dimensionaler Flächen im Rn

Das Jordan-Maÿ µ(B) im Rn gibt das n-dimensionale Volumen eines �festen� Körpers
B ⊂ Rn an. Dabei ist eine p-dimensionale Fläche als Bild einer kompakten Menge unter
eine C1-Funktion Rp → Rn für p < n nach Satz 7.2.3 eine Jordan-Nullmenge. Für solche
Flächen M ⊂ Rn suchen wir einen p-dimensionalen Flächeninhalt � ein p-Areal ap(M).

Bemerkung.

1. Für eindimensionale Flächen � also Kurven � im Rn ist das Problem bereits in Satz
4.5.11 gelöst: Falls die Teilmenge M ⊂ Rn eine C1-Parameterdarstellung t ∈ I 7→
c(t) ∈M besitzt, ist ihre Länge

l(M) = a1(M) =
Z
I
|ċ(t)|dt.

2. Durch Betrachtung des Flächeninhalts

p(x1, . . . , xn) =
È
G(x1, . . . , xn) =

È
det(〈x%, xδ〉)1≤%,δ≤p

eines von den Vektoren x1, . . . , xp aufgespannten p-dimensionalen Parallelogramms
im Rn lässt sich das Verfahren aus Satz 4.5.11 verallgemeinern.
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7.4. Der Flächeninhalt p-dimensionaler Flächen im Rn

De�nition. Ist M ⊂ Rn eine p-dimensional parametrisierte C1-Fläche für 1 ≤ p ≤ n,
d.h. existiert eine C1-Parameterdarstellung u ∈ B 7→ x(u) ∈ Rn mit x[B] = M für einen
kompakten und Jordan-messbaren Parameterbereich B ⊂ Rp, so sei ihr p-dimensionaler
Flächeninhalt

ap(M) =
Z
B

È
G(x1, . . . , xn)(u)du,

wobei die Gramsche Determinante G(x1, . . . , xp) das Quadrat des p-dimensionalen
Flächeninhalts des von den Tangentialvektoren x1 = ∂1x, . . . , xp = ∂px aufgespannten
p-dimensionalen Parallelogramms im Rn angibt.

Bemerkung.

1. Die Forderung der stetigen Di�erenzierbarkeit der Parameterdarstellung u ∈ B 7→
x(u) bezieht sich auf ein Gebiet G ⊃ B.

2. Ist die Parameterdarstellung nicht injektiv, so werden die Flächeninhalte mehrfach
überdeckter Bereiche mehrfach gezählt. Dies ist unproblematisch für p-dimensionale
Jordan-Nullmengen.

Beispiel. Wir berechnen den Flächeninhalt der Kugelober�äche S2
R ⊂ R3 mit R > 0.

(i) Die C1-Parameterdarstellung

(u, v) 7→ x(u, v) = R

�
cosu cos v
sinu cos v

sin v

�
ist auf Q = [−π, π]× [−π

2
, π

2
] injektiv � bis auf eine Jordan-Nullmenge � und es gilt

x[Q] = S2
R.

(ii) Die Tangentialvektoren sind

x1(u, v) = ∂ux(u, v) = R

�
− sinu cos v
cosu cos v

0

�
und

x2(u, v) = ∂vx(u, v) = R

�
− cosu sin v
− sinu sin v

cos v

�
.

(iii) Nun berechnen wir die Gramsche Determinante

G(x1, x2)(u, v) =

�����〈x1(u, v), x1(u, v)〉 〈x1(u, v), x2(u, v)〉
〈x2(u, v), x1(u, v)〉 〈x2(u, v), x2(u, v)〉

�����
=

����� R2 cos2 v 0
0 R2

����� = R4 cos2 v
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7. Integralrechnung in mehreren Veränderlichen

Insgesamt folgt also

a2(S2
R) =

Z
Q

È
G(x1, x2)(u, v)d(u, v) =

Z π

−π

�Z π
2

−π
2

R2 cos vdv

�
du = 4R2π

Bemerkung. Es ist zu zeigen, dass man den Flächeninhalt ap(M) durch Grenzübergang
aus den elementaren Flächeninhalten einbeschriebener Polyeder gewinnen kann. Dazu tri-
anguliert man die Fläche (vier Punkte liegen i.A. nicht in einer Ebene). Man erhält ebene
Dreiecke, deren Flächeninhalt man elementar bestimmen kann. Die Verfeinerung der Tri-
angulierung liefert aber nur unter bestimmten Voraussetzungen das gewünschte Ergebnis.

Beispiel. (Schwarz, 1890)
Wir betrachten die Mantel�äche eines Kreiszylinders mit der Parameterdarstellung

(u, v) 7→ x(u, v) =

�
r cosu
r sinu
v

�
für (u, v) ∈ [0, 2π]× [0, h]. Die de�nierte Formel liefert den Mantel�ächeninhalt

A =
Z 2π

0

�Z h

0
r dv

�
du = 2πrh.

Nun triangulieren wir die Fläche und schneiden sie dazu mit k+1 parallelen Ebenen, wobei
�Boden� und �Deckel� des Zylinders jeweils in einer dieser Ebenen liegen. Auf jedem der
zugehörigen Breitenkreise wählt man nun l äquidistante Stützstellen, indem man diese
jeweils um ∆u = 1

2
· 2π
l
versetzt. Diese Stützstellen liefern nun 2kl kongruente Dreiecke.

Das durch die Stützstellen

A =

�
r
0
0

�
, B =

�
r cos 2π

l

r sin 2π
l

0

�
und C =

�
r cos π

l

r sin π
l

0

�
gegebene Dreieck besitzt dabei den Flächeninhalt

A4 = r sin
π

l

Ì�
h

k

�2

+ 4r2 sin4 π

2l
,

d.h. der elementare Flächeninhalt der Triangulierung ist

Akl = 2klA4 = 2rπ
sin π

l
π
l

Ì
h2 +

r2π4

4

�
k

l2

�2
 

sin π
l

π
l

!4

mit lim
l→∞

sin π
l

π
l

= 1.

Nun betrachten wir verschiedene Grenzübergänge:

(1) liml→∞Akl = 2rπh mit liml→∞A4 = 0

(2) limk→∞Akl =∞ aber limk→∞A4 6= 0
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7.5. Das Lebesguesche Maÿ und Integral

(3) liml→∞All = 2rπh mit liml→∞A4 = 0

(4) liml→∞Ak(l)l = 2rπ
q
h2 + q2r2π4

4
für liml→∞

k(l)
l

= q ∈ R obwohl liml→∞A4 = 0

(5) liml→∞Al3l =∞ obwohl liml→∞A4 = 0

In (4) und (5) erhalten wir falsche Ergebnisse, da zwar liml→∞A4 = 0 gilt, aber die
Dreiecke immer ��acher� werden � d.h. ihr Scheitelwinkel strebt gegen π. Man kann
nun zeigen:

Benutzt man Triangulierungen mit liml→∞A4 = 0, so dass beim Grenz-
übergang kein Dreieckswinkel π beliebig nahe kommt, so konvergiert der Ge-
samt�ächeninhalt der Triangulierung gegen den �richtigen� Wert 2rπh.

7.5. Das Lebesguesche Maÿ und Integral

Das Jordan-Maÿ bzw. das Riemann-Integral weist einige Mängel auf:

1. Nur beschränkte Bereiche können Jordan-messbar sein und nur beschränkte Funk-
tionen (über beschränkten Bereichen) können Riemann-integrierbar sein. Man kann
zwar uneigentliche Riemann-Integrale de�nieren, aber diese besitzen keine �schönen�
Eigenenschaften.

2. Es sind nur wenige Bereiche Jordan-messbar.

Beispiel. Die Menge B = [0, 1] ∩ Q ist abzählbar � d.h. B = {pi | i ∈ N} mit
∀i∈N µ({pi}) = 0 � aber nicht Jordan-messbar.

3. Es gibt kaum �vernünftige� Konvergenzsätze für Riemann-Integrale.

Beispiel. Es sei B = [0, 1] ∩Q = {p1, . . .} und für alle k ∈ N sei

fk : x ∈ [0, 1] 7→
¨

1 für x ∈ {p1, . . . , pk}
0 sonst

«
∈ R.

Dann ist jede Funktion fk Riemann-integrierbar aber f = limk→∞ fk ist die auf [0, 1]
eingeschränkte Dirichlet-Funktion und damit nicht Riemann-integrierbar.

A. Das Lebesguesche Maÿ

De�nition. Eine abzählbare Quadersumme S im Rn ist eine abzählbare � evtl. endli-
che oder leere � Vereinigung S =

S∞
j=1 Qj � evtl. entarteter � nicht notwendig abgeschlos-

sener Quader Qj ⊂ Rn mit ∀j 6=k Qj∩Qk = ∅. Ihr elementarer Inhalt sei |S| = P∞
j=1 |Qj| ∈

[0,∞].

Bemerkung.

1. Die verwendeten Quader können degeneriert sein, d.h. es kann |Q| = 0 gelten.
Weiter können sie o�en bzw. �halbo�en� (mit fehlenden Seiten�ächen) sein. Ihr
Inhalt sei dann |Q| = |Q|.

231



7. Integralrechnung in mehreren Veränderlichen

2. Jede abzählbare Vereinigung
S∞
j=1 Pj von Quadern Pj ⊂ Rn lässt sich als abzählbare

Quadersumme S =
S∞
j=1Qj � also mit ∀j 6=k Qj ∩Qk = ∅ � darstellen. Man de�niert

induktiv ∀l∈N
ÜQl = Pl \ {P1 ∪ . . . ∪ Pl−1}, wobei sich jede Menge ÜQl als endliche

Vereinigung disjunkter Quader Qj darstellen lässt.

3. Der Inhalt |S| ∈ [0,∞] existiert immer und ist von der Reihenfolge der Summation
unabhängig, da

P∞
j=1 |Qj| absolut konvergiert.

Satz 7.5.1. Jede o�ene Teilmenge G ⊂ Rn besitzt eine Darstellung G =
S∞
j=1Qj als

abzählbare Quadersumme (sogar mit ∀j∈N Qj ⊂ G).

Beweis. Um jeden Punkt x ∈ G gibt es einen Quader Px = [a1, b1]× . . .× [an, bn] ⊂ G mit
rationalen Eckkoordinaten ai, bi. Insgesamt existieren davon nur abzählbar viele � denn
Qn ×Qn ist abzählbar. Also ist G =

S
x∈G Px eine abzählbare Vereinigung von Quadern,

die man als abzählbare Quadersumme darstellen kann.

Beispiel.

1. Der Raum Rn ist o�en mit

Rn =
[
p∈Zn

]p1, p1 + 1]× . . .×]pn, pn + 1].

2. Jede o�ene euklidische Kreisscheibe im R2 ist eine abzählbare Vereinigung von
Rechtecken.

De�nition. Das äuÿere Lebesgue-Maÿ einer nicht notwendig beschränkten Teilmenge
B ⊂ Rn sei λ(B) = inf{|T | : T ⊃ B abzählbare Quadersumme} ∈ [0,∞]. Es existiert
stets, da Rn ⊃ B eine abzählbare Quadersumme ist.

Bemerkung. Wir geben Eigenschaften des äuÿeren Lebesgue-Maÿes λ : P(Rn)→ [0,∞]
an. Es gilt:

(AM1) λ(∅) = 0

(AM2) [Monotonie] A ⊂ B ⇒ λ(A) ≤ λ(B)

(AM3) [σ-Subadditivität] λ(
S∞
j=1Bj) ≤

P∞
j=1 λ(Bj)

Beweis. Die Aussagen (AM 1) und (AM 2) folgen direkt aus der De�nition des äuÿeren
Lebesgue-Maÿes. Weiter ist für

P∞
j=1 λ(Bj) = ∞ auch die Behauptung (AM 3) o�en-

sichtlich. Sei also o.B.d.A.
P∞
j=1 λ(Bj) konvergent und ε > 0 vorgegeben. Für alle j ∈ N

existiert dann eine abzählbare Quadersumme Tj =
S∞
i=1Qij ⊃ Bj mit

|Tj| =
∞X
i=1

|Qij| < λ(Bj) +
ε

2j
.
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7.5. Das Lebesguesche Maÿ und Integral

Die abzählbare Vereinigung
S∞
j=1 Tj =

S∞
i,j=1Qij ⊃

S∞
j=1 Bj = B der Quader Qij ⊂ Tj

lässt sich dann als abzählbare Quadersumme T ⊃ B darstellen mit

λ(B) ≤ |T | ≤
∞X

i,j=1

|Qij|| {z }
absolut konvergierende Doppelreihe

=
∞X
j=1

∞X
i=1

|Qij|

≤
∞X
j=1

�
λ(Bj) +

ε

2j

�
=
∞X
j=1

λ(Bj) + ε
∞X
j=1

1

2j
=
∞X
j=1

λ(Bj) + ε.

Bemerkung.

1. Das äuÿere Jordan-Maÿ µ ist nur subadditiv mit µ(
Sn
j=1Bj) ≤

Pn
j=1 µ(Bj) und

nicht σ-subadditiv. Etwa gilt für B = [0, 1]∩Q =
S∞
j=1{pj} einerseits µ(B) = 1 und

andererseits
P∞
j=1 µ{pj} = 0.

2. Eine der Jordan-Maÿtheorie entsprechende De�nition λ∗(B) = sup{|S| : S ⊂ B
abzählbare Quadersumme} des inneren Lebesgue-Maÿes ist wenig sinnvoll. Daher
approximiert man eine Menge B nicht von innen, sondern man approximiert Rn \
B von auÿen. Dies ist in der Jordan-Maÿtheorie wegen µ(B) + µ(Q \ B) = |Q|
gleichwertig. Für beschränkte Mengen B ⊂ Rn kann man de�nieren:

a) λ(B) = |Q| − λ(Q \B) mit einem Quader Q ⊃ B

b) B Lebesgue-messbar ⇔ λ(B) = λ(B) = λ(B)

Eine Fortsetzung dieser De�nition auf unbeschränkte Mengen B ⊂ Rn ist möglich
durch: B Lebesgue-messbar ⇔ ∀Q⊂Rn Q∩B Lebesgue-messbar ⇔ ∀Q⊂Rn λ(Q∩B) +
λ(Q \ B) = |Q|. Meist verzichtet man auf ein inneres Maÿ und verwendet statt
Quadern Q ⊂ Rn beliebige �Eichmengen� E ⊂ Rn.

De�nition.

1. Eine Teilmenge B ⊂ Rn heiÿt Lebesgue-messbar, wenn ∀E⊂Rn λ(E ∩B) + λ(E \
B) = λ(E) gilt. In diesem Fall heiÿt λ(B) = λ(B) ∈ [0,∞] das Lebesgue-Maÿ von
B.

2. Eine Teilmenge N ⊂ Rn heiÿt (Lebesgue-)Nullmenge, wenn λ(N) = 0 ist.

Bemerkung.

1. Wegen E = (E ∩B)∪ (E \B)⇒ λ(E) ≤ λ(E ∩B) + λ(E \B) ist für die Lebesgue-
Messbarkeit

λ(E ∩B) + λ(E \B) ≤ λ(E)

für alle E ⊂ Rn entscheidend.

2. Statt beliebige �Eichmengen� E zu verwenden, genügt es λ(Q∩B)+λ(Q\B) ≤ λ(Q)
für Quader Q ⊂ Rn mit λ(Q) = |Q| zu prüfen.
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7. Integralrechnung in mehreren Veränderlichen

3. (Lebesgue-)Nullmengen sind Lebesgue-messbar mit λ(N) = 0, denn für alle E ⊂ Rn

gilt
λ(E ∩N| {z }

⊂N

) + λ(E \N| {z }
⊂E

) ≤ λ(N) + λ(E) = λ(E).

Man bezeichnet dabei eine Eigenschaft als �fast überall� geltend, wenn sie überall bis
auf eine (Lebesgue-)Nullmenge gilt.

4. Aus der σ-Subadditivität von λ folgt sofort: ∀j∈N Nj Nullmenge ⇒ S∞
j=1 Nj Null-

menge. Insbesondere sind also alle abzählbaren Mengen Nullmengen.

Beispiel. Die Mengen B = [0, 1] ∩ Q und A = [0, 1] \ B = [0, 1] \ Q sind wegen
µ(B) = µ(A) = 1 und µ(B) = µ(A) = 0 nicht Jordan-messbar. Aber B ist abzählbar
und daher eine Lebesgue-Nullmenge. Folglich gilt 0 = λ(B) = |[0, 1]|−λ([0, 1]\B) =
1−λ(A)⇒ λ(A) = 1. Aber es gilt auch λ(A) = |[0, 1]|−λ([0, 1]\A) = 1−λ(B) = 1,
d.h. A ist Lebesgue-messbar mit λ(A) = 1 � dagegen ist λ∗(A) = sup{|S| : S ⊂
A} = 0. An ∂A = [0, 1] sieht man dabei, dass der Rand einer Lebesgue-messbaren
Menge nicht notwendig eine Nullmenge ist.

Eigenschaften. Wir betrachten einige Eigenschaften des Mengensystems L ⊂ Rn aller
Lebesgue-messbaren Mengen:

(SA1) ∅ ∈ L
(SA2) B ∈ L ⇒ Rn \B ∈ L
(SA3) ∀j∈N Bj ∈ L ⇒

S∞
j=1 Bj ∈ L

(SA4) ∀j∈N Bj ∈ L ⇒
T∞
j=1 Bj ∈ L

Die Eigenschaften (SA1) bis (SA3) besagen, dass L eine σ-Algebra ist. Nun geben wir
Eigenschaften des Lebesgue-Maÿes λ : L → [0,∞] an:

(LM1) λ(∅) = 0

(LM2) [σ-Additivität] ∀i 6=k Bj ∩Bk = ∅ ⇒ λ(
S∞
j=1Bj) =

P∞
j=1 λ(Bj)

(LM3) [aufsteigender Kettensatz] B1 ⊂ B2 ⊂ . . . monton wachsend⇒ λ(
S∞
j=1Bj) =

limj→∞ λ(Bj)

(LM4) [absteigender Kettensatz] B1 ⊃ B2 ⊃ . . . monton fallend und λ(B1) <∞⇒
λ(
T∞
j=1Bj) = limj→∞ λ(Bj)

Bemerkung.

(1) Allgemein nennt man ein Paar (X ,M) mit einer Menge X und einer σ-Algebra
M ⊂ P(X ) � d.h. M erfüllt (SA1) bis (SA3) � einen Maÿraum. Eine Abbildung
λ : M → [0,∞], die (LM1) und (LM2) erfüllt heiÿt dann ein Maÿ auf (X ,M).
Dabei kann man M und λ aus einem äuÿeren Maÿ � d.h. aus einer Abbildung
λ : P(X ) → [0,∞] die (AM1) bis (AM3) erfüllt � konstruieren. Im Sinne dieser
De�nition ist das Jordan-Maÿ µ auf Rn kein Maÿ.
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(2) Ein anderes Beispiel einer σ-Algebra im Rn ist das System B ⊂ P(Rn) der Borel-
Mengen, erzeugt von den o�enen Teilmengen des Rn. Es gilt B ( L ( P(Rn). Zu
den Borel-Mengen gehören:

- nach De�nition alle o�enen Mengen

- nach (SA2) alle abgeschlossenen Mengen

- nach (SA3) abzählbare Vereinigungen abgeschlossener Mengen, die i.A. weder
o�en noch abgeschlossen sind � etwa

S∞
k=1[0, 1− 1

k
] = [0, 1[.

Lemma 7.3.

a.) Jede endliche Vereinigung Lebesgue-messbarer Mengen ist Lebesgue-messbar.

b.) Sind die Mengen A1, A2, . . . paarweise disjunkt und Lebesgue-messbar, so gilt für
alle E ⊂ Rn stets λ(E) =

P∞
i=1 λ(E ∩Ai) + λ(E \S∞i=1Ai). Insbesondere ist

S∞
i=1Ai

Lebesgue-messbar.

Beweis.

a.) Es genügt A,B ∈ L ⇒ A ∪B ∈ L zu zeigen. Für alle Eichmengen E ⊂ Rn gilt

λ
�
E ∩ (A ∪B)

�
= λ(E ∩ A) + λ

�
E ∩ Ac ∩B

�
, (7.8)

denn mit E ′ = E ∩ (A ∪B) und der Messbarkeit von A ⊂ Rn gilt

λ
�
E ∩ (A ∪B)

�
= λ(E ′)

= λ(E ′ ∩ A) + λ(E ′ ∩ Ac)
= λ

�
E ∩ (A ∪B) ∩ A

�
+ λ

�
E ∩ (A ∪B) ∩ Ac

�
= λ(E ∩ A) + λ

�
E ∩ Ac ∩B

�
.

Daraus folgt

λ
�
E ∩ (A ∪B)

�
+ λ

�
E ∩ (A ∪B)c

� (7.8)
= λ(E ∩ A) + λ

�
E ∩ Ac ∩B

�
+λ(E ∩ Ac ∩Bc)

B messbar
= λ(E ∩ A) + λ(E ∩ Ac) A messbar

= λ(E)

und man erhält die Behauptung.

b.) Sei ∀p∈N Sp =
Sp
i=1Ai und S =

S∞
i=1 Ai. Wegen A1 ∩ A2 = ∅ ⇒ A2 ⊂ Ac1 folgt

aus (7.8) zunächst λ
�
E ∩ (A1 ∪A2)

�
= λ

�
E ∩A1

�
+ λ

�
E ∩A2

�
. Durch vollständige

Induktion erhält man damit

∀p∈N λ(E ∩ Sp) =
pX
i=1

λ(E ∩ Ai).

Da Sp als endliche Vereinigung Lebesgue-messbarer Mengen nach a.) selbst Lebesgue-
messbar ist, erhält man weiter

λ(E) = λ(E ∩ Sp) + λ(E ∩ Scp)| {z }
Sp⊂S⇒E∩Sc⊂E∩Scp

≥
pX
i=1

λ(E ∩ Ai) + λ(E ∩ Sc)
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und der Grenzübergang liefert λ(E) ≥ P∞i=1 λ(E ∩Ai) + λ(E ∩ Sc). Zusammen mit

λ(E) = λ
�
(E ∩ S) ∪ (E ∩ Sc)

�
= λ

� ∞[
i=1

(E ∩ Ai) ∪ (E ∩ Sc)
�

σ-Subadditivität
≤

∞X
i=1

λ(E ∩ Ai) + λ(E ∩ Sc)

folgt die Gleichung λ(E) =
P∞
i=1 λ(E ∩ Ai) + λ(E \ S∞i=1 Ai). Aus ihr erhält man

weiter

λ(E ∩ S) + λ(E ∩ Sc) = λ
� ∞[
i=1

(E ∩ Ai)
�

+ λ(E ∩ Sc)

σ-Subadditivität
≤

∞X
i=1

λ(E ∩ Ai) + λ(E ∩ Sc) = λ(E),

d.h. S =
S∞
i=1Ai ist Lebesgue-messbar.

Beweis. Nun zeigen wir die angegebenen Eigenschaften Lebesgue-messbarer Mengen und
des Lebesgue-Maÿes. Dabei sind (SA1) und (LM1) bereits untersucht und (SA2) folgt aus
λ(E ∩Bc) + λ(E \Bc) = λ(E ∩B) + λ(E \B). Weiter folgt (SA4) aus (SA2) und (SA3)
durch Betrachtung der Komplementmengen.

(SA3) Seien ∀j∈N Bj ∈ L beliebig. Dann erhält man durch A1 = B1 und ∀k∈N Ak+1 =
Bk+1 ∩ Bc

1 ∩ . . . ∩ Bc
k eine Folge disjunkter Mengen, wobei nach (SA2) jede

Menge Ak eine endliche Vereinigung Lebesgue-messbarer Mengen ist. Damit
ist
S∞
k=1 Ak eine Vereinigung disjunkter sowie Lebesgue-messbarer Mengen, also

selbst Lebesgue-messbar. Die Behauptung folgt nun aus
S∞
k=1Bk =

S∞
k=1 Ak.

(LM2) Für eine Folge disjunkter sowie Lebesgue-messbarer Mengen (Ak)k∈N und eine
beliebige Eichmenge E ⊂ Rn gilt stets λ(E) =

P∞
i=1 λ(E∩Ai)+λ(E \S∞i=1Ai).

Für E =
S∞
i=1Ai erhält man insbesondere

λ(
∞[
i=1

Ai) = λ(
∞[
i=1

Ai) =
∞X
i=1

λ(Ai) + λ(∅) =
∞X
i=1

λ(Ai).

Satz 7.5.2. Für beschränkte Teilmengen B des Rn gilt:

1) µ(B) ≤ λ(B) ≤ µ(B)

2) B Jordan-messbar ⇒ B Lebesgue-messbar mit µ(B) = λ(B)

3) B Jordan-Nullmenge ⇒ B (Lebesgue-)Nullmenge mit µ(B) = λ(B) = 0
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Beweis. Für endliche Quadersummen S ⊂ B ⊂ T gilt |S| = λ(S) ≤ λ(B) ≤ λ(T ) = |T |,
also auch µ(B) ≤ λ(B) ≤ µ(B). Damit gilt B Jordan-messbar ⇒ µ(B) = λ(B) und für
alle Quader Q ⊂ Rn folgt in diesem Fall

λ(Q ∩B)| {z }
Jordan-messbar

+ λ(Q \B)| {z }
Jordan-messbar

= µ(Q ∩B) + µ(Q \B)
disjunkte Mengen

= µ(Q) = |Q|.

Damit ist B auch Lebesgue-messbar und es gilt µ(B) = λ(B).

Satz 7.5.3.

a.) Jede o�ene Teilmenge G ⊂ Rn ist Lebesgue-messbar

b.) Jede abgeschlossene Teilmenge A ⊂ Rn ist Lebesgue-messbar

c.) Jede kompakte Teilmenge K ⊂ Rn ist Lebesgue-messbar mit λ(K) <∞

Beispiel. Wir konstruieren eine Teilmenge C ⊂ R, die nicht Lebesgue-messbar ist. Dazu
betrachten wir auf dem Intervall [0, 1] die Äquivalenzrelation x ∼ y ⇔ x − y ∈ Q. Diese
liefert eine Zerlegung von [0, 1] in paarweise disjunkte Äquivalenzklassen [x] mit x ∈ [0, 1].
Es sei nun C ⊂ [0, 1] ein Repräsentantensystem der Äquivalenzklassen, d.h. C enthält aus
jeder Äquivalenzklasse genau ein Element � die Existenz von C resultiert dabei aus dem
Auswahlaxiom. Eine Translation von C um p ∈ B = [−1,+1] ∩Q = {p1, . . .} liefert nun
Mengen Cp = p+ C, für die gilt:

(1) ∀p,q∈B Cp ∩ Cq 6= ∅ ⇒ p = q

Beweis. x ∈ Cp ∩ Cq ⇒ x = p + r für r ∈ C und x = q + s für s ∈ C ⇒ r − s =
q − p ∈ Q⇒ [r] = [s]⇒ r = s⇒ p = q

(2) [0, 1] ⊂ Sp∈B Cp =
S∞
j=1Cpj ⊂ [−1, 2]

Beweis. Einerseits gilt x ∈ [0, 1]⇒ x ∈ [r] für r ∈ C ⇒ p = x− r ∈ Q∩ [−1,+1] =
B ⇒ x = p+ r mit p ∈ B und r ∈ C ⇒ x ∈ Cp ⊂

S
q∈B Cq. Die andere Inklusion ist

trivial.

Nun nehmen wir an, C sei Lebesgue-messbar. Da das Lebesgue-Maÿ translationsinva-
riant ist, sind dann auch alle Mengen Cp für p ∈ B messbar mit λ(C) = λ(Cp). Wir
unterscheiden zwei Fälle:

(1) Mit λ(C) = 0 erhält man aus λ(
S
p∈B Cp) =

P∞
j=1 λ(Cpj) = 0 einen Widerspruch zu

[0, 1] ⊂ Sp∈B Cp.
(2) Mit λ(C) > 0 erhält man aus λ(

S
p∈B Cp) =

P∞
j=1 λ(Cpj) = ∞ einen Widerspruch

zu
S
p∈B Cp ⊂ [−1, 2].
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B. Das Lebesguesche Integral

Es gibt sehr unterschiedliche Methoden, das Lebesguesche Integral einzuführen. Wir ori-
entieren uns an der Riemannschen Integrationstheorie.

De�nition. Es sei B ⊂ Rn eine Lebesgue-messbare Menge.

a.) Eine Zerlegung von B ist eine Folge Z = (Bk)k∈N paarweise disjunkter sowie Lebesgue-
messbarer Teilmengen Bk ⊂ B mit

S∞
k=1Bk = B. Die Gesamtmenge dieser Zerle-

gungen sei PB.

b.) Eine Zerlegung Z ′ = (Ai)i∈N ∈ PB heiÿt feiner als die Zerlegung Z = (Bk)k∈N ∈ PB,
wenn gilt ∀i∈N ∃k∈N Ai ⊂ Bk. In diesem Fall schreibt man Z ′ � Z.

Bemerkung.

(1) Die Relation � auf PB ist o�ensichtlich re�exiv und transitiv. Weiter existiert zu
zwei Zerlegungen Z,Z ′ ∈ PB eine gemeinsame Verfeinerung Z ′′ ∈ PB mit Z � Z ′′

und Z ′ � Z ′′ � man setze etwa Z ′′ = (Ai ∩Bk)i,k∈N.

(2) Allgemein nennt man ein aus einer (Index-)Menge A und einer Relation � auf A
bestehendes Paar (A,�) mit

(D1) ∀α∈A α � α

(D2) ∀α,β,γ∈A α � β und β � γ ⇒ α � γ

(D3) ∀α,β∈A ∃γ∈A α � γ und β � γ

ein gerichtetes System oder ein Netz. Dieses verallgemeinert die durch die natür-
liche Ordnung ≤ gerichtete Zahlenreihe N. Für verallgemeinerte Folgen oder Moore-
Smith-Folgen (fα ∈ R)α∈A kann man durch

lim
α∈A

fα = c ∈ R⇔ ∀ε>0 ∃α0∈A ∀α�α0 |fα − c| < ε und

lim
α∈A

fα =∞⇔ ∀r>0 ∃α0∈A ∀α�α0 fα > r

einen Grenzwertbegri� einführen. Dieser Netz-Limes besitzt analoge Eigenschaf-
ten wir der bisher bekannte Limes � insbesondere ist er im Falle seiner Existenz
eindeutig bestimmt.

(3) In der Riemannschen Integrationstheorie über einem Quader Q ⊂ Rn wird der für
Zerlegungen Z von Q durch die Relation Z � Z ′ ⇒ ‖Z‖ ≥ ‖Z ′‖ induzierte Netz-
Limes angewendet. Dort gilt für verallgemeinerte Folgen

�
Rf (Z, x)

�
Z
Riemann-

scher Summen

lim
Z
Rf (Z, x) = Rf ⇔ ∀ε>0 ∃Z0 ∀Z (Z � Z0 ⇒ |Rf (Z, x)−Rf | < ε)

‖Z0‖=δ⇔ ∀ε>0 ∃δ>0 ∀Z (‖Z‖ ≤ δ ⇒ |Rf (Z, x)−Rf | < ε)⇔ lim
‖Z‖→0

Rf (Z, x) = Rf
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De�nition. Sei f : B → R eine nichtnegative Funktion auf einer Lebesgue-messbaren
Menge B ⊂ Rn und Z = (Bk)k∈N ∈ PB eine Zerlegung. Dann heiÿt

Lf (Z) =
∞X
k=1

mkλ(Bk) bzw. Lf (Z) =
∞X
k=1

Mkλ(Bk)

mit mk = inf{f(x) : x ∈ Bk} bzw. Mk = sup{f(x) : x ∈ Bk} Lebesgue-Untersumme
bzw. Lebesgue-Obersumme. Im Falle von Lf (Z) <∞ kann man die Lebesgue-Varianz
Vf (Z) = Lf (Z)− Lf (Z) von f bzgl. Z de�nieren.

Bemerkung.

(1) In der Lebesgueschen Integrationstheorie wird für Reihen die Regel 0 ·∞ =∞·0 = 0
verwendet. Dies ist wegen

- f |Bk unbeschränkt und λ(Bk) = 0⇒Mk · λ(Bk) = 0, denn Bk ist Nullmenge

- f |Bk ≡ 0 und λ(Bk) =∞⇒Mk · λ(Bk) = 0, denn
R
f |Bkdx = 0

unproblematisch. Man kann auf Nullmengen auch Funktionswerte f(x) =∞ zulas-
sen.

(2) Da f nichtnegativ ist, konvergieren die Reihen Lf (Z) bzw. Lf (Z) absolut � und
damit unbedingt � gegen einen Wert c ∈ [0,∞].

Beispiel. Wir betrachten die unbeschränkte Abbildung f : x ∈ B =]0, 1] 7→ 1√
x
. Für jede

endliche Zerlegung ÜZ ∈ PB gilt o�ensichtlich Lf (ÜZ) =∞. Für Z = (] 1
k+1

, 1
k
])k∈N gilt nach

dem Majorantenkriterium aber

Lf (Z) =
∞X
k=1

f
�

1

k + 1

��
1

k
− 1

k + 1

�
=
∞X
k=1

1

k
√
k + 1

<∞.

De�nition. Sei f : B → R eine nichtnegative Funktion auf einer Lebesgue-messbaren
Menge B ⊂ Rn. Dann heiÿt

Lf = sup
Z∈PB

Lf (Z) bzw. Lf = inf
Z∈PB

Lf (Z)

Lebesgue-Unterintegral bzw. Lebesgue-Oberintegral.

Bemerkung. Es gilt wie beim Riemann-Integral: Z ′ feiner als Z ⇒ Lf (Z) ≤ Lf (Z
′) ≤

Lf (Z
′) ≤ Lf (Z). Daher kann man Lf bzw. Lf auch als Netz-Limes

Lf = lim
Z∈PB

Lf (Z) bzw. Lf = lim
Z∈PB

Lf (Z)

bzgl. des gerichteten System (PB,�) au�assen.

De�nition. Sei B ⊂ Rn eine Lebesgue-messbare Menge.

(a) Eine nichtnegative Funktion f : B → R heiÿt über B ⊂ Rn Lebesgue-integrierbar,
wenn für das Lebesgue-Oberintegral und das Lebesgue-Unterintegral Lf = Lf < ∞
gilt. Der gemeinsame Wert Lf = Lf = Lf ∈ [0,∞[ wird mit

(L−)
Z
B
f(x) dx

bezeichnet und heiÿt Lebesgue-Integral von f über B.
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(b) Eine beliebige Funktion f : B → R heiÿt Lebesgue-integrierbar, falls die Anteile
f+ = max{f, 0} und f− = −min{f, 0} Lebesgue-integrierbar sind. In diesem Fall
ist Z

B
f(x) dx =

Z
B
f+(x) dx−

Z
B
f−(x) dx.

Bemerkung. De�niert man zu einer Zerlegung Z = (Bk)k∈N ∈ PB eine Zwischen-
punktfolge x = (xk)k∈N durch ∀k∈N Bk 6= ∅ ⇒ xk ∈ Bk sowie eine zugehörige Lebesgue-
Summe durch

Lf (Z, x) =
∞X
k=1

f(xk)λ(Bk),

so gilt für eine nichtnegative Funktion f auch

(L−)
Z
B
f(x) dx = lim

Z∈PB
Lf (Z, x)

unabhängig von der Wahl der Zwischenpunktfolgen. Dies folgt aus ∀Z∈PB Lf (Z) ≤ Lf (Z, x) ≤
Lf (Z) durch Grenzübergang.

Bemerkung. Wir geben einige Eigenschaften des Lebesgue-Integrals an.

(a) [Linearität] f, g Lebesgue-integrierbar und α, β ∈ R⇒ αf+βg Lebesgue-integrierbar
mit Z

B
αf(x) + βg(x) dx = α

Z
B
f(x) dx+ β

Z
B
g(x) dx

(b) [Monotonie] f, g Lebesgue-integrierbar und f(x) ≤ g(x) fast überall

⇒
Z
B
f(x) dx ≤

Z
B
g(x) dx

Beweis. Seien o.B.d.A. f und g nichtnegativ. Die Nullmenge N = {x ∈ B : f(x) >
g(x)} induziert eine Zerlegung ÜZ = (N,B \ N), so dass für die Glieder einer be-
liebigen Zerlegung Z = (Bk)k∈N mit Z � ÜZ nun entweder Bk ⊂ N � und damit
λ(Bk) = 0 � oder Bk ⊂ B \N gilt. Wegen f(xk) ≤ g(xk) für xk ∈ B \N erhält man
für jede Zwischenpunktfolge

Lf (Z, x) =
∞X
k=1

f(xk)λ(Bk) ≤
∞X
k=1

g(xk)λ(Bk) = Lg(Z, x)

und durch Grenzübergang folgt die Behauptung.

(c) [Dreiecksungleichung] f Lebesgue-integrierbar ⇒ |f | Lebesgue-integrierbar mit����Z
B
f(x) dx

���� ≤ Z
B
|f(x)| dx

(d) f Lebesgue-integrierbar und f(x) = g(x) fast überall ⇒ g Lebesgue-integrierbar mitZ
B
f(x) dx =

Z
B
g(x) dx
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Satz 7.5.4. Für jede Zerlegung (Bk)k∈N des De�nitionsbereichs B ⊂ Rn einer nichtnega-
tiven Funktion f : B → R gilt Z

B
f(x)dx =

∞X
k=1

Z
Bk
f(x)dx,

falls das linke Integral existiert oder die rechte Reihe konvergiert.

Beweis.

(1) (a) Eine Zerlegung Z = (Ai)i∈N von B induziert durch Aik = Ai ∩ Bk für alle
k ∈ N eine Zerlegung Zk = (Aik)i∈N von Bk und es gilt für die ZerlegungÜZ = (Aik)i,k∈N � Z von B nach dem groÿen Umordnungssatz

Lf (Z,B) ≤ Lf (
ÜZ,B) =

∞X
i,k=1

inf f [Aik]λ(Aik)

=
∞X
k=1

 ∞X
i=1

inf f [Aik]λ(Aik)

!
=
∞X
k=1

Lf (Zk, Bk) ≤
∞X
k=1

Lf (Bk).

Da die Zerlegung Z beliebig wählbar ist, folgt

Lf (B) = sup
Z∈PB

Lf (Z,B) ≤
∞X
k=1

Lf (Bk).

(b) Die Zerlegungen Zk = (Aik)i∈N von Bk liefern eine Zerlegung Z = (Aik)i,k∈N
von B und nach dem groÿen Umordnungssatz gilt

∞X
k=1

Lf (Zk, Bk) =
∞X
k=1

 ∞X
i=1

inf f [Aik]λ(Aik)

!
=

∞X
i,k=1

inf f [Aik]λ(Aik) = Lf (Z,B) ≤ Lf (B).

Da alle Zerlegungen Zk beliebig wählbar sind, folgt damit

∞X
k=1

Lf (Bk) ≤ Lf (B),

denn zu jedem ε > 0 und k ∈ N existiert eine Zerlegung Zk von Bk mit
Lf (Zk, Bk) ≥ Lf (Bk)− ε

2k
, so dass

∞X
k=1

Lf (Bk) ≤
∞X
k=1

Lf (Zk, Bk) + ε
∞X
k=1

1

2k
≤ Lf (B) + ε.

Aus (a) und (b) erhält man nun die Beziehung

∞X
k=1

Lf (Bk) = Lf (B).
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(2) Analog zu (1) lässt sich zeigen

∞X
k=1

Lf (Bk) = Lf (B).

Nun kann man aus (1) und (2) ablesen:

(i) Z
B
f(x) dx existiert⇒

∞X
k=1

Lf (Bk) = Lf (B) = Lf (B) =
∞X
k=1

Lf (Bk)

⇒
∞X
k=1

Lf (Bk)− Lf (Bk)| {z }
positive Summanden

= 0⇒ ∀k∈N Lf (Bk) = Lf (Bk)

⇒ ∀k∈N f über Bk integrierbar mit
Z
B
f(x) dx =

∞X
k=1

Z
Bk
f(x) dx

(ii)

∀k∈N f über Bk integrierbar mit
∞X
k=1

Z
Bk
f(x) dx <∞

⇒ Lf (B) =
∞X
k=1

Lf (Bk) =
∞X
k=1

Lf (Bk) =Lf (B) <∞

⇒ f über B integrierbar mit
Z
B
f(x) dx =

∞X
k=1

Z
Bk
f(x) dx

Korollar. Satz 7.5.4 gilt auch für beliebige Funktionen f : B → R, wenn man fordert,
dass auch die Reihe ∞X

k=1

Z
Bk
|f(x)| dx

konvergiert.

Satz 7.5.5. Satz über den Vergleich von Lebesgue- und Riemann-Integral

(a) Jedes eigentliche Riemann-Integral ist auch ein Lebesgue-Integral mit gleichemWert.

(b) Jedes uneigentliche Riemann-Integral ist genau dann ein Lebesgue-Integral, wenn
es absolut konvergiert.

Beweis. Wir skizzieren lediglich die Beweisidee.

(a) Die von Riemannschen Quaderzelegungen (Qk)
N
k=1 gelieferten endlichen Zerlegungen

(Bk)
N
k=1 mit Bk = B ∩ Qk sind � evtl. nach formaler Modi�zierung der Glieder zu

paarweise disjunkten Mengen � auch als Lebesgue-Zerlegung zu verwenden. Wei-
ter gilt: f Riemann-integrierbar ⇒ |f | Riemann-integrierbar ⇒ f± = 1

2
(f ± |f |)

Riemann-integrierbar ⇒ f± Lebesgue-integrierbar ⇒ f Lebesgue-integrierbar.
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(b) Die Anwendung von Satz 7.5.4 und dessen Korollar liefert die Behauptung, wenn
man berücksichtigt, dass die Implikation �f Riemann-integrierbar ⇒ |f | Riemann-
integrier-bar� im uneigentlichen Fall falsch ist.

Beispiel.

(1) Für die Funktion x ∈ B =]0, 1] 7→ 1√
x
gilt mit der Zerlegung (Bk =] 1

k+1
, 1
k
])k∈N nach

Satz 7.5.4 die Gleichheit

(L−)
Z
B
f(x) dx =

∞X
k=1

Z
Bk
f(x) dx =

∞X
k=1

Z 1
k

1
k+1

f(x) dx

=
∞X
k=1

�
2
√
x
� 1
k
1
k+1

= 2
∞X
k=1

�
1√
k
− 1√

k + 1

�
= 2 lim

k→∞
(1− 1√

k + 1
) = lim

a→0

�
2
√
x
�1
a

= lim
a→0

(R−)
Z 1

a
f(x) dx.

(2) Da das uneigentliche Riemann-IntegralZ ∞
0

����sinxx ���� dx
divergiert, ist x 7→

��� sinx
x

��� über [0,∞[ nicht Lebesgue-integrierbar. Damit ist auch

x 7→ sinx
x

über [0,∞[ nicht Lebesgue-integrierbar, obwohl gilt

R−
Z ∞

0

sinx

x
dx =

π

2
.

Bemerkung. In unseren bisherigen Betrachtungen haben wir das Lebesgue-Integral ana-
log zum Riemann-Integral de�niert. Um Funktionen auf Integrierbarkeit zu prüfen, unter-
teilt man hierbei den De�nitionsbereich und untersucht die Bilder der Teilmengen. In der
historischen Lebesgueschen Integrationstheorie unterteilt man allerdings den Zielbereich
und untersucht die Urbilder der Teilmengen.

De�nition. Eine Funktion f : B ⊂ Rn → R heiÿt (Lebesgue-)messbar, wenn für jedes
α ∈ R ∪ {±∞} die Menge B(f ≤ α) = {x ∈ B : f(x) ≤ α} Lebesgue-messbar, ist.

Bemerkung.

(1) Insbesondere ist für eine messbare Funktion f : B → R stets B = B(f ≤ ∞)
messbar. Damit erhält man aus den Eigenschaften des Lebesgue-Maÿes, dass auch
die Mengen B(f < α), B(f ≥ α) sowie B(f > α) für α ∈ R Lebesgue-messbar sind
� etwa gilt B(f < α) =

S
k∈NB(f ≤ α − 1

k
). Diese Mengen können ebenfalls zur

De�nition der Messbarkeit einer Funktion verwendet werden. Auÿerdem sind auch
Mengen der Form B(f = α) oder B(α ≤ f ≤ β) Lebesgue-messbar.

(2) Messbare Funktionen B → R besitzen folgende Eigenschaften:
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(a) f messbar ⇒ f±, |f | messbar

(b) f messbar und A ⊂ B Lebesgue-messbar ⇒ f |A messbar

(c) f, g messbar ⇒ f + g, αf sowie f · g messbar

Satz 7.5.6. Es sei (fk : B ⊂ Rn → R)k∈N eine beschränkte Folge messbarer Funktionen.
Dann sind auch

(1) x ∈ B 7→ F1(x) = supk∈N fk(x) ∈ R

(2) x ∈ B 7→ F2(x) = infk∈N fk(x) ∈ R

(3) x ∈ B 7→ F3(x) = limk∈N fk(x) ∈ R � falls (fk)k∈N punktweise konvergiert

messbare Funktionen.

Beweis.

(1) Für alle α ∈ R ∪ {±∞} gilt B(F1 > α) =
S
k∈NB(fk > α), denn x ∈ B(F1 > α)⇔

F1(x) > α⇔ ∃k∈N fk(x) > α⇔ x ∈ Sk∈NB(fk > α) � also ist F1 messbar.

(2) Analog zu (1) erhält man aus B(F2 < α) =
S
k∈NB(fk < α) für alle α ∈ R ∪ {±∞}

die Messbarkeit von F2.

(3) Für konvergente Zahlenfolgen (ak)k∈N gilt allgemein limk∈N ak = infp∈N supk≥p ak,
denn es gilt:

(i) Da die Folge (sp = supk≥p ak)p∈N monoton fallend ist, erhält man für allem ∈ N
stets infp∈N sp = infp≥m sp.

(ii) Nach De�nition des Grenzwertes a = limk∈N ak existiert zu jedem ε > 0 ein
m ∈ N mit ∀k≥m a−ε ≤ ak ≤ a+ε. Für alle p ≥ m gilt dann a−ε ≤ sp ≤ a+ε
und es folgt a− ε ≤ infp≥m sp ≤ a+ ε.

(iii) Aus (i) und (ii) erhält man nun a− ε ≤ infp∈N sp ≤ a+ ε und da ε > 0 beliebig
gewählt werden kann ergibt sich infp∈N sp = a.

Insbesondere erhält man also die Darstellung F3(x) = limk∈N fk(x) = infp∈N supk≥p fk(x)
mit der nach (1) und (2) die Messbarkeit von F3 folgt.

Beispiel. Wir geben eine Funktion an, die nicht messbar ist. Es sei C ⊂ B = [0, 1] nicht
Lebesgue-messbar und f : B → R durch x ∈ C ⇒ f(x) = 1 und x 6∈ C ⇒ f(x) = 0
de�niert. Dann gilt B(f > 0) = C, d.h. f ist nicht messbar.

Lemma 7.4. Ist eine nichtnegative Funktion f : B ⊂ Rn → R messbar, so gilt für das
Lebesgue-Oberintegral und Lebesgue-Unterintegral Lf = Lf . Ist also zusätzlich Lf <∞,
so ist f sogar Lebesgue-integrierbar.

Beweis.
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a.) Sei zunächst λ(B) < ∞. Für jedes ε > 0 ist Z = (Bk)k∈N mit Bk = B
�
ε(k − 1) ≤

f < εk
�
eine Zerlegung von B mit

Lf (Z) =
∞X
k=1

mkλ(Bk) ≥ ε
∞X
k=1

(k − 1)λ(Bk) = ε
∞X
k=1

kλ(Bk)− ελ(B)

und Lf (Z) =
∞X
k=1

Mkλ(Bk) ≤ ε
∞X
k=1

kλ(Bk),

also Lf (Z) ≤ Lf (Z) + ελ(B). Da ε > 0 beliebig gewählt werden kann sowie λ(B) <
∞ gilt, folgt Lf ≤ Lf (Z) ≤ Lf (Z) ≤ Lf und damit Lf = Lf .

b.) Falls λ(B) =∞ gilt, wähle man eine Zerlegung (Ai)i∈N von B mit ∀i∈N λ(Ai) <∞.
Eine solche Zerlegung existiert, da Rn nach Satz 7.5.1 eine Darstellung als abzählbare
Quadersumme hat. Für alle i ∈ N ist dann f |Ai ebenfalls messbar und nach a.) folgt
Lf (Ai) = Lf (Ai). Die Behauptung folgt dann aus Satz 7.5.4, denn dessen Beweis
liefert Lf (B) =

P∞
i=1 Lf (Ai) =

P∞
i=1 Lf (Ai) = Lf (B).

Satz 7.5.7. Eine Funktion f : B ⊂ Rn → R ist genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn
sie messbar ist und für das Lebesgue-Unterintegral L|f | <∞ gilt.

Beweis.

�⇐� f messbar und L|f | <∞⇒ f± messbar und Lf± ≤ L|f | <∞⇒ f± integrierbar
⇒ f integrierbar

�⇒� Sei f : B → R Lebesgue-integrierbar mit o.B.d.A. f ≥ 0. Es ist die Messbarkeit
der nichtnegativen Funktion f zu zeigen. Wegen

inf
Z∈PB

Lf (Z) =
Z
B
f(x) dx <∞

existiert eine Zerlegung ÜZ von B mit Lf (ÜZ) <∞.

(1) Zu einer beliebigen Zerlegung Z∗ = (Bk)k∈N � ÜZ bilden wir die Treppen-
funktion x 7→ ϕ∗(x) =

P∞
k=1 infy∈Bk f(y) · χBk(x) mit Lf (Z∗) = Lϕ∗(Z∗).

Diese ist messbar, da die Mengen B(ϕ∗ ≤ α) für alle α ∈ R ∪ {±∞}
abzählbare Vereinigungen Lebesgue-messbarer Mengen sind.

(2) Nun konstruieren wir eine Folge (Zl ∈ PB)l∈N mit ÜZ � Z1 � . . . und
Lf (Zl) − Lf (Zl) <

1
l
. Dies ist möglich, da f Lebesgue-integrierbar und

(PB,�) ein gerichtetes System ist. Für die Folge gilt nach Konstruktion

lim
l→∞

Lf (Zl) =|{z}
Lf (Zl)−Lf (Zl)<

1
l

lim
l→∞

Lf (Zl) =|{z}
Lf (Zl)≤Lf≤Lf (Zl)

Z
B
f(x) dx.

Die zu (2) gehörende und gemäÿ (1) konstruierte Funktionenfolge (ϕl)l∈N ist
monton wachsend sowie durch f beschränkt, konvergiert also punktweise gegen
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eine � nach Satz 7.5.6 messbare � Grenzfunktion liml→∞ ϕl = ϕ ≤ f . Aus
Lf (Zl) = Lϕl(Zl) ≤ Lϕ(Zl) ≤ Lf (Zl) erhält man Lϕ(Zl) = Lf (Zl) und mit
Lϕ(Zl) ≤ Lϕ ≤ Lf = liml→∞ Lf (Zl) ergibt sich Lϕ = Lf < ∞. Nach Lemma
7.4 ist die Funktion ϕ nun integrierbar mitZ

B
ϕ(x) dx =

Z
B
f(x) dx.

Damit ist ϕ(x) = f(x) fast überall � dies genügt, dass mit ϕ auch f messbar
ist.

Korollar. Eine Funktion f ist dann Lebesgue-integrierbar, wenn sie messbar ist und für
eine Lebesgue-integrierbare Majorante g gilt |f | ≤ g � d.h. L|f | ≤ Lg <∞.

Satz 7.5.8. (Satz über monotone Konvergenz von Beppo Levi)
Sei (fk : B → R)k∈N eine monotone Folge Lebesgue-integrierbarer Funktionen, die punkt-
weise konvergiert. Ist dann die Folge �Z

B
fk(x) dx

�
k∈N

beschränkt, so ist die Grenzfunktion f = limk→∞ fk ebenfalls Lebesgue-integrierbar und
es gilt Z

B
f(x) dx = lim

k→∞

Z
B
fk(x) dx.

Beweis.

(1) Wir können annehmen, dass für alle k ∈ N stets fk ≥ 0 gilt und (fk)k∈N monoton
wächst � anderenfalls betrachte man die Folge (fk − f1)k∈N bzw. (f1− fk)k∈N. Nach
Satz 7.5.7 sind die Funktionen fk messbar und nach Satz 7.5.6 ist damit auch die
Grenzfunktion f messbar.

(2) Für alle Lebesgue-messbaren Teilmengen A ⊂ B und alle m ≥ 0 folgt

∀x∈A m ≤ f(x)⇒ m · λ(A) ≤ lim
k→∞

Z
A
fk(x) dx,

denn es gilt: Für m = 0 ist die Aussage trivial, sei also 0 < α < m und Ak = B(fk >
α) ∩ A. Dann ist

α · λ(Ak) <
Z
Ak
fk(x) dx ≤

Z
A
fk(x) dx.

Weiter ist die Folge (Ak)k∈N wegen fk(x) > α ⇒ fk+1(x) > α monoton wachsend
und wegen α < m ≤ f(x) ⇒ ∃k∈N α < fk(x) gilt

S
k∈NAk = A. Der aufsteigende

Kettensatz liefert nun

α · λ(A) = α · λ(
[
k∈N

Ak) = lim
k→∞

α · λ(Ak) ≤ lim
k→∞

Z
A
fk(x) dx| {z }

Folge konvergiert
unter gegebenen
Voraussetzungen
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und da 0 < α < m beliebig gewählt werden kann, erhält man

m · λ(A) ≤ lim
k→∞

Z
A
fk(x) dx.

(3) Sei Z = (Ai)i∈N eine Zerlegung von B und Lf (Z) =
P∞
i=1 miλ(Ai) die zugehörige

Lebesgue-Untersumme. Die Anwendung von (2) auf A1, . . . , Ap liefert

pX
i=1

miλ(Ai) ≤
pX
i=1

lim
k→∞

Z
Ai
fk(x) dx = lim

k→∞

ZSp

i=1
Ai
fk(x) dx ≤ lim

k→∞

Z
B
fk(x) dx = I

und durch Grenzübergang p → ∞ folgt Lf (Z) ≤ I. Da Z ∈ PB beliebig gewählt
werden kann, erhält man Lf ≤ I. Aus der Messbarkeit der Funktion f ergibt sich
damit ihre Integrierbarkeit und die AbschätzungZ

B
f(x) dx ≤ I.

Mit ∀k∈N fk ≤ f folgt schlieÿlich

∀k∈N

Z
B
fk(x) dx ≤

Z
B
f(x) dx⇒ I ≤

Z
B
f(x) dx.

Satz 7.5.9. (Satz über dominierte Konvergenz von Lebesgue)
Sei (fk : B → R)k∈N eine punktweise konvergente Folge Lebesgue-integrierbarer Funktio-
nen mit der Lebesgue-integrierbaren Majoranten g : B → R, d.h. es gilt ∀k∈N |fk(x)| ≤
g(x) für fast alle x ∈ B. Dann ist die Grenzfunktion f = limk→∞ fk ebenfalls Lebesgue-
integrierbar und es gilt Z

B
f(x) dx = lim

k→∞

Z
B
fk(x) dx.

Beweis. Die Funktionen fk sind messbar und damit auch die Grenzfunktion f . Da mit
∀k∈N|fk(x)| ≤ g(x) auch |f(x)| ≤ g(x) gilt, ist f nach dem Korollar aus Satz 7.5.7
Lebesgue-integrierbar. Es ist also lediglich die Gleichheit Lf = limk→∞ Lfk zu zeigen.
Die Funktionen ∆p(x) = sup{|fk(x)− f(x)| : k ∈ N und k ≥ p} sind nach Satz 7.5.6
messbar und wegen |∆p(x)| ≤ 2g(x) sogar Lebesgue-integrierbar. Da die Folge (∆p)p∈N
monoton fallend ist und limp→∞∆p = 0 gilt, erhält man mit dem Satz von Beppo Levi
(Satz 7.5.8) ����Z

B
fp(x) dx−

Z
B
f(x) dx

���� =
����Z
B
fp(x)− f(x) dx

����
≤
Z
B
|fp(x)− f(x)| dx

≤
Z
B

∆p(x) dx
p→∞−→

Z
B

0 dx = 0

und es folgt die Behauptung.
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Bemerkung. Satz 7.5.8 und Satz 7.5.9 sind nicht auf die Riemannsche Integrationstheo-
rie übertragbar. So sind die über die Menge [0, 1] ∩Q = {p1, . . .} durch fk(x) = 1 ⇔ x ∈
{p1, . . . , pk} de�nierten Funktionen fk : [0, 1]→ {0, 1} Riemann-integrierbar mit

∀k∈N

Z 1

0
fk(x) dx = 0.

Weiter ist die Folge (fk)k∈N monoton wachsend und wird durch g ≡ 1 dominiert. Dennoch
ist die Grenzfunktion f = limk→∞ fk als Dirichlet-Funktion nicht Riemann-integrierbar.

Satz 7.5.10. Es sei B ⊂ Rn eine beschränkte und Jordan-messbare Teilmenge. Dann ist
f : B → R genau dann Riemann-integrierbar, wenn sie bis auf eine Lebesgue-Nullmenge
stetig ist.

Bemerkung.

1) Das Lebesguesche Integral lässt sich auch auf komplexwertige bzw. vektorwertige
Funktionen ausdehnen � mit gröÿtenteils gleichen Eigenschaften wie beim Riemann-
Integral. Genauso gibt es zu den wichtigen Integralsätzen der Riemann-Theorie je-
weils ein Analogon in der Lebesgue-Theorie, das i.A. weniger Voraussetzungen be-
nötigt.

2) Auf dem Vektorraum aller Lebesgue-integrierbaren Funktionen f : B → R kann man
durch

‖f‖1 =
Z
B
|f(x)| dx

eine Quasi-Norm de�nieren mit der Eigenschaft ‖f‖ = 0 ⇔ f = 0 fast überall.
Sie wird zu einer L1-Norm, wenn man die Funktionen zu Äquivalenzklassen zu-
sammenfasst, die sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden. Dieser L1-Raum ist
ein Banach-Raum und Gegenstand der Funktionalanalysis. Eine Erweiterung davon
sind Lp-Räume mit

‖f‖p = p

ÊZ
B
|f(x)|p dx.
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8. Di�erentialformen

8.1. Äuÿere Potenzen von Vektorräumen

Wir betrachten einen beliebigen n-dimensionalen Vektorraum V über R mit einer Basis
(e1, . . . , en). Dieser Vektorraum liefert weitere Vektorräume mit induzierten Basen.

A. Der Dualraum über V

Der Vektorraum V ∗ = {α : V → R : α linear} aller Linearformen auf V wird als Dualraum
über V bezeichnet. Er besitzt die induzierte Basis (ϑ1, . . . , ϑn), die durch ∀1≤i,k≤n ϑi(ek) =
δik mit dem Kronecker-Delta

δik =

¨
1 für i = k
0 für i 6= k

de�niert ist. Daher gilt dimV ∗ = n und man erhält die Basisdarstellung α =
Pn
i=1 αiϑi

mit αi = α(ei).

B. Die p-fache tensorielle Potenz von V ∗

Der Vektorraum
Np V ∗ = {φ : ×pV → R : φ multilinear} aller p-Linearformen auf V

heiÿt die p-fache tensorielle Potenz von V ∗. Spezielle Multilinearformen sind dabei
durch

pO
i=1

αi(x1, . . . , xp) =
pY
i=1

αi(xi)

de�nierte Tensorprodukte von Linearformen α1, . . . , αp ∈ V ∗. Die induzierte Basis vonNp V ∗ ist (ϑi1 ⊗ . . .⊗ ϑip | 1 ≤ i1, . . . , ip ≤ n) und es gilt dim
Np V ∗ = np. Man erhält die

Basisdarstellung

φ =
X

1≤i1,...,ip≤n
φi1,...,ip · ϑi1 ⊗ . . .⊗ ϑip

mit φi1,...,ip = φ(ei1 , . . . , eip). Aus der Gestalt der Basis ergibt sich für xi =
Pn
k=1 xi,kek ∈ V

allgemein

φ(x1, . . . , xp) =
X

1≤i1,...,ip≤n
φi1,...,ip · x1,i1 · · ·xp,ip .

So gilt für eine durch die Matrix A ∈ Rn×n de�nierte Bilinearform β ∈N2 V ∗ stets

β(x, y) = xtAy =
X

1≤i,k≤n
aikxiyk.

Die Elemente φ ∈ Np V ∗ heiÿen auch p-fache (kovariante) Tensoren � oft werden auch
verallgemeinerte Matrizen φi1,...,ip als Tensoren bezeichnet (Tensorkalkül).
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C. Äuÿere Potenzen von V ∗

Der Vektorraum
Vp V ∗ = {ω ∈ Np V ∗ | ω schiefsymmetrisch} aller schiefsymmetri-

schen p-Linearformen auf V wird als äuÿere Potenz von V ∗ bezeichnet. Dabei heiÿt
eine Multilinearform ω ∈ Np V ∗ schiefsymmetrisch, wenn für alle Permutationen π ∈ Sp
und alle Vektoren x1, . . . , xp ∈ V stets ω(xπ(1), . . . , xπ(p)) = sign π ·ω(x1, . . . , xp) gilt. Man
setzt

V0 V ∗ = R und
Vq V ∗ = 0 für q > n.

(1) Die für Linearformen α1, . . . , αp ∈ V ∗ durch

α1 ∧ . . . ∧ αp =
X
π∈Sp

sign π · απ(1) ⊗ . . .⊗ απ(p)

de�nierte Abbildung wird als äuÿeres Produkt bezeichnet. Aus

(α1 ∧ . . . ∧ αp)(x1, . . . , xp) =
X
π∈Sp

sign π · απ(1)(x1) · · ·απ(p)(xp)

= det
�
αi(xk)

�
=

��������α1(x1) · · · α1(xp)
...

. . .
...

αp(x1) · · · αp(xp)

��������
erhält man:

(a) Die Mulilinearform (x1, . . . , xp) ∈ ×pV 7→ (α1 ∧ . . . ∧ αp)(x1, . . . , xp) ist schief-
symmetrisch, da eine Permutation des Arguments (x1, . . . , xp) einer Permuta-
tion der Spalten der Matrix (αi(xk)

�
entspricht.

(b) Die Abbildung (α1, . . . , αp) ∈ ×pV ∗ 7→ α1 ∧ . . .∧ αp ist ebenfalls schiefsymme-
trisch, da eine Permutation des Arguments (α1, . . . , αp) einer Permutation der
Zeilen der Matrix (αi(xk)

�
entspricht.

(2) Die induzierte Basis von
Vp V ∗ ist dabei (ϑi1 ∧ . . . ∧ ϑip | 1 ≤ i1 < . . . < ip ≤ n),

d.h. es gilt dim
Vp V ∗ =

�
n
p

�
. Wir zeigen diese Behauptung für den Fall p = 2:

Erzeugendeneigenschaft: Da jedes Element ω ∈ V2 V ∗ stets eine Multilinearform
ist, gilt ω =

P
1≤i,k≤n ωik · ϑi ⊗ ϑk mit ωik = ω(ei, ek). Da ω insbesondere schiefsym-

metrisch ist, erhalten wir ∀i 6=k ωik = −ωki und stets ωii = 0 � also insgesamt

ω =
X

1≤i<k≤n
ωik · ϑi ⊗ ϑk +

X
1≤k<i≤n

ωik · ϑi ⊗ ϑk

=
X

1≤i<k≤n
ωik · ϑi ⊗ ϑk +

X
1≤i<k≤n

ωki · ϑk ⊗ ϑi

=
X

1≤i<k≤n
ωik · ϑi ⊗ ϑk −

X
1≤i<k≤n

ωik · ϑk ⊗ ϑi

=
X

1≤i<k≤n
ωik · (ϑi ⊗ ϑk − ϑk ⊗ ϑi)

=
X

1≤i<k≤n
ωik · ϑi ∧ ϑk.

Lineare Unabhängigkeit: Es sei ω =
P

1≤i<k≤n ωik · ϑi ∧ ϑk = 0. Für r < s erhält
man aus ϑi∧ϑk = ϑi⊗ϑk−ϑk⊗ϑi sofort 0 = ω(er, es) = ωrs. Da ω schiefsymmetrisch
ist, folgt damit ωik = 0 für alle 1 ≤ i < k ≤ n.
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(3) Die Basisdarstellung einer Multilinearform ω ∈ Vp V ∗ bzgl. der induzierten Basis ist

ω =
X

1≤i1<...<ip≤n
ωi1···ip · ϑi1 ∧ . . . ∧ ϑip

mit den Koe�zienten ωi1···ip = ω(ei1 , . . . , eip). In dieser Basisdarstellung kann man
die Koe�zienten schiefsymmetrisch auf alle möglichen Tupel (k1, . . . , kp) durch

ωk1···kp =

¨
sign π · ωi1···ip falls (k1 · · · kp) =

�
(π(i1), . . . , π(ip)

�
0 sonst

fortsetzen und erhält

ω =
nX

k1,...,kp=1

ωk1···kp
p!

· ϑk1 ∧ . . . ∧ ϑkp .

Für p = 2 setzt man etwa ωki = −ωik für 1 ≤ i < k ≤ n und ωii = 0 für 1 ≤ i ≤ n
und schreibt

ω =
X

1≤i<k≤n
ωik · ϑi ∧ ϑk =

X
1≤i<k≤n

ωik − ωki
2

· ϑi ∧ ϑk +
X

1≤i≤n
ωii · ϑi ∧ ϑi

=
X

1≤i<k≤n

ωik
2
· ϑi ∧ ϑk −

X
1≤k<i≤n

ωik
2
· ϑk ∧ ϑi +

X
1≤i≤n

ωii · ϑi ∧ ϑi

=
X

1≤i<k≤n

ωik
2
· ϑi ∧ ϑk +

X
1≤k<i≤n

ωik
2
· ϑi ∧ ϑk +

X
1≤i≤n

ωii · ϑi ∧ ϑi

=
nX

i,k=1

ωik
2
· ϑi ∧ ϑk.

(4) Eine p-Linearform mit einer Darstellung ω = α1 ∧ . . . αp als äuÿeres Produkt von
Linearformen heiÿt zerlegbar. Dabei ist nicht jede Multilinearform ω ∈ Vp V ∗ zer-
legbar: für n ≥ 4 ist etwa ω = ϑ1 ∧ ϑ2 + ϑ3 ∧ ϑ4 nicht zerlegbar.

(5) Basis- und Koordinatentransformation: Die betrachteten induzierten Basen
hingen von der Wahl der Basis (e1, . . . , en) des Vektorraums V ab. Eine Basi-
stransformation e′j =

P
1≤i≤n aijei mit der zugehörigen Koordinatentransformation

xi =
P

1≤j≤n aijx
′
j induziert im Dualraum V ∗ die duale Basistransformation ϑ′l =P

1≤k≤n ealkϑk mit der zugehörigen Koordinatentransformation αk =
P

1≤l≤n ealkα′l,
wobei (ealk) = (aij)

−1 gilt. Für eine Linearform α ∈ V ∗ erhält man also

α(x) =
X

1≤k≤n
αkϑk(x) =

X
1≤k≤n

αkϑk

� X
1≤i≤n

xiei

�
=

X
1≤k≤n

αkxk =
X

1≤k≤n

� X
1≤l≤n

ealkα′l� ·� X
1≤j≤n

akjx
′
j

�
=

X
1≤l,j≤n

� X
1≤k≤n

ealkakj�α′lx
′
j =

X
1≤l≤n

α′lx
′
l.
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Entsprechend wird im Tensorraum
Np V ∗ die tensorielle Koordinatentransformation

φk1,...,kp =
nX

l1,...,lp=1

eal1k1 · · · ealpkp · φ′k1,...,kp
induziert für Multilinearformen

φ =
nX

k1,...,kp=1

φk1,...,kp · ϑk1 ⊗ . . .⊗ ϑkp =
nX

l1,...,lp=1

φ′l1,...,lp · ϑ
′
l1
⊗ . . .⊗ ϑ′lp .

8.2. Di�erentialformen und äuÿere Di�erentiale

Wir wählen eine anschauliche Darstellung und betrachten ein Gebiet M ⊂ Rn als Grund-
mannigfaltigkeit. Jedoch können die folgenden Untersuchungen auf n-dimensionale �krum-
me� Flächen M ⊂ RN für N ≥ n � etwa auf das injektive Bild M = F (G) unter einer
Abbildung F : G ⊂ Rn →M ⊂ RN � übertragen werden. Ebenso kann man abstrakte dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeiten betrachten, die nur lokal homöomorph zu einem Gebiet
G ⊂ Rn sind.

Bemerkung. Sei zunächst ein Punkt x ∈M festgewählt. Dann ist TxM = {Xx = (x,X ) :
X ∈ Rn} der Tangentialraum der Mannigfaltigkeit M in dem Punkt x. Er bil-
det einen n-dimensionalen Vektorraum, der isomorph zu Rn ist und die Standardbasis
(e1|x, . . . , en|x) besitzt. Jedem Tangentialvektor Xx ∈ TxM ist bijektiv ein Di�erential-
operator dX|x zugeordnet, der die Richtungsableitung einer im Punkte x di�erenzierbaren
Funktion f in Richtung Xx bildet, d.h.

dX|x : f 7→ dXf(x) =
X

1≤i≤n
Xi∂if(x)

und insbesondere

dek|x : f 7→ dekf(x) = ∂kf(x).

Identi�ziert man nun Xx und dX|x, so kann man auch ( ∂
∂x1
|x, . . . , ∂

∂xn
|x) als Standardbasis

von TxM au�assen. Diese Darstellung wird bei abstrakten di�erenzierbaren Mannigfaltig-
keiten zur De�nition des Tangentialraums verwendet.

De�nition. Sei f : M → R in x ∈ M di�erenzierbar. Dann heiÿt die durch Xx ∈
TxM 7→ df |x(Xx) = dXf(x) ∈ R de�nierte Linearform df |x ∈ T ∗xM das Di�erenti-
al von f im Punkte x � dabei gilt insbesondere df |x(ek|x) = ∂kf(x). Die Projektionen
pi : x ∈ M 7→ xi ∈ R besitzen die speziellen Di�erentiale dxi|x = dpi|x mit der Ei-
genschaft dxi|x(ek|x) = δik, also ist (dx1|x, . . . , dxn|x) die Dualbasis von T ∗xM bzgl. der
Standardbasis von TxM . Jedes Di�erential df |x besitzt dann die Basisdarstellung

df |x =
X

1≤i≤n
df |x(ei|x) · dxi|x =

X
1≤i≤n

∂if(x) · dxi|x.

Bemerkung. Für nun variabel gewähltes x ∈M betrachten wir die Vektorraumbündel
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TM =
S
x∈M TxM (Tangentialbündel) bzw.

T ∗M =
S
x∈M T ∗xM (Cotangentialbündel) bzw.Vp T ∗M =
S
x∈M

Vp T ∗xM (äuÿeres Produktbündel)

der disjunkten Räume TxM bzw. T ∗xM bzw.
Vp T ∗xM .

De�nition. Eine Di�erentialform vom Grade p ∈ N0 oder p-Form ist eine Abbildung
ω : x ∈M 7→ ωx ∈

Vp T ∗M mit der Basisdarstellung

ω =
X

1≤i1<...<ip≤n
ωi1···ip · dxi1 ∧ . . . ∧ dxip

und zugehörigen Koordinatenfunktionen ωi1···ip = ω(ei1 , . . . , eip) : M → R. Die Di�eren-
tialform ω heiÿt Cr-di�erenzierbar, falls die Koordinatenfunktionen Cr-di�erenzierbar
sind.

Beispiel. Eine Di�erentialform vom Grade p = 0 ist eine Funktion f : M → R. Eine
Di�erentialform vom Grade p = 1 ist einePfa�sche Form ϕ : x ∈M → ϕx =

Pn
i=1 ϕi(x)·

dxi|x ∈ T ∗M . Eine Di�erentialform vom Grade p = n ist ω : x ∈ M 7→ ωx = f(x) · dx1 ∧
. . . ∧ dxn|x ∈

Vn T ∗M .

De�nition. Das totale Di�erential einer di�erenzierbaren Funktion f : M → R � d.h.
einer di�erenzierbaren Di�erentialform vom Grade p = 0 � sei die Di�erentialform

df : x ∈M 7→ df |x =
nX
k=1

∂kf(x) · dxk|x ∈ T ∗M.

Das äuÿere Di�erential einer di�erenzierbaren p-Form ω : M → Vp T ∗M sei die durch

dω =
X

1≤i1<...<ip≤n
dωi1···ip ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxip

=
X

1≤i1<...<ip≤n

nX
k=1

∂kωi1···ip · dxk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxip| {z }
keine Basisdarstellung

de�nierte Di�erentialform dω : M → Vp+1 T ∗M vom Grade p+ 1.

Beispiel. Wir geben für M ⊂ R3 die Gestalt totaler und äuÿerer Di�erentiale an:

(1) Die 0-Form f : M → R besitzt das totale Di�erential df = ∂1f · dx1 + ∂2f · dx2 +
∂3f · dx3.

(2) Die 1-Form ϕ : M → T ∗M mit ϕ = ϕ1 · dx1 + ϕ2 · dx2 + ϕ3 · dx3 besitzt das äuÿere
Di�erential dϕ : M → V2 T ∗M mit dϕ =

P
1≤j,k≤3 ∂kϕj · dxk ∧ dxj = (∂2ϕ3− ∂3ϕ2) ·

dx2 ∧ dx3 + (∂3ϕ1 − ∂1ϕ3) · dx3 ∧ dx1 + (∂1ϕ2 − ∂2ϕ1) · dx1 ∧ dx2.

(3) Die 2-Form ψ : M → V2 T ∗M mit ψ = ψ1 · dx2 ∧ dx3 +ψ2 · dx3 ∧ dx1 +ψ3 · dx1 ∧ dx3

besitzt das äuÿere Di�erential dψ : M → V3 T ∗M mit dψ = (∂1ψ1 + ∂2ψ2 + ∂3ψ3) ·
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

(4) Die 3-Form ω = f · dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 besitzt das äuÿere Di�erential dω = 0.
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8. Di�erentialformen

Bemerkung. In der klassischen Vektoranalysis im euklidischen Raum R3 werden statt
des Operators ω 7→ dω verschiedene andere Di�erentialoperatoren verwendet.

1) Für ein Skalarfeld f : M → R betrachtet man das Vektorfeld grad f : M → R3 mit
grad f = 5f = ∂1f · e1 + ∂2f · e2 + ∂3f · e3.

2) Für ein Vektorfeld X : M → R3 mit X = X1 · e1 + X2 · e2 + X · e3 betrachtet man
zwei verschiedene Operatoren:

(a) Die Rotation von X ist das Vektorfeld rotX : M → R3 mit rotX = 5×X =
(∂2X3 − ∂3X2) · e1 + (∂3X1 − ∂1X3) · e2 + (∂1X2 − ∂2X1) · e3.

(b) Die Divergenz von X ist das Skalarfeld divX : M → R mit divX = ∂1X1 +
∂2X2 + ∂3X3.

Hierbei werden Produkträume
Vp T ∗xM mit den zugehörigenKoordinatenräumen iden-

ti�ziert, d.h. man identi�ziert einerseits T ∗xM und R3 und
V2 T ∗xM sowie andererseitsV3 T ∗xM und R � obwohl die jeweiligen Basen unterschiedliche Eigenschaften haben. Dazu

betrachten wir die Auswirkungen einer Spiegelung (e1, e2, e3) 7→ (e2, e1, e3) des Raumes
auf die Produktbasen:

(i) In
V0 T ∗xM = R erhalten wir 1 7→ 1.

(ii) In
V1 T ∗xM = T ∗xM erhalten wir (dx1, dx2, dx3) 7→ (dx2, dx1, dx3).

(iii) In
V2 T ∗xM erhalten wir (dx2 ∧ dx3, dx3 ∧ dx1, dx1 ∧ dx2) 7→ −(dx3 ∧ dx1, dx2 ∧

dx3, dx1 ∧ dx2).

(iv) In
V3 T ∗xM erhalten wir dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 7→ −dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

Wir stellen nun die im Umgang mit Di�erentialformen und in der Vektoranalysis
verwendeten Begri�e gegenüber:
0-Form f als Funktion Skalarfeld
df als 1-Form grad f als Vektorfeld
1-Form ϕ Vektorfeld X
dϕ als 2-Form rotX als axiales Vektorfeld
2-Form ψ axiales Vektorfeld Y
dψ als 3-Form divY als Pseudoskalarfeld
Das Di�erentialformenkalkül besitzt dabei wesentliche Vorteile gegenüber der klassi-
schen Vektoranalysis, denn die De�nition einer Di�erentialform ist unabhängig von
der Raumdimension und auf abstrakte di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten er-
weiterbar. Auÿerdem ist der Di�erentialformenbegri� verträglich gegenüber di�erenzier-
baren Koordinatentransformationen, d.h. es können vom Punkte x abhängige Ba-
sisfelder benutzt werden.

I Dazu betrachten wir für M = R2 \ {0} die Transformation (x = r cos t, y = r sin t)
auf ebene Polarkoordinaten und verwenden statt der Standardbasis (ex, ey) die Tan-
gentialvektoren

er =

�
∂rx
∂ry

�
=

�
cos t
sin t

�
und et

=

�
∂tx
∂ty

�
=

�
−r sin t
r cos t

�
.
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8.2. Di�erentialformen und äuÿere Di�erentiale

Diese Basistransformation in TPM induziert in T ∗PM die duale Basistransformation�
dx
dy

�
=

�
cos t −r sin t
sin t r cos t

�
·
�
dr
dt

�
,

es gilt also dx = cos t·dr−r sin t·dt = ∂rx·dr+∂tx·dt und dy = sin t·dr+r cos t·dt =
∂ry · dr + ∂ty · dt.

Satz 8.2.1. Für eine 2-mal di�erenzierbare Di�erentialform ω : M → Vp T ∗M gilt ddω =
0.

Beweis. Die Behauptung folgt aus

ω =
X

1≤i1<...<ip≤n
ωi1···ip · dxi1 ∧ . . . ∧ dxip

⇒ dω =
X

1≤i1<...<ip≤n

nX
k=1

∂kωi1···ip · dxk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxip

⇒ ddω =
X

1≤i1<...<ip≤n

nX
k=1

nX
k=1

∂l∂kωi1···ip| {z }
=∂k∂lωi1···ip

· dxl ∧ dxk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxip| {z }
=−dxl∧dxk∧dxi1∧...∧dxip

= −ddω.

De�nition. Eine Di�erentialform ω : M → Vp T ∗M heiÿt geschlossen,, wenn ihr Dif-
ferential dω = 0 ist. Man nennt sie exakt, wenn sie das Di�erential ω = dϕ einer Di�e-
rentialform ϕ : M → Vp−1 T ∗M ist. Eine exakte Di�erentialform ist wegen dω = ddϕ = 0
stets geschlossen.

Satz 8.2.2. (Satz von Poincaré)
Für eine stetig di�erenzierbar Di�erentialform ω : M → Vp T ∗M gilt:

a) Die p-Form ω ist dann lokal exakt, wenn sie geschlossen ist. In diesem Fall besitzt
also jeder Punkt x ∈M eine Umgebung U ⊂M , so dass ω|U exakt ist.

b) Die p-Form ω ist dann global exakt, wenn sie geschlossen und die Mannigfaltigkeit
M sternenförmig oder einfach zusammenhängend ist.

Beispiel.

(1) Wir betrachten ein Vektorfeld X : M ⊂ R3 → R3 mit rotX = 0 und suchen eine
Funktion f : M → R mit X = grad f . Für X (x, y, z) = x3 · e1 + e2 gilt rotX = 0
sowie

grad f = X ⇔

8><>:lcl∂xf(x, y, z) = x3

∂yf(x, y, z) = 1
∂zf(x, y, z) = 0

9>=>;⇔
8><>:lclf(x, y, z) = 1

4
x4 + g(y, z)

∂yg(y, z) = 1
∂zg(y, z) = 0

9>=>;
⇔

8><>:lclf(x, y, z) = 1
4
x4 + g(y, z)

g(y, z) = y + h(z)
h′(z) = 0

9>=>;⇔
8><>:lclf(x, y, z) = 1

4
x4 + g(y, z)

g(y, z) = y + h(z)
h(z) = c

9>=>;
und man erhält daher f(x, y, z) = 1

4
x4 + y+ c. In diesem Fall besitzt das Vektorfeld

also eine als Potential bezeichnete Stammfunktion.
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8. Di�erentialformen

(2) Die geschlossene Di�erentialform ϕ : (x, y) ∈ M 7→ X1(x, y)dx+ X2(x, y)dy ∈ T ∗M
mit M = R2 \ {(0, 0)} und X (x, y) =

�
− y
x2+y2

, x
x2+y2

�
ist nicht global exakt.

Beweis. Wegen ∂1X2(x, y) = ∂2X1(x, y) und dϕ(x, y) = ∂1X2(x, y) · dx ∧ dy +
∂2X1(x, y) · dy ∧ dx ist die Di�erentialform ϕ geschlossen. Nun nehmen wir an,
es gebe f : M → R mit df = ϕ. Insbesondere gilt in diesem Fall grad f(x, y) =
X (x, y) für (x, y) ∈ M . Für die Funktion t 7→ g(t) = f(cos t, sin t) erhält man
daher g′(t) = −∂xf(cos t, sin t) sin t + ∂yf(cos t, sin t) cos t = −X1(cos t, sin t) sin t +
X2(cos t, sin t) cos t = 1. Dies liefert aber einen Widerspruch zu g(0) = g(2π).

8.3. Kurven- und Flächenintegrale

Eine orientierte p-Fläche ist das injektive Bild x[K] = S ⊂ M einer stetig di�e-
renzierbaren Parameterdarstellung u ∈ K ⊂ Rp 7→ x(u) ∈ M mit linear unab-
hängigen Tangentialvektoren ∂1x, . . . , ∂px � d.h. x : K → S ist regulär. Eine weitere
C1-Parameterdarstellung eu ∈ fK ⊂ Rp 7→ ex(eu) ∈ M mit ex[fK] = S heiÿt zulässig, wenn
für eine Parametertransformation φ : fK → K mit detDφ > 0 � d.h. φ : fK → K
ist positiv orientiert � gilt ex(eu) = x

�
φ(eu)

�
. Wählt man eine die Orientierung ändernde

Parametertransformation ψ : fK → K, so schreibt man x
�
ψ[fK]

�
= −S.

De�nition. Es sei ω : M → Vp T ∗M eine stetige Di�erentialform und S ⊂ M eine
orientierte p-Fläche. Dann ist das p-Flächenintegral von ω über S de�niert durchZ

S
ω =

Z
K
ωx(u)

�
∂1x(u), . . . , ∂px(u)

�
du

mit einer beliebigen zulässigen Parameterdastellung u ∈ K 7→ x(u) ∈ S.

Bemerkung.

(1) Da für dxi|x(u) : Tx(u)M → R gilt

dxi|x(u)(∂kx(u)) =dxi|x(u)

� X
1≤j≤n

∂kxj(u) · ej|x(u)

�
=

X
1≤j≤n

∂kxj(u) · dxi|x(u)(ej|x(u)) = ∂kxi(u)
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8.3. Kurven- und Flächenintegrale

erhält man für die Basisdarstellung der Di�erentialform ω = M → Vp T ∗M die
Beziehung

dxi1 ∧ . . . ∧ dxip |x(u) (∂1x(u), . . . , ∂px(u))

= det

�
dxi1|x(u)

�
∂1x(u)

�
· · · dxi1|x(u) (∂px(u))

...
. . .

...
dxip |x(u)

�
∂1x(u)

�
· · · dxip|x(u)

�
∂px(u)

��
= det

�
∂1xi1(u) · · · ∂pxi1(u)

...
. . .

...
∂1xip(u) · · · ∂pxip(u)

�
= det

�
∂(xi1 , . . . , xip)

∂(u1, . . . , up)

�
(u).

Damit ergibt sich für das p-Flächenintegral die GleichheitZ
S
ω =

Z
K

X
1≤i1<...<ip≤n

ωi1···ip
�
x(u)

�
· det

�
∂(xi1 , . . . , xip)

∂(u1, . . . , up)

�
(u) du.

(2) Die Unabhängigkeit des p-Flächenintegrals von der gewählten zulässigen Parameter-
darstellung folgt mit dem Ergebnis aus (1) nun durch den Transformationssatz für
Mehrfachintegrale. Es istZ

K

X
1≤i1<...<ip≤n

ωi1···ip
�
x(u)

�
· det

�
∂(xi1 , . . . , xip)

∂(u1, . . . , up)

�
(u) du

=
ZeK X

1≤i1<...<ip≤n
ωi1···ip

�
x(φ(eu))

�
· det

�
∂(xi1 , . . . , xip)

∂(u1, . . . , up)

��
φ(eu)

�
· | detDφ(eu)| du

und wegen detDφ > 0 folgt aus der Kettenregel der mehrdimensionalen Di�erenti-
alrechnung

det

�
∂(xi1 , . . . , xip)

∂(u1, . . . , up)

��
φ(eu)

�
· |detDφ(eu)|

= det

�
∂(xi1 , . . . , xip)

∂(u1, . . . , up)

�
(φ(eu)) · det

�
∂(φ1, . . . , φp)

∂(eu1, . . . , eup)� (eu)

= det

�
∂(xi1 ◦ φ, . . . , xip ◦ φ)

∂(eu1, . . . , eup) �
(eu)

= det

�
∂(exi1 , . . . , exip)
∂(eu1, . . . , eup) � (eu).

Insgesamt erhält man also die DarstellungZ
S
ω =

ZeK X
1≤i1<...<ip≤n

ωi1···ip
�ex(eu)

�
· det

�
∂(exi1 , . . . , exip)
∂(eu1, . . . , eup) � (eu) du.
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8. Di�erentialformen

(3) Da für eine die Orientierung ändernde Parametertransformation detDψ < 0 gilt,
erhält man aus den Überlegungen in (2) die BeziehungZ

−S
ω = −

Z
S
ω.

Beispiel. Die folgenden Beispiele zeigen, dass das Di�erentialformenkalkül eine einheit-
liche und auf beliebige Dimensionen erweiterbare Beschreibung der klassischen Kurvenin-
tegrale, Flächenintegrale und Volumenintegrale liefert.

(1) Ein Kurvenintegral ist ein 1-Flächenintegral einer 1-Form φ = E1 ·dx1+. . .+En ·dxn
über einer Kurve γ ⊂ Rn. Für die Parameterdarstellung t ∈ I 7→ x(t) ∈ Rn der
Kurve γ = x[I] und das Vektorfeld E = (E1, . . . , En) giltZ

γ
φ =

Z
I

X
1≤i≤n

Ei
�
x(t)

�
· ẋi(t) dt =

Z
I
〈E
�
x(t)

�
, ẋ(t)〉 dt.

In der Vektoranalysis sind für Kurvenintegrale die Bezeichnungen

~T = |ẋ|−1 · ẋ Tangenteneinheitsvektor der Kurve
ds = |ẋ(t)| · dt skalares Bogenelement der Kurve
~ds = ~T · ds vektorielles Bogenelement der Kurve

üblich sowie die SchreibweiseZ
γ

~E · ~ds =
Z
γ
( ~E · ~T ) · ds.

(2) Das Flächenintegral einer 2-Form ω = B1·dx2∧dx3+B2·dx3∧dx1+B3·dx1∧dx2 über
einer Fläche S ⊂ R3 mit der Parameterdarstellung (u, v) ∈ K ⊂ R2 7→ x(u, v) ∈M
ist Z

S
ω =

Z
K
B1

�
x(u, v)

�
· det

�
∂x2

∂u
∂x2

∂v
∂x3

∂u
∂x3

∂v

�| {z }
=(∂1x×∂2x)1

+B2

�
x(u, v)

�
· det

�
∂x3

∂u
∂x3

∂v
∂x1

∂u
∂x1

∂v

�| {z }
=(∂1x×∂2x)2

+B3

�
x(u, v)

�
· det

�
∂x1

∂u
∂x1

∂v
∂x2

∂u
∂x2

∂v

�| {z }
=(∂1x×∂2x)3

d(u, v)

=
Z
K
〈B
�
x(u, v)

�
, (∂1x× ∂2x)(u, v)〉 d(u, v).

mit dem Vektorfeld B = (B1, B2, B3). In der Vektoranalysis sind für Flächeninte-
grale die Bezeichnungen

~N = |x1 × x2|−1 · (x1 × x2) Normaleneinheitsvektor
do = |x1 × x2| (u, v) · du · dv skalares Ober�ächenelement
~do = ~N · do vektorielles Ober�ächenelement

üblich sowie die SchreibweiseZ
S

~B · ~do =
Z
S
( ~B · ~N) · do.
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(3) Das Volumenintegral einer 3-Form ω = g ·dx1∧dx2∧dx3 über einen Körper K ⊂ R3

mit der trivialen Parameterdarstellung (x1, x2, x3) 7→ (x1, x2, x3) istZ
K
ω =

Z
K
g(x1, x2, x3) dx1 dx2 dx3.

In der Vektoranalysis bezeichnet man dV = dx1 dx2 dx3 als orientiertes Volumenele-
ment und beschreibt mit Z

K
g dV

die Integration einer Funktion über einen Körper.

8.4. Der Satz von Stokes

Beispiele.

1) Wir untersuchen das Kurvenintegral einer exakten 1-Form ϕ = df über einer durch
x : [a, b]→M parametrisierten Kurve γ. WegenZ

γ
df =

Z
[a,b]

nX
k=1

∂kf
�
x(t)

�
· ẋ(t) dt

=
Z b

a

d

dt
f
�
x(t)

�
dt = f

�
x(b)

�
− f

�
x(a)

�
ist das Kurvenintegral durch die Werte der Randpunkte festgelegt.

2) Nun betrachten wir für M ⊂ R2 und ϕ = ϕ1 · dx1 +ϕ2 · dx2 das Flächenintegral der
Di�erentialform ω = dϕ = (∂1ϕ2 − ∂2ϕ1) · dx1 ∧ dx2 über einem durch (x1, x2) 7→
(x1, x2) trivial parametrisierten Quader Q = [a1, b1]× [a2, b2]. Es giltZ

Q
dϕ =

Z b2

a2

Z b1

a1

(∂1ϕ2 − ∂2ϕ1)(x1, x2) dx1 dx2

=
Z b2

a2

Z b1

a1

∂1ϕ2(x1, x2) dx1 dx2 −
Z b1

a1

Z b2

a2

∂2ϕ1(x1, x2) dx2 dx1

=
Z b2

a2

ϕ2(b1, x2)− ϕ2(a1, x2) dx2 −
Z b1

a1

ϕ1(x1, b2)− ϕ1(x1, a2) dx1.

Der Rand von Q ist ∂Q = ∂o1Q∪ ∂u1Q∪ ∂o2Q∪ ∂u2Q und für die Seiten�äche ∂o1Q mit
der natürlichen Parameterdarstellung P : x2 ∈ [a2, b2] 7→ (b1, x2) ∈ ∂o1Q erhält manZ

∂o1Q
ϕ =

Z
[a2,b2]

ϕ1(b1, x2) · ∂P1

∂x2

(b1, x2) + ϕ2(b1, x2) · ∂P2

∂x2

(b1, x2) dx2

=
Z

[a2,b2]
ϕ2(b1, x2) dx2
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8. Di�erentialformen

Die anderen Seiten�ächen mit den natürlichen Parameterdarstellungen x2 ∈ [a2, b2] 7→
(a1, x1) ∈ ∂u1Q bzw. x1 ∈ [a1, b1] 7→ (x1, a2) ∈ ∂u2Q bzw. x1 ∈ [a1, b1] 7→ (x1, b2) ∈
∂o2Q behandelt man analog. Insgesamt folgt alsoZ

Q
dϕ =

�Z
∂o1Q

ϕ−
Z
∂u1Q

ϕ

�
−
�Z

∂o2Q
ϕ−

Z
∂u2Q

ϕ

�
=
Z

(∂o1Q)∪(−∂u1Q)∪(−∂o2Q)∪(∂u2Q)
ϕ =

Z
∂Q
ϕ,

wobei der Rand ∂Q in mathematisch positivem Sinn durchlaufen wird.

Satz 8.4.1. (Satz von Stokes)
Für eine stetig di�erenzierbare p-Form ω und eine orientierte p-Fläche S ⊂M giltZ

S
dω =

Z
∂S
ω,

wenn der Rand ∂S stückweise glatt und geeignet orientiert ist.

Beweis. Wir skizzieren lediglich die Beweisidee und betrachten dabei insbesondere die
Orientierung des Randes ∂S.

(1) Es sei zunächst S = x[Q] das Bild eines Quaders Q ⊂ Rp mit der geeigneten
Parameterdarstellung (u1, . . . , up) 7→ x(u1, . . . , up) ∈ S ⊂M . Dann ist

∂S = x[∂S] =
[

1≤i≤p

�
x[∂oiQ] ∪ x[∂ui ]

�
mit der Standardparametrisierung

(u1, . . . , ui−1, ui+1, . . . , up) 7→
¨
lx(u1, . . . , ui−1, ai, ui+1, . . . , up) ∈ x[∂ui Q]
x(u1, . . . , ui−1, bi, ui+1, . . . , up) ∈ x[∂oiQ]

der Randstücke. Bildet man nun aus diesen (p − 1)-dimensionalen Flächenstücken
unter Beachtung der Orientierung die formale Summe

∂S =
X

1≤i≤p
(−1)i−1 ·

�
x[∂oiQ]− x[∂ui ]

�
,

so lässt sich zeigen Z
S
dω =

X
1≤i≤p

(−1)i−1 ·
�Z

x[∂oiQ]
ω −

Z
x[∂ui ]

ω

�
=
Z
∂S
ω.

(2) Ist S eine Vereinigung von Quaderbildern, so gilt die Gleichung ebenfalls, da
sich die inneren Randstücke wegheben. Den allgemeinen Fall S = x[K] mit einem
KörperK ⊂ Rp erhält man durch Approximation des Körpers durch Quadersummen
und anschlieÿenden Grenzübergang.

Bemerkung. Wir geben die dem allgemeinen Satz von Stokes entsprechenden Zusam-
menhänge in der Vektoranalysis an.
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8.4. Der Satz von Stokes

1) Für die Endpunkte x1 und x2 einer geeigneten Kurve γ giltZ
γ

grad f ~ds = f(x2)− f(x1).

2) Nach dem Integralsatz von Stokes gilt

intS rotX ~do =
Z
∂S
X ~ds.

3) Nach dem Integralsatz von Gauÿ giltZ
K

divY dV =
Z
∂K
Y ~do.
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p-Flächenintegral, 256
p-Linearformen, schiefsymmetrische, 250
p-mal di�bar, 98
p-mal stetig di�bar, 98
Äquivalenzklasse, 23
Äquivalenzklassen, 23
Äquivalenzklassenrelation, 26
Äquivalenzrelation, 14, 23
Äquzivalenklasse, 14
äquidistante Zerlegung, 133
äquivalent, 7, 14
äuÿere Lebesgue-Maÿ, 232
überabzählbar, 21
1-Norm, 35, 38
1. Hauptsatz der Di�erential- und Inte-

gralrechnung, 139
1. Regel von l'Hospital, 104
2. Hauptsatz der Di�erential- und Inte-

gralrechnung, 140
2. Regel von l'Hospital, 104

Abbildung, konstante, 60
abelsche Gruppe, 24
Abelscher Grenzwertsatz, 78
abgeschlossen, 37, 40
abgeschlossenen Intervallen, 144
abgeschlossenes Intervall, 29
abhängige Basisfelder, 254
Ableitung, 93
Ableitung, linksseitige, 94

Ableitung, rechtsseitige, 94
absolut konvergent, 55
absolute Konvergenz, 57
absolute Maximum, 101, 166
absolute Minimum, 166
absoluten Extrema, 166
absolutes Minimum, 101
absteigender Kettensatz, 234
abstrakte di�erenzierbare Mannigfaltigkei-

ten, 254
Abtrennungsregel, 8
abzählbar unendlich, 21, 25
abzählbare Quadersumme, 231
Additionstheorem der Exponentialfunkti-

on, 83
Additivität, 215
Adjunktion, 6
allgemeingültig, 7
Allmenge, 11
Allquantor, 7
Allrelation, 14
alternierende harmonische Reihe, 55
alternierende Reihe, 54
analytisch, 124
analytische Fortsetzung, 125
Anordnung der Doppelfolge, 81
Anordnung der Doppelreihe, 81
Antisymetrie, 16
approximieren, 94
Archimedes, 48
Archimedische Ordnung, 38
Arcus - Cosinus, 89
Arcus - Sinus, 89
Arcus - Tangens, 89
Arcus-Cotangens, 89
Area - Cosinus hyperb., 88
Area - Sinus hyperb., 88
Area - Tangens hyperb., 88
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Area -Cotangens hyperb., 88
Argumentfunktion, 88
Assoziativgesetz, 22
aufsteigender Kettensatz, 234
axiales Vektorfeld, 254
axiomatisch, 6
Axiomen, 6

Banach Räume, 50
Banach Raum, 49, 170
Banach- Raum, 74
Banach-Raumes, 171
Banach-Tarski, 215
Banachscher Fixpunktsatz, 171
Basisdarstellung, 249
Basisfelder, abhängige, 254
bedingt konvergente Reihen, 59
beschränkt, 40, 45, 46, 66
beschränkte Funktionen, 144
bestimmt divergent, 50
bestimmtes Integral, 111
Betrag von z, 33
Betragsfunktion, 35, 36
Bewegungsinvarianz, 215
Bijektion, 59
bijektiv, 17
Bild, 16�18
Bildintervall, 70
Binominalreihe, 77
binomische Formel, 83
Blatter, Christian, 88
bogenweise zusammenhängend, 147

Cantor, 10
Cantorsche Diagonalanordnung, 81
Cantorsche Diagonalverfahren, 25
Cantorsches Diagonalverfahren, 81
Cauchy Konvergenzkriterium für glm. Kon-

vergenz, 73
Cauchy-Konvergenzkriterium für Folgen,

49
Cauchy-Produktreihe, 83, 84
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, 34
Cauchyfolge, 49
Cauchysches Konvergenzkriterium für Rei-

hen, 52
Cayleysche Oktave, 33

Cosinus, 89
Cosinus hyperbolicus, 88
Cosinusreihe, 76
Cotangens, 89
Cotangens hyperbolicus, 88
Cramerschen Regel, 87

Dedekind'sche Schritte, 26
Dedekindscher Schritt, 27
De�nitheit, 162
de�nitheit, 164
De�nition der Integrierbarkeit, 138
De�nitionsmenge, 16
degenerierter Quader, 231
Determinante, Gramsche, 229
Diagonale, 14
Diagonalverfahren, Cantorsches, 81
Di�bar, 150
di�bar, 153
Di�barkeit von Funktionenfolgen, 107
Di�barkeit, linksseitige, 94
Di�barkeit, rechtsseitige, 94
Di�erential, 252
Di�erentiale, spezielle, 252
Di�erentialform, exakt, 255
Di�erentialform, geschlossen, 255
Di�erentialformen, 254
Di�erentialformenkalkül, 254
Di�erentialoperator, 252
Di�erentialoperatoren, 254
Di�erentialquotient, 93
Di�erenzialquotient, 93
di�erenzierbar, 93
di�erenzierbaren Koordinatentransforma-

tionen, 254
di�erenzierbaren Parameterdarstellung, 256
Dimensionsinvarianz bei Homöomorphis-

men, 70
direkte Beweis, 8
Dirichlet-Funktion, 61, 132
disjunkt, 12, 15
Distributivgesetz, 22
divergent, 41, 57
Divergenz, 56, 254
divergiert, 56
Division durch Potenzreihen, 86
Doppelfolge, 81
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Doppelreihe, 81
Dreiecksungleichung, 34, 35, 240
Dreiecksungleichung, umgekehrte, 35
Dualbasis, 252
Durchschnitt, 38

Ebene Polarkoordinaten, 226
echt komplexe Nullstellen, 117
echtes Supremum, 74
Eigenschaften stetiger Abbildungen, 62
Eigenvektoren, 164
Eigenwerte, 164
Eigenwerten, 164
Eindeutig, 17
Eindeutig, umkehrbar, 17
Einheitskugeln, 36
einseitige Grenzwerte, 64
Einselement, 24
Elementenbeziehung, 10
elemtar-geometrischen Objekte, 220
Ellipsoide, 220
Elliptische Integrale, 117
Elliptisches Integral 1.Art, 117
Elliptisches Integral 2.Art, 117
endlich, 21
Ergänzungsquadersumme, 218
Erhalt des Zusammenhangs, 68
Erweiterte Mittelwertsatz, 103
Erzeugendeneigenschaft, 250
euklidische Längenfunktion, 34
euklidische Norm, 34, 38
euklidischen Abstand, 33
euklidischen Norm, 35
Eulersche Zahl, 47
Eulerschen Konstanten, 146
EV, 164
EW, 164
exakte Di�erentialform, 255
Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-

Lindelöf, 193
Existenzquantor, 8
Existenzsatz von Peano, 193
Exponentialfunktion, 88, 95
Exponentialfunktion, komplex, 88
Exponentialfunktion, reell, 88
Exponentialreihe, 53, 76
Exzentrität, nummerische, 144

Faktorenmenge, 15
Familie, 18
Fehlerabschätzung, 54
Feinheit, 129
Fixpunkt, 171, 172
Folge, 18
Folgenkriterium für Grenzwert von Ab-

bildungen, 64
Folgenkriteriumm für Stetigkeit, 62
folgestetig, 61
Form, Pfa�sche, 253
Formel von Hadamard, 77
Fortsetzungssatz, 193
Fundamentalsatz (komplex), 117
Fundamentalsatz der Algebra, 117
Funktionalmatrix, 152
Funktionen, 17

Gebiet, 147
Geometrische Bedeutung:, 101
geometrische Reihe, 53, 71, 76
geordnetes n-Tupel, 13
gerichtetes System, 238
geschlossen, 255
geschlossene Di�erentialform, 255
gleichmäÿig konvergent, 71, 183
gleichmäÿige Konvergenz, 107
gleichmäÿigen Stetigkeit, 67
gleichmächtig, 21
globalen Extrema, 166
Gradient, 150
Gramsche Determinante, 229
Grenzfunktion, 70, 107
Grenzwert, 41
Grenzwert, einseitig, 64
Grenzwert, uneigentlich, 65
Grenzwertbegri�, 63
Groÿer Umordnungssatz, 81
Grundannahmen, 6

Häufungspunkt, 47
halbo�enes Intevall, 29
Halbordnung, 16
Hamilton-Quaternionen, 33
harmonische Reihe, 53, 57
Hauptdeterminanten, 164
Hauptsatz über den Raum R, 29
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Hauptsatz über stetige Abbildungen auf
kompakten Mengen K, 66

Hausdorfsche Trennungsregel, 36
Hesse-Matrix, 160, 162
Hessesche Normalform einer Hyperebene,

150
Hinreichende Bed. für WP's, 128
Hinreichende Bedingung für lokale Extre-

ma, 162
HNF, 150
Homöomorphismus, 70
Homogenität, 34
homogenität, 35
horizontale Tangentialhyperebene, 161
Hyperbolischer Paraboloid, 161

identisch, 15
Identitätsabbildung, 18
Identitätssatz für Potenzreihen, 87
immaginäre Einheit, 33
Implikation, 7
indefínit, 162
inde�nit, 162, 164
Indexmenge, 18
indirekte Beweis, 9
Induktionsanfang, 20
Induktionsmenge, 20
Induktionsschritt, 20
In�mum, 27
Inhalt und Feinheit:, 207
Injektion, 23
injektiv, 17, 69
Inklusion, 10
Innenpunkt, 70
Innenpunktmengen, 216
innere Intervall, 99
Integral, bestimmtes, 111
Integralfunktion, 142
Integralfunktion des Restgliedes, 142
Integration über Normalbereichen, 223
Integrationstheorie, Riemannsche, 215
integrierbar, unbestimmt, 110
integrierbar, uneigentlich, 145
Integrierbar-Lebesgue, 239
Intervall, abgeschlossen, 29
Intervall, halbo�en, 29
Intervall, o�en, 29

Intervallschachtellung, 26
intrinsische, 217
invertierbar, 166
Inzidenzmatrix, 134
isomorph, 29

Jacobimatrix, 152
Jordan-Maÿ, 215
Jordan-messbar, 215
Jordan-Nullmenge, 215
Jordansche Maÿtheorie, 215
Junktionen, 6

Körper, 25
Körpereigenschaften, 25
Kartesisches Produkt, 13
Kegel, 220
Kettenregel, 95
Kettensatz, absteigend, 234
Kettensatz, aufsteigend, 234
kleiner Umordnungssatz, 59
kleinste obere Schranke, 27
Koimplikation, 7
Kommutativgesetz, 22
kompakt, 39, 48
kompakte De�nitionsbereiche, 66
kompakten Teilintervall, 138
komplexe Betrag, 57
Komplexe Exponentialfunktion, 88
komplexen Ebene, 32
komplexen Reihen, 57
Komponentenfunktion, 63
Komponentenfunktionen und Stetigkeit,

63
komponentenweise Konvergenz, 168
Komposition, 18
Komposition von Produktreihen, 84
konjugiert Komplex, 118
konjugiert komplexe Zahl, 33
Konjunktion, 6
konkav, 127
konstant, 102
konstante Abbildung, 60
Kontradiktion, 7
konvergent, 41, 70
Konvergenz, 38, 168
konvergenz, 35
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Konvergenz, absolute, 56
Konvergenz, gleichmäÿige, 71, 107
Konvergenz, punktweise, 70, 71, 107
Konvergenzintervall, 75, 108
Konvergenzkreis, 75
Konvergenzkriterium für monotone Zah-

lenfolgen, 45
Konvergenzradius, 75
Konvergenzradius bei Summe, 80
konvergiert absolut, 56, 57
konvex, 127
Koordinatenräumen, 254
Koordinatentransformationen, di�ernezier-

bar, 254
Kreisfunktion, 88, 95
Kriterium von Hurwitz, 165
kritische Punkte, 161
krumm�ächig begrenzter Bereiche, 226
Kugelparadoxon, 215

Länge der Kurve, 144
Länge parametrisierter Kurven, 143
Längenfunktion, 35
Lagrange-Form des Restgliedes, 122
Lagrangesche Form des Restgliedes, 158
Lagrangesche Multiplikatioren, 177
Lagrangesche Multiplikatorenregel, 177
Lagrangeschen Restglieder, 124
Landauschen O Symbole, 94
Lebesgue-Integral, 239
Lebesgue-integrierbar, 239
Lebesgue-messbar, 233, 243
Lebesgue-Nullmenge, 233
Lebesgue-Oberintegral, 239
Lebesgue-Obersumme, 239
Lebesgue-Unterintegral, 239
Lebesgue-Untersumme, 239
Lebesgue-Varianz, 239
leere Relation, 14
Legbesgue-Maÿ, äuÿeres, 232
Leibnizsche Regel, 54
Limes, 41
Limes inferior, 48
Limes superior, 48
linear geordneter Körper, 25
lineare Ordnung, 16
Linearform df,_x ∈ T ∗xM252

Linearformen, schiefsymmetrische, 250
Linearität, 240
linksseitige Ableitung, 94
linksseitige Di�barkeit, 94
linksseitige Umgebung, 65
Lipschitz-stetig, 171, 220
Lipschitzkonstante, 171
Logarithmus, 88
Logarithmus, natürlicher, 88
lokal R integrierbar, 138
lokal invertierbar, 172
lokal Lipschitz-Stetig, 171
lokal Maximal, 100
lokal minimal, 100
lokale Maximum, 100
lokales Maximum, 126
lokales Minimum, 100, 126

Maÿthorie, Jordansche, 215
Majorante, 56
Majorantenkriterium, 56
Majorantenkriterium für glm Konvergenz,

73
Majorantenkriterium,Weierstraÿsche, 183
Mannigfaltigkeit, 252
Mannigfaltigkeit, abstrakt di�erenzierbar,

254
Matrix, unendliche, 81
Maximum, 27, 66
Maximum, global, 66
Maximum, lokal, 100
Maximumsnorm, 35, 38
Mehrfachintegralen, 210
Menge, 10
Mengenfamilien, 19
mengentheoretische Abziehen, 12
messbar, 243
messbar, Lebesgue-, 243
Metrik, 36
Mindestradius, 86
Minimum, 21, 27, 66
Minimum, global, 66
Minimum, lokales, 100
Minorante, 56
Minorantenkriterium, 56
Mittelwertsatz der Di�erentialrechnung,

101
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Mittelwertsatz der Integralrechnung, 138
Monom, 157
monoton fallend, 31, 45, 102
monoton wachsend, 45, 102
Monotonie, 240
Monotoniesatz, 102
Multilinearformen, 249
Multiplikation von Potenzreihen, 84

natürlciher Logarithmus, 88
natürliche Ordnung, 16
Negation, 6
negativ de�nit, 162, 164, 165
negativ semide�nit, 162, 164
Netz, 238
Netz-Limes, 238
nicht beschränkt, 30
Norm, 35
Norm, euklidische, 34
Normalenvektor, 151
Normen, 167
normierten Räumen, 61
normierter Vektorraum, 35
Normierung, 215
Notwendige Bed. für WP's, 128
Nullfolgen, 41
Nullmenge, 233
Nullmenge, Lebesgue, 233
Nullstellen, komplexe, 117
Nullstellen, reelle, 117
Nullstellenmenge, 175
Nullstellensatz von Bolzano, 68
Nullteilerfreiheit, 24
nummerischer Exzentrität, 144

obere Grenzwert, 48
Oberintegral, Lebesgue, 239
Oberintegral, Riemannsche, 130
Obersumme, Lebesgue, 239
Objekte, elementar-geometrische, 220
o�en, 37, 147
o�ene Überdeckung, 39
o�ene Umgebung, 172
o�enes Intervall, 29
ONB, 164
Operatornorm, 168
Ordinatenmenge, 129, 144

Ordnung, linear, 16
Ordnung, natürliche, 16
Ordnungs, 27
Ordnungsrelation, 16
Ordnungsvollständig, 27
ordnungsvollständig, 50
Ordnungsvollständigkeit, 28
orientierte p-Fläche, 256
Orthonormalbasis, 164

Paraboloide, 220
Parameterdarstellung, 143
Parameterdarstellung, di�erenzierbar, 256
Partialsummen, 51
partiell Di�bar, 147
partielle Ableitung, 147
partiellen Abbildungen, 147
partition, 129
Peano-Axiomen, 19
Pfa�sche Form, 253
Poincaré, Satz von, 255
Polarkoordinaten, ebene, 226
Polarkoordinaten, räumliche, 227
Polygonzüge, 144
positiv de�nit, 162, 164, 165
positiv semide�nit, 162, 164
positive de�nitheit, 34, 35
Positivität, 215
Potent, tensorielle, 249
Potenzreihe, 75
Potenzreihenentwicklung, 106
prädikadenz, 7
Primfaktorzerlegung, 117, 118
Prinzip der Intervallschachtellung, 31
Prinzip von Cavalieri, 225
Produktbasen, 254
Produkträume, 254
Produktregel, 95
Pseudoskalarfeld, 254
Pullback-Funktion, 175
punktweise konvergent, 70
punktweise Konvergenz, 107
punktweise Stetigkeit, 67
punktweiser Konvergenz, 71

Quader, degeneriert, 231
Quaderbilder, Vereinigung von, 260
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Quadergebäude, 216
Quadersumme, 216
Quadersumme, abzählbare, 231
Quantor der Eindeutigen Existenz, 8
Quantoren, 7
Quotientenkriterium, 56
Quotientenmenge, 15, 23
Quotientenregel, 95

Räumliche Polarkoordinaten, 227
Randextrema, 166
Randpunkt, 70
rationalen Zahlen, 24
Raum, vollständig normiert, 74
Rechenregel für di�bare Funktionen, 95
Rechenregel für integrierbare Funktionen,

137
Rechenregeln für Reihen, 53
rechtsseitige Ableitung, 94
rechtsseitige Di�barkeit, 94
rechtsseitige Umgebung, 65
reell diagonalisierbar, 164
reelle Exponentialfunktion, 88
Re�exivität, 14, 15
Regel von l' Hospital, 104
regulär, 168
Reihe im Komplexen, 57
Reihe, alternierende harmonische, 55
Reihe, bedingt konvergente, 59
Relation, leere, 14
rellen Nullstellen, 117
Repräsentant, 15
Repräsentantensystem, 15
Rest, 54
Restglied, 121
Riemann Oberintegral, 131
Riemann Unterintegral, 131
Riemann-integrierbar, 214
Riemannsche Integrationstheorie, 215
Riemannsche Oberintegral, 130
Riemannsche Obersumme, 130
Riemannsche Summe, 133
Riemannsche Summen, 207
Riemannsche Unterintegral, 130
Riemannsche Untersumme, 130
Riemannscher Summen, 238
Rotation, 254

Rotationsparaboloid, 151
Russelsche Menge, 11

Sandwich-Theorem, 44
Sattel�äche, 161
Sattelpunkte, 101
Satz über das Anfangswertproblem, 191
Satz über das Cauchy-Konvergenzkriterium

für glm Konvergenz, 73
Satz über das Folgenkriterium für Stetig-

keit, 62
Satz über das Permanenzprinzip, 65
Satz über das Quotientenkriterium, 56
Satz über den GW der Verfeinerung, 135
Satz über den Vergleich von Lebesgue-

und Riemann-Integral, 242
Satz über DGL 1. Ordnung, 190
Satz über die Äquivalenzrelationen, 15
Satz über die Ableitung der Umkehrfunk-

tion, 97
Satz über die Abschätzungs Vektorverti-

ger Funktionen, 170
Satz über die Bestimung der Konvergenz-

radien, 77
Satz über die Division durch Potenzrei-

hen, 86
Satz über die Eigenschaften stetiger Ab-

bildungen, 62
Satz über die Erkennbarkeit der Di�bar-

keit, 154
Satz über die existenz von Wurzeln, 30
Satz über die glm. Stetigkeit, 67
Satz über die Identität von Potenzreihen,

87
Satz über die Komposition von Produk-

treihen, 84
Satz über die Konvergenz von Folgen, 41
Satz über die Länge parametrisierter Kur-

ven, 144
Satz über die lokale Umkehrbarkeit, 172
Satz über die Multiplikation von Potenz-

reihen, 84
Satz über die notwendigen Konvergenz-

kriterien für Reihen, 52
Satz über die Ordnungsvollständigkeit von

R, 28
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Satz über die Rechenregeln di�barer Funk-
tionen, 95

Satz über die Stetigkeit (ε- δ Kriterium),
60

Satz über die Stetigkeit von Komponen-
tenfunktionen, 63

Satz über die Vertauschbarkeit der parti-
ellen Ableitungen des p-ten Tay-
lorpolynoms, 158

Satz über die Vertauschung der Integra-
tionsreihenfolge, 180

Satz über dominierte Konvergenz von Le-
besgue, 247

Satz über Integralkriterien uneigentlicher
Integrale, 145

Satz über Konvergenz und Stetigkeit bei
der Operatornorm, 169

Satz über lösungen von linearen DGL, 196
Satz über lineare Di�erentialgleichungs-

systeme, 193
Satz über lokale Extrema, 162
Satz über Majoranten/Minoranten, 56
Satz über monotone Konvergenz von Bep-

po Levi, 246
Satz über o�ene Mengen, 38
Satz über Rechenregeln di�barer Abbil-

dungen, 155
Satz über Rechenregeln höherer Ableitun-

gen, 99
Satz über Rechenregeln konvergenter (Punkt-

)Folgen, 42
Satz über Sandwich-Theorem und Ähn-

lichkeit von Folgen, 44
Satz über Stammfunktionen, 111
Satz über Umgebungssysteme, 38
Satz über vollständige Räume, 50
Satz über Wurzelkriterium, 57
Satz der R Integrationsbed., 132
Satz der analytischen Potenzreihen, 124
Satz der De�nitheit, 164
Satz der elementaren Integrierbarkeit, 119
Satz der groÿen Umordnung, 81
Satz der hinreichenden Bedingung für lo-

kale Extrema, 126
Satz der kleinen Umordnung, 59
Satz der Konvergenz von Taylorreihen, 124

Satz der Konvexität, 103
Satz der Konvexitätskriterien, 127
Satz der lokalen Extremas, 100
Satz der Monotonie, 102
Satz der notwendigen Bedingungen für lo-

kale Extrema, 161
Satz der Operatornorm, 168
Satz der Partialbruchzerlegung, 118
Satz der partiellen Integration, 113
Satz der Potenzreihen, 108
Satz der strengen Extrema, 103
Satz der unbestimmten Integrale, 112
Satz des Cauchy-Konvergenzkriteriums, 49
Satz des Majorantenkriteriums für glm Kon-

vergenz, 73
Satz von Abel über die Grenzwerte, 78
Satz von Bolzano-Weierstraÿ, 47
Satz von Fubini für Quaderbereiche, 211
Satz von Heine Borel, 40
Satz von Leibniz, 54
Satz von Maximum und Minimum, 66
Satz von Picard-Lindelöf, 196
Satz von Picard-Lindelö�, 193
Satz von Poincaré, 255
Satz von Rolle, 101
Satz von Schwarz, 156
Satz von Stokes, 260
Scheitelwinkel, 231
schiefsymmetrischen p-Linearformen, 250
Schwankungssumme, 130
Schwarz, 230
Schwarzsche Ungleichung, 34
Sehnenpolygonzüge, 143, 144
Sekantenhyperebene, 151
Signumsfunktion, 61
Sinus, 89
Sinus hyperbolicus, 88
Sinusreihe, 76
skalare Geschwindigkeit, 143
Skalarfeld, 254
speziellen Di�erentiale, 252
Stammfunktion, 110
stationäre Punkte, 161
stetig, 70
stetige Fortsetzbarkeit, 93
Stetigkeit, 38, 168
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stetigkeit, 35
Stetigkeit, punktweise, 67
Stokes, Satz von, 260
streng konkav, 127
streng konvex, 127
streng monoton fallend, 45, 69, 102
streng monoton steigend, 46
streng monoton wachsend, 45, 69, 102
strenges lokales Maxima, 103
strenges lokales Minima, 103
Substitutionsregel, 114
Summenregel, 95
Supremum, 27
Supremumseigenschaft, 26, 27, 50
Supremumsnorm, 74
surjektiv, 17
Symetrie, 14
System, gerichtetes, 238

Tangens, 89
Tangens hyperbolicus, 88
Tangente, 93
Tangentensteigung, 93
Tangentialhyperbene, horizontale, 161
Tangentialhyperebene, 150, 151, 161
Tangentialraum, 252
Tautopologie, 7
Taylor'scher Satz, 142
Taylorreihe, 123
Taylorscher Satz, 1. Form, 122, 160
Taylorscher Satz, 2. Form, 122, 158
Teilmengenrelation, 16
Teilquadern, 211
Teleskopsumme, 55
Tensoren, 249
tensorielle Potenz, 249
Tensorkalkül, 249
Topologie, 35
total Di�bar, 150
total di�bar, 153
Totalordnung, 16
Transformationssatz, 225
Transitivität, 14, 16
Triangulierungen, 231
Tupel, 13

Umgebung, 36, 168

Umgebung, linksseitig, 65
Umgebung, rechtsseitig, 65
Umgebungssystem, 36
Umgebungssysteme, 38
Umgekehrte Dreiecksungleichung, 35
Umkehrabbildung, 17
umkehrbar, 166
umkehrbar Eindeutig, 17
Umkehrfunktion, 70
Umordnung, 59
unbedingt konvergent, 59
unbestimmt integrierbar, 110
unbestimmtes Integral, 111
uneigentlich R-integrierbar, 145
uneigentliche Grenzwerte, 65
uneigentlicher Annäherung, 64
uneingentlich konvergent, 50
unendliche Matrix, 81
unendliche Reihe, 51
Unmenge, 11
Unterdeterminanten, 164
untere Schranke, 48
Unterintegral, Lebesgue, 239
Unterintegral, Riemannsche, 130
Untersumme, Lebesgue, 239
Urbild, 17, 18

Variable, 7
Varianz, 132
Varianz, Lebesgue, 239
Variation, 130, 207
Vektoranalysis, 254
Vektorfeld, 254
Vektorfeld, axial, 254
Vektorraumbündel, 252
vektorwertige Abbildungen, 59
Verbindungsstrecke, 69
Vereinigung von Quaderbildern, 260
Verfeinerung:, 207
Verkettung, 18
Vollkugel, 37
Vollständig, 27
vollständig, 74
vollständig metrischen Räumen, 171
vollständig normierten Raum, 74
vollständig normierter Raum, 170
vollständige Räume, 50
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Vollständigen Induktion, 20
vollständigen Raum, 49
Vollständigkeit, 26

Weierstraÿsche Majorantenkriterium, 183
Wendepunkt, 128
Wendepunkten, 128
Widerspruchsbeweis, 9
WO, 20
wohlbestimmte Tangentialhyperebene, 151
wohlbestimmten Grenzwert, 93
Wohlordnung, 20
Wurzelkriterium, 57

Zerlegung, 129, 130
Zerlegung, äquidistante, 133
Zerlegung:, 207
Zielmenge, 16
ZPV, 133, 135
zusammenhängend, 69, 147
Zusammenhangserhaltung, 68
Zusammenhangskomponenten, 147
Zwischenpunktfolge, 240
Zwischenpunktvektor, 133
Zwischenpunktvektoren, 135
Zwischenwertsatz, 68
Zylinderkoordinaten, 227
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