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0. Grundlagen der Logik und der
Mengenlehre

Gegeniiber der Logik und der Mengenlehre nehmen wir einen naiv-intuitiven Standpunkt
ein und behandeln dieses Gebiet nicht axiomatisch als mathematische Disziplin.

0.1. Grundbegriffe der Logik

Wir fithren im wesentlichen nur Abkiirzungen ein um eine kiirzere und prézisere Formu-
lierung mathematischer Aussagen zu ermoglichen.

Wir gehen davon aus, dass eine mathematische Aussage entweder wahr oder falsch ist.
Beispielsweise: ,,397 ist eine Primzahl® ist eine mathematische Aussage. Diese ist wahr.

Bemerkung. Dies ist eine starke Vereinfachung. In der Mathematik ist es an sich uner-
heblich, ob eine Aussage im absoluten Sinn wahr oder falsch ist. Die absolute Antwort
gehort eher in den Bereich der Philosophie.

Einzig wichtig ist:

o ist eine Aussage aus den gegebenen Grundannahmen (Axiomen) beweisbar?
o ist eine Aussage wiederlegbar?

e ist sie tiberhaupt entscheidbar?

nicht jede Aussage ist beweisbar, als Beispiel sei hier die Kontinuumstheorie
genannit.

Aus Aussagen «, [ lassen sich mit Hilfe logischer Verkniipfungen neue Aussagen gewin-

aussagelogischer Junktionen
nen.

Hier eine Zusammenstellung der wichtigsten Axiome:

Negation —«

,hicht o

Konjunktion a A 8
o und 3

Adjunktion a V 3

,a oder 3 oder in beidem*
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Logisches ausschliefendes ,,oder* aV3

Lentwede o oder (3¢

Implikation o = 3
.wenn « dann auch G“
o hat 3 zur Folge“
saus « folgt 3

Koimplikation o < (3

,»a ist genau dann richtig, wenn [ richtig ist

Beispiel. Thre Wahrheitswerte sind:

alf||alanf|laVi|la=0|asp

w | w f w w w W

w | T f f W f f

flwl| w f w w f

f|f] w f f w w
not | and or impl | equiv

Bemerkung. zu den letzten beiden Eintrigen der oo = [(-Spalte: das lisst sich so lesen: ,,
wenn « falsch ist, kann 3 machen, was es will, die Aussage ist wahr!®. Oder auch: ,Wenn
« richtig ware (was es aber nicht ist), konnte auch (3 richtig sein, braucht es aber nicht“

Eine zusammengesetzte Aussage heift allgemeingiiltig (Tautopologie), wenn sie bei
jeder Belegung der Einzelaussagen mit ,w/f“ den Wert wahr annimt. So ist Beispielsweise
a V —« immer wahr

Bemerkung. Das Gegenteil dieser Aussage bezeichnet man als Kontradiktion, zum
Beipsiel ist a A\ - immer falsch

Zwei Aussagen sind dquivalent, wenn die Koimplikation o < allgemeingiiltig ist, das
heift, wenn « und [ gleiche Wahrheitswerte besitzen. Als Beispiel sei hier

—(a A B)aquivalent zu ~a A =

genannt.
Ist () eine Aussage, die eine freie (nicht spezifizierte) Variable x enthélt (zum Beispiel
»Z ist eine Primzahl®), so kénnen durch pridikadenz logischer Quantoren neue Aus-
sagen gebildet werden.
Allquantor:

V. a(z)

was soviel bedeutet wie: ,Fiir alle z gilt die Aussage a(x), bzw. ,jedes x erfiillt o (x)*
Schreibweise auch: A statt V, da der Allquantor (bei endlich vielen Variablen) eine allge-
meine ,und“-Verbindung ist. Es gilt dann:

alx)) Na(ze) Na(zs) A A alzy,)
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Existenzquantor:
3, a(zx)

oder anders ausgedriickt: ,Es existiert (mindestens) ein x mit a(x)
Schreibweise auch: V/, da er auch als verallgemeinerte ,und“- Verbindung aufgefasst werden
kann. Es gilt dann

a(zy) Va(zy) Valzs)...Va(z,)

Wichtige Aussagen/Eigenschften von V und 3:
1.
-V, a(x) < I-a(r)
-3, a(x) & V-a(x)

2. Y, alz,y) = V,3, a(z,y)

Gelesen: Es gibt ein (globales) x, sodass fiir alle y die Aussage a(z,y) richtig ist.
rechts: Zu jedem y gibt es ein (individuelles, eventuell von y abhéngiges) x mit der
Eigenschaft a(z,y)
Vorsicht: Die Umkehrung (,<*) ist im allgemeinen nicht richtig!
Definiert man (etwa zur Abkiirzung) eine Aussage o durch eine Aussage (die wir bereits
kennen) 3, so schreibt man:

a0

und sagen dazu: ,,« sei gleichbedeutend mit § oder auch: ,,a wird definiert durch 3

Beispiel. Quantor der Eindeutigen Existenz:

3!, CY(37) =, a<x> Ayxvy (a(:c) A O‘<y) =T = y)/,

Existenz Eindeutigkeit

sprich: ,Es gibt genau ein x mit a(x)

Eingeschrankte Quantisierung mit der Elementarbeziehung ,, €“ der Mengenlehre
Vieen a(z) &V, (r € A= a(x)),

das heift soviel wie: “wenn = € A, dann haben sie die Eigenschaft a(x) ,,
Weiter gibt es auch:

Jrea a(x) & 3, (x € ANa(x))
Wichtige Beweismethoden

Zu den wichtigsten Beweismethoden gehoren:

I der direkte Beweis (Abtrennungsregel)

wenn die Aussage « und auch die Implikation o = £ richtig ist, dann muss (als
Schlussfolgerung) auch die Aussage [ richtig sein.

Beispiel. Bekannt ist:
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1. Es ist Freitag morgen [«]
2. Jeden Freitag gehe ich in die Analysis Vorlesung [a — f]
3. daraus folgt: ich sitze grade in der Vorlesung Analysis (]

Praktische Anwendung: (Beweis von [3):

a Ausgangspunkt: Bekannter Sachverhalt

= B
= [ logische Schlussfolgerungen
= 0 liefern die Giiltigkeit von 3

Bemerkung. Wichtig ist hier die Verwendung von Folgepfeilen ,=“! Man kann nicht
einfach die Aussagen untereinander schreiben!

Weitere Anwendungen dieser Beweismethode: Beweis der Aquivalenz o < 3

1. Methode: Aquivalente Umformungen
!
A
Al
& f

2. Methode: Getrennte Beweise von o = 3 und § = a:

o} 5]
= = oy
= [ = Qy
= By =
= =«

diese Methode ist viel Flexibler, da andere Zwischenschritte gewdhlt werden
konnen.

Il der indirekte Beweis (Widerspruchsbeweis)

wenn die Implikation —« = [ richtig ist, aber 3 nicht, so muss die Aussage
arichtig sein.

Annahme:
e o = [
= w W W
= [ w f f
: f w w
= Aber-p!! f w f
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Annahme: der Sachverhalt —« liefert mir das 3 aus rein logischen Schliissen. Dann folgt
also: a = --- = —(. Der Widerspruch —f ziegt, dass « richtig sein muss.

Bemerkung. Mathematische Aussagen (Sdtze) und ihre Beweise durch logische Schliisse
kénnen Umgangssprachlich sein. Eine strenge Formalisierung mit Hilfe logischer Symbole
st nicht notig. Die Formulierung muss aber so prizise sein, dass man die logsiche Struktur
erkennen kann. Sonst wird es ,gefasel”.

0.2. Grundbegriffe der Mengenlehre
Eine gangige Definition einer Menge geht auf Cantor zuriick:

Definition. Menge
FEine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterscheidbaren Objekten
U einem ganzen

Bemerkung. Dieser ,naive“ Mengenbegriff ist logisch nicht haltbar und fihrt zu Wider-
spriichen (Antinomien). Heute gibt es verschiedene (Gquivalente) aziomonetische Men-
genlehren, die (hoffentlich) konsistent sind.

Grundsymbol ist das Zeichen ,,€“ fiir die Elementenbeziehung , was soviel heifst
wie: ,,x ist Element von A“ oder ,x liegt in A“. Die Negation lautet: = ¢ A :& —(x € A).
Man kann auch sagen. € ist ein zweistelliges Pridikat, das aus den Objekten ,,z* und ,, A“
eine Aussage macht ,x € A“.

Zwischen der Elementenbeziehung und der Gleichheit von Mengen besteht der fundamen-
tale Zusammenhang

A=B&VY, (re AsxeB)

Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die selben Elemente haben.
Definiert man das Pridikat“c* der Teilmengenbezichung (Inklusion) durch

ACB:&eV, (re A=z€ B)

so gilt:
A=B&< ACBANBCA

Dies ist wichtig fiir den Beweis der Gleichheit.

Weitere Abkiirzungen:

AC B:< AC BANA# B A ist echte Teilmenge von B
ADB:&=BCA
ADB:=BCANB#A

Usw.

Bemerkung. Oft wird auch ,,C“ statt ,C“ (fir Teilmengen) bzw. ,,C“ statt , < “(fir echte
Teilmengen) verwendet.

10
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Definiert man (etwa zur Abkiirzung) eine neue Menge A durch eine schon bekannte Menge
B schreibt man iiblicherweise

A := B, (A sei definitionsgeméif gleich B).

Ist E eine vorgegebene Grundmenge, so ldsst sie sich durch Auswahl (,Aussondern®) mit-
tels einer Aussage a(z) der Teilmenge

{reE|a)}

gewinnen, die genau alle Elemente aus E enthilt, die die Aussage « erfiillen.

Beispiel.
p:={x € N | z ist eine Primzahl}
Spezialfall:
alx) r=n A ANr=03N - N =1,
liefert die Menge {x1,...,z,}, die genau die Elemente z1, ..., x, enthélt.

Bemerkung. Fine unbeschrinkte Auswahl ,{x | a(x)}*“ ohne Angabe einer Grundmenge

st problematisch.
Die Definition
A={z |z=1x}

wiirde die Allmenge liefern, diese ist aber durch A € A widerspriichlich.
Unproblematisch ist die Definition

0:={r |z #z},

da man sie mit einer beliebigen Grundmenge E beschreiben kann.
Eigenschaften:
Vx 0 C X, denn: Vo(x € ) = 2z € X)

Elementare Mengenoperationen erlauben aus vorgegebenen Mengen neue Mengen zu bil-
den.

Bemerkung. Zum Teil entsteht sie nicht durch ,Aussiondern® aus einer bestehenden

Menge. Trotzdem sind sie (auch in einer axiomatischen Mengenlehre) unproblematisch.

Die Russelschen Antinome

Wenn es eine Allmenge A (mit A € A) gibt, dann gibt es auch die ,Menge*
R:=A{z|x ¢},

die sogenannte Russelsche Menge.

Frage: gilt R € R?

Test: es gilt R ¢ R & R € R und das ist Unfug! Diese Menge ist widerpriichlich, also
eine sogenannte Unmenge

11
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Mengenbildungsprinzipien
Vereinigung einer Menge A

UA=Uialde = J 4

AcA
= {z| Juea v € A}

Spezialfall:

( )
A=10 U@zix 34 <A€@\/x€A>}@

!

Das heift, es gibt zwar eine Vereinigungsmenge, aber diese ist leer!
Weitere Vereinigungen von Mengensystemen:

UA: U :{$‘E|A€A$€A}

AcA
A=0: [J0=0
A={A}: J{Aar =4

A={A,B}: |{A,B}=AUB={s|zc AUz € B}

Durschnitt eines nichtleeren Mengensystems

A=Al A€ A}t = | A:={z|Vaca v € A}

AeA

Spezialfille:

A={A}: {4} =4
A={A,B}: ({A,B}=AnB={z|zec ANz e B}

Bemerkung. 0 ist nicht definiert! Dieser Durschnitt wiirde wegen
z €0 & Voepg & Va(AED =z € A)

auf die Allmenge fiihren.
ABER: Betrachtet man nur Elemente der einen festen Grundmenge E, so ist auch der
Durchschnitt

Nd={x€FE |Vapye A} =F

definierbar.

Zusatz: Mengen mit AN B = () heifen disjunkt.

Differenzmenge von zwei Mengen A und B

oder auch das (relative) Komplement von B bzgl A genannt ist das mengentheore-
tische Abziehen. In mathematischer Schreibweise:

AB=C,B:={zrcA|z¢B}

12
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Das Kartesische Produkt zweier Mengen A und B

ist die Menge aller geordneten Paare (a,b) mit a € A und b € B
Ax B:{(a,b) |a€anbe B}.
Geordnete Elemente (Paare) besitzen die Eigenschaft:
(a,b) = (d',b)=a=d ANb=1

Das Tupel (a, b) ist zu unterscheiden von der Zweiermenge {a, b}
Eine Verallgemeinerung auf endlich viele Faktoren Ay, ..., A, ist problemlos moglich.

X?:l Az:Al XAQ Xoee xAn:{al,...,an ‘ V?:l CLl‘EAZ'}
Man nennt die Elemente (ay,...,a,) (geordnetes) n-Tupel.
Gilt
Vi, A=A
so schreibt man kurz

n__n
A" = Xiz1 Ai

Beispiel.
RP=RXxRx:-xR={(z1,...,2,) |ViL; x; € R}

n-mal

Im weiteren Verlauf werden wir das auf beliebig viele Faktoren erweitern!

Potenzmenge einer Menge A

ist das System aller Teilmengen von A.
P(A) ={X | X C A}
Beispiel.

P(D) = {0} (eine Einermenge, die als einziges Element die Leermenge enthilt)
P({a}) = {0,{a}}
7)<{a7 b}) = {Q)v {a}> {b}7 {a7 b}}

Es gilt immer:

0 eP(A)

und

AeP(A)

13
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0.3. Relationen und Abbildungen

Definition. Fine bindre (oder zweistellige) Relation Re zwischen der menge A und B
ist eine Teilmenge des kartesischen Produktes A x B. Gilt (x,y) € Re so sagt man: x
steht in der Relation Re zu y. Man schreibt:

xRe vy
Eine Relation Re in der Menge A ist eine Teilmenge Re C A x A
1. leere Relation: Re :=0) C A x B
2. Allrelation: Re :=AXxBCAXxB
3. Diagonale in A: Re '={z,z |z € A} CAx A
das heiflt: zZRey &z =y
wichtige Spezialfille:
Definition. Fine Relation Re in der Menge A mit den Figenschaften
A1l Reflexivitat: V,cq xRe x
A2 Symetrie: V, yca tRe y = yRe x
A3 Transitivitdt: vV, .ca = xRe y AyRe 2 = zRe 2
heift Aquivalenzrelation
Zwei Elemente z,y € A mit zRe y heilen dquivalent und man schreibt meist
z~y

Die Aquzivalenklasse cines Elementes = € A ist due Teilmenge [2] == {y € A | y ~ A}
von A

Beispiel.

1. A:= {Menge aller Geraden in der Ebene}
Re :={(g,h) € A x A | g parallel zu h}
g ist parallel zu g
g ist parallel zu h, das heifit auch: h ist parallel zu g

2. A := Menge aller Menschen
Re := {(z,y) € A x A | x Vater von y}
das verletzt aber A1, A2 und A3!

14



0.3. Relationen und Abbildungen

Eigenschaften der Aquivalenzklasse [z]

1. Es existiert keine leere Aquivalenzklasse!

Beweis. Wegen A1 gilt immer = € [z]

2. Zwei Aquivalenzklassen [z] und [y] sind
entweder identisch (das heifst [x] = [y], ndmlich falls z ~ y)
oder disjunkt (das heikt [x] N [y] = 0, ndmlich falls x % x)

Beweis. Fiir x,y € A gilt entweder x ~ y oder x ¢ y.
Fallunterscheidung

1. Fall, (z ~ y): dann gilt:
[Z] Cly], denn z € 1] = 2~z AT~y R 2 vy = 2 € [y

[y Clz], denn z € [y] = 2~y Az ~y 222 2wy = 2 € [4]
es folgt also: [z] = [y]

2. Fall, z o¢ y: Wir Beweisen [x] N [y] # 0 durch Widerspruchsbeweis (also indirekt)
Annahme: [z] N [y] # 0, das heift es existiert (mindestens) ein z € A mit

z € [z], das heift z ~ x

und = € [y], das heifst 2 ~ y} dann miisste (nach A2 und A3)x ~ y gelten

also muss [z] N [y] = 0 sein

damit haben wir bereits unseren ersten Satz bewiesen:

Satz 0.3.1. Satz iiber die Aquivalenzrelationen
Jede Aquivalenzrelation in einer Menge A induziert eine Zerlegung von A in nichtleere,
paarweise disjunkte Aquivalenzklassen.

Weitere Bezeichnungen:

e Reprisentant einer Aquivalenzklasse [z]:

Jedes y € [z], denn [z] = [y]

e Reprisentantensystem Teilmenge M C A, die aus jeder Aquivalenzklassen genau
ein Représentant enthélt

e Quotientenmenge Menge aller Aquivalenzklassen (Faktorenmenge)

Al =A{z] e P(A) |z € A} CP(A)

Definition. FEine Relation Re einer Menge A mit den Figenschaften

1. Reflexivitdt: V,oca vRe x

15
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2. Antisymetrie: Vyycn tRe yANyRex = 2 =y
3. Transitivitdt: ¥V, .ca vRe y ANyRe z = xRe 2

heifit Ordnungsrelation (Halbordnung) und man schreibt meist
Re heifit Totalordnung (lineare Ordnung), wenn

Veyca TRe yV yRe x

Beispiel.

1. Die natiirliche Ordnung ,,<“ in den Zahlenmengen N, Z, Q, R (siehe spéiter)
ist eine lineare Ordnung.

2. In einem Mengensystem A = {A, B, ...} wird durch
A<B:<ACB

eine Ordnung ,,<“ definiert, die im allgemeinen keine Totalordnung ist. Es ist
eine Teilmengenrelation

Beispiel. Sei E := {a, b} (a # b) eine Paarmenge und

A= P(E) = {®7 {a}v {b}’ {CL, b}}

mit dem Ordnungsschema

{a}
07 (b} fa.b}

{a} und {b} sind beziiglich ,,<“ nicht vergleichbar!

Auch Abbildungen zwischen Mengen konnen als spezielle Relation, durch ihren Graphen
definiert werden.

Definition. Eine Relation f C AX B zwischen den Mengen A und B heif§t eine Abbildung
A und B wenn gilt:

vxEAE”yGB (%y) ef

msbesondere:
(zyefrn@y)cf=y=yvy

Jedem Element x € A wird genau ein y = f(x) € B zugeordnet. Statt ,f C A X B und
(x,y) € f schreibt man:
f:A— B r—y = f(z)

In Worten ausgedriickt: ,,f bildet die Menge A nach B ab“. A heifit Definitionsmenge,
B die Zielmenge und unter ,Bild“ versteht man:

im f = f[A] = {y € B | Foea f() =y} = {f(x) € B |z € A}

16
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Weitere Bezeichnungen

Gilt y = f(x), so heifst ,,y das Bild von z“ beziehungsweise ,x ein Urbild y* unter f.
Fiir Teilmengen A" C A, B’ C B heift das Bild von A”: f[A'] :={f(x) € B |z € A’} und
fIB]={rcA| f(x)eB}CA

Bemerkung. Abbildungen zwischen Zahlenrdumen heiffen auch Funktionen

Beispiel.

L. R—-R
r+— f(x) :=sinx im f[—1,1]

2. f:N—{0;1}

[0 falls n gerade . S
n—fn): {1 falls n ungerade im f = {01}

3. f:N—=N
n s f(n) = n? imf={1;4;9;...}

4. f: Rt - R*
T f(r) = 2% im f =R"
Sie zeigen wichtige Eigenschaften von Abbildungen.
Definition. Eine Abbildung f : A — B heifit

1. surjektiv, wenn jedem y € B mindestens ein Urbild v € A besitzt, das heifit,
wenn gilt:
VyesToea f(x) =y bzw. f[A] =B,
oder mit anderen Worten: Die Bildmenge ist gleich Zielmenge.

Beispiel 2 und 4 sind surjektiv.

2. ingektiv, wenn jedes y € B hochstens ein Urbild x € A besitzt, das heifst:

Veawea (x # 2 = f(x) # f(2')) bzw.
vx,x/eA (f(.’l?) = f(m,) =T = ‘I/)
Beispiel 8 und 4 sind injektiv.

3. byektiv, also Eindeutig und umkehrbar Eindeutig, falls sie surjektiv und
ygektiv ist, das heifit also, dass jedes y € B genau ein Urbild x € A besitzt.

In diesem Fall existiert die Umkehrabbildung f~!: B — A mit den kennzeichnenden
Eigenschaften:

Voea [T (f(2)) = 2 und Vyep f(f7'(y)) =y

Bemerkung. Bei einer (nur) injektiven Abbildung f : A — B ist f : A — f[A] C B
bijektiv und es existeirt die Umkehrabbildung f=1 : f[A] — A.
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0. Grundlagen der Logik und der Mengenlehre

Definition. (a) Fir Abbildungen f: A — B und g: B — C ist die Komposition, also
die Verkettung bzw. die Hintereindanderasufihrung go f : A — C [sprich: ,g*
nach ,, f“] definiert durch

Vuea(go f)(z) = g(f(2))

(b) Bei einer Abbildung f : A — B und einer Teilmenge A" C A heifit die Abbildung
fly: A — B; x— f(x)
die Einschrinkung von f auf A’

Bemerkung. zu (a):
Fiir die Umkehrabbildung f=* : B — A einer Bijektion f : A — B gilt

f’lof:idA undfof’lzidB

mit der Identitdatsabbildung:

idg: A—A
T x
idg B— B
y—y

Fiir Abbildungen allgemein gilt:
[iAe B VaeaBlyen f#) =y
Zur Bezeichung:
e Bild: statt f[A’] auch f(A’).
e Urbild: statt f~![B’] auch f~*(B’), auch wenn f~! gar nicht existiert!

Speziell geschriebene Abbildungen:

Eine Abbildung a : I — X heiftt auch eine Familie von Elementen aus X bezeichnet mit
(a; € X)ier oder kiirzer: (a;);er. Thr Definitionsbereich I heift dann Indexmenge, ein
Wert a; := a(i) ein Glied der Familie und die zugehorige Bildmenge:

all] ={a; € X |1 € I} ={a; € X}ies

Spezialfall: Eine Familie mit Indexmenge N = {1,2,...} heift eine Folge von Ele-
menten aus X bezeichnet mit (a; € X)geny und ist nichts anderes als eine Abbildung
a:N— X. Weiter ist BA={f € Ax B| f: A— B} die Menge aller Abbildungen von
A nach B und entsprechend:

o X! = Menge aller Familien (a; € X);c; bzw

e XY = Menge aller Folgen (ay € X)ren
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0.4. Die natiirlichen Zahlen

Bemerkung. Familien verallgemeinern den Begriff eines geordneten Paares
(ai € X)ier = (bi € X)ier & Viera; = b;

Dies gilt nicht fir die zugedrigen indizierten Mengen.
Man unterscheidet:
(CLZ' & X)ie[ € XI und {CL,’ € X}z‘e]} cX

Jede Menge X kann als indizierte Menge aufgefasst werden. Setzt man a, = x (das heift,
a=1d,), so gilt:
X ={a, |z € X}

Fiir Mengenfamilien (A; € A);c; ist definiert:

e die Vereinigung:

U=UtAcAlicly={z |3 e A}

i€l
o der Durchschnitt:

N =(HAic Aliel}={z]|Vies v € A}

iel
wobei I # ()

e das kartesische Produkt:
XierAi = {(a;)ier | Vier a; € A;}

Bemerkung. x;c.;A; verallgemeinert das in auf Seite eingefiihrte kartesisches
Produkt Ay x Ay zweier Mengen. Man kann ein n-Tupel als Familie mit Indexmenge
I={1,....n}

Einermenge

1= {0}
2=1{0,{0}} =1U{1}

n+1l=nU{n}

0.4. Die naturlichen Zahlen

Die Menge N der natiirlichen Zahlen mit dem Anfangselement 1 und der vom natiirlichen
Zahlprozess gelieferten Nachfolgern, gebildet durch n +— nt =n + 1, ldsst sich durch die
folgenden Peano-Axiomen charakterisierung.

Pl11eN
P2 V,cn n™ €N, das heift: *: N — N
P3 V,en nt # 1, das heikt: 1 ¢ im™

19



0. Grundlagen der Logik und der Mengenlehre

P4 V,nen m™ =nt = m = n, das heit T : N — N ist injektiv
P5 Vren 1 €T AVpenn €T = (n+1)eT =T eN)

Aus P5 folgt das Prinzip der Vollstindigen Induktion. Es ist eine wichtige Beweisme-
thode.

Ausfiihrlicher geschrieben:

Ist T eine Teilmenge (Induktionsmenge) von N mit den Eigenschaften

1. Induktionsanfang: 1 € T

2. Induktionsschritt: V,cn (n €T =n+1€1)

n € T mit einem beliebigen n € N (aus Induktionsannahme) folgt im Induktionsschluss,
dass auchn+1€ T sogilt T =N

Beispiel. Wir wollen zeigen, dass

n

Vien > (2k—1)=1+34---+(n—1)

k=1

gilt. Die Induktionsmenge ist hier

T::{nGN

znj(zk;—n:n?}

k=1
1. Induktionsanfang 1 € Tdenn 2-1—-1=2—-1=1=12=1
2. Induktionsschritt:

Induktionsannahme: Es sei n eine beliebige Zahl aus T’

Induktionsschluss: Dann ist auch n 4+ 1 € T', denn

S = Y@-1) +Cm+1)-1)

laut Ind. Annahme=n?
=n?+2n+2+1
n*+2n+1=(n+1)>
(n+1)*=(n+1)>

Bemerkung. Bei einfachen Aussagen a(n) braucht eine Induktionsmenge T = {n €
N | a(n)} nicht explizit angegeben zu werden. Mann zeigt dann, um V,en a(n) zu beweisen,
a(l) und Vuen(a(n) = a(n +1)). Sie ist aber nur in komplizierten Fallen zu empfehlen
unter anderem, wenn mehrere Variablen vorkommen.

Im Beispiel wurde schon benutzt, dass in N (und Ny := N U {0}) natiirliche Rechenope-
rationen ,,+“ und ,—* erklirt sind. Weiter ist N (und Ny) durch die vom Zahlprozess
induzierte natiirliche Anordnung ,,<“ linear geordnet.

N (und Np) ist sogar Wohlgeordnet, das heift es gilt Wohlordnung (WO). Dies bedeutet,
dass jede nichtleere Teilmenge A C N besitzt ein kleinstes Element:

Vacn (A # 0= FeaVnea m < n)
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0.4. Die natiirlichen Zahlen

Bemerkung. 1. Ein solches kleinstes Element m ist wegen

3.

Voea M AN AVpeam <n=m<m' Am'<m=m=m'
eindeutig bestimmt und heifft Minimum von A
m = min A

In jeder (halb~) geordneten Menge folgt aus der Wohlordnung auch die Totalord-
nung. Die Umkehrung ist im allgemeinen nicht richtig!

zum Beispiel besitzt {x € Q | x > 0} kein Minimum
Fin (teilweise umstrittener) Satz der Mengenlehre besagt, dass jede (noch so kom-

plizierte) Menge wohlgeordnet werden kann. Als Hilsmittel bendtigt man das Aus-
wahlaxiom und das Zornsche Lemma

Wir vergleichen Mengen beziiglich ihrer Elementenanzahl.

1.

2.

Zwei Mengen heiffen gleichméchtig, wenn eine Bijektion f : A — B existiert.

A heifit weniger Michtig, als B, wenn eine Injektion existiert, das heift A und
f[A] C B gleichméchtig sind.

. Eine Menge A heifst

endlich, wenn sie Gleichméchtig einem Abschnitt {1,...,n}, mit n € N oder
leer sind.

abzihlbar unendlich, wenn die gegebene Menge und die Menge N gleichméch-
tig sind. Zusammen sind sie abzdhlbar

ansonsten bezeichnet man die Menge als {iberabzahlbar

Beispiel. N und Ny 2 N sind gleichméchtig, denn es gibt eine Abbildung (Projektion)

fNg— N n—n+1.
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1. Zahlenraume

1.1. Der Ring der ganzen und der Korper der
rationalen Zahlen

Eigenschaften des Zahlenraumes N (oder Nj)

A1l Algebraische Eigenschaften

beziiglich ,,(4)“ gilt die Assoziativgesetz und Kommutativgesetz, Kiirzungs-
regel:
ny+1l=mns+1

ny = nNo

beziiglich ,,(-)* gilt das Assoziativgesetz- und Kommutativgesetz

beziiglich ,,(z, ) gilt das Distributivgesetz

A2 Ordnungseigenschaft: es gilt ,(<)“ Totalordnung (genau genommen sogar Wohlord-
nung)

A3 Vertréglichkeit (fiir [ € N)

TLISTLg:}TLl‘l—lSTLQ‘l—Z
ng<ng=n;-l<ng-l

Fehler von Ny Gleichungen der Form

(1.1)

sind nicht fiir alle n, m € Ny 16sbar!

Ziel: Erweiterung von Ny so, dass immer losbar ist.

Methode: Darstellung der gesuchten Losung x als Paare (m,n) € Ngx Ny mit x+n = m,
alsozr =m—n

e r =1 wird représentiert durch (1,0), (2,1), (3,2),...
e r = 0 wird représentiert durch (0,0), (1,1), (2,2),...

e r = —1 wird représentiert durch (0,1), (1,2), (1,2),...
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1.1. Der Ring der ganzen und der Korper der rationalen Zahlen

1.5 <
x=0
x=1
Zusammenfassung der Paare zu Aquivalenzklassen
Satz 1.1.1.
1. In Ny x Ny wird durch
| +mn1; +ng

(my,m1) & my —ng = mg — ny
= M1 +No =My + N1
eine Aquivalenzrelation definiert. Die zugehérige Aquivalenzklasse z = [(m,n)]
bilden (als Quotientenmenge) die Menge
7 = (NO X N)‘N
2. Die Abbildung i : Ng — Z, n + [(n,0)] ist eine Injektion, unter der i : [Ny] C Z
mit Ny selbst identifizert werden kann.
Damit gilt:
No CZ
Bemerkung.

1. Aziome A1 bis A3 sind leicht zu tiberprifen

2. 1 st injektiv wegen
i(n1) = [(n1,0)] = [(n2,0)] = i(n)
= (n1,0> ~ (ng,O)

Def. v. ~
= niy = Ny

Die Operatoren ,,+, - sowie die Ordnung ,,<* lassen sich von Ny auf Z fortsetzen durch

21+ 2o = [(ma, )] + [(mg, n2)] := [(m1 + ma, n1 + n2)]

Z1 + Z9 = [(ml, nl)] + [(mz, TLQ)] = [(m1 ) + Mo - Ny1,M71 * N9 + ny - mg)}
<

z1 = [(m1, )] < [(ma, na)] = 22

= ming < Mmo +ny
Wichtig: Die Definitionen sind unabhngig 0 von der Reprisentantenwahl!
Definiert man zu z := [(m,n)| das negative —z := [(n,m)], so ist die Gleichung z + 20w

jetzt eindeutig durch x := —z + w losbar
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1. Zahlenrdume

Eigenschaften des Zahlenraumes 7Z

1. Algebraische Eigenschaften:
beziiglich ,,(+)* eine abelsche Gruppe

beziiglich ,,(-)* assoziativ, kommutativ, das heit es gilt die Kiirzungsregel:
Z10W = Z9 - W ANw #£ 0
= 21 = 22

beziiglich ,,(+, -)* distributiv

2. Ordnungselemente:

beziiglich ,,(<)“ gilt die Totalordnung (aber keine Wohlordnung)

3. Vertréglichkeit:
s <zm,=>zntw<zntw

1< 20 ANw>0=>2z2 - w< 29w
Bemerkung. Die Kiirzungsregel ist dquivalent zu
zw=0=2z=0Vw=0,

es gilt also die Nullteilerfreiheit
1 bis 3 besagen:

Satz 1.1.2. Z ist beziiglich +,-, < ein linear geordneter, nullteilerfreier kommutativer
Ring mit Einselement

Fehler von Z Gleichungen der Form
n-r=m (1.2)

sind nicht fiir alle m € Z, n € Zy := Z\{0} losbar. Im Besonderen ist [1.2] fiir n = 0 und
m # 0 niemals losbar!

Ziel: Erweiterung von Z, sodass alle Gleichungen von immer I6sbar ist.
Methode: Darstellung der gesuchten Losung z als Paare (m,n) € Z X Zy, Zusammen-
fassung dieser Paare zu Aquivalenzklassen liefert:

Satz 1.1.3.

1. In Z x Z wird durch
(my,m1) (Mo, ng) =< My - Ny = My - Ny

eine Aquivalenzrelation definiert. Die zugehérigen Aquivalenzklasse p = [(m,n)]
bilden als Quotientenmenge die Menge Q := (Z x Zg)|_ die rationalen Zahlen
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1.1. Der Ring der ganzen und der Korper der rationalen Zahlen

2. Die Abbildung j : Z — Q, n — [(n,1)] ist eine Injektion unter der j[Z] C Q mit
selbst identifiziert werden kann. Dann gilt Ny C Z C Q

+, -, < lassen sich wieder von Z auf QQ fortsetzen.

+, -, < lassen sich wieder von Z auf Q fortsetzen. Definiert man fiir p := [(m,n)] # 0 das
Inverse p~! := [(n,m)], so ist die Gleichung p-x = ¢ jetzt eindeutig durch x := p~lq =: L
16sbar. Fiir p-x = 1 gilt x := p~!

Eigenschaften vom Zahlenraum Q

1. Algebraische Eigenschaften Korpereigenschaften
beziiglich ,,(+)“ ist Q eine abelsche Gruppe
beziiglich ,,(-)“ ist auch Q\{0} ebenfalls eine abelsche Gruppe
beziiglich ,,(+, )" ist Q distributiv

2. Ordnungseigenschaften

beziiglich ,,(<)* ist Q total geordnet

3. Vertréglichkeit
PL<p2=p1+q<p2+tgq

P<pANqg20=p1-q<p2-q
Aus 1 bis 4 folgt:
Satz 1.1.4. Q ist beziiglich +, -, < ein linear geordneter Korper

Bemerkung. Q st der kleinste, linear geordneter Kdrper, der Ny, bzw. ein injektives
Bild davon enthdll.

Zur Méchtigkeit von Z und 1Q)
Satz 1.1.5. Z und Q sind abzihlbar unendliche Mengen

Beweis.

1. Die Abbildung
f: Ny — Z das heilt 0~ 0

2n — —n 1—1
2n - n+1 21— —1
32

4+ =2

ist eine Bijektion. Also sind Ny und Z gleichméchtig, denn es gilt f(k) = (1 —
(=1)*- (2k + 1)). Beweisen kann man dies iiber die vollstindige Induktion.

2. Eine explizite Abzahlung von QF := {™ > 0 | m,n € N} liefert das (1.) Cantor-
sche Diagonalverfahren

Die Abbildung f : N — Q% ist zndchst nur surjektiv. Das Auslassen aller nicht
teilerfremden Briiche liefert eine bijektioin. Erweiterung auf QQ wie unter 1
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1. Zahlenrdume

n\m|1|2]3
1 [I[I[T
33
3 11313

1.2. Der Korper der reellen Zahlen

Auch der Korper der rationalen Zahlen besitzt noch immer ,liicken®. So ist nicht jede
Gleichung der Form
"=y neN, xeQ

16sbar. So 16st keine rationale Zahl die Gleichung 2% = 2

Beweis. durch Widerspruch: Sei z = ™* eine Losung m,n € N, m und n sind teilerfremd,
das heilt auch, dass m und n nicht beide geradzahlig sind.

m? ist gerade. Damit ist auch m selbst gerade, das heikt m = 2 - [. Setzt man dies in die
Gleichung ein, so folgt:

4% = 2n?
20% = n?
n ware damit auch geradzahlig!
Widerspruch zur Teilerfremdheit laut Aufgabenstellung! O

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Liicken zu schliefen um einen vollstindigen
Erweiterungskorper R > Q zu erhalten. Mittel um diese Liicken zu schliefen sind

e Intervallschachtellung
e Dedekind’sche Schritte

e Aquivalenzklassenrelation

Alle liefern das gleiche Ergebnis: Vollstdndigkeit kann mit der sogenannten Supre-
mumseigenschaft charakterisiert werden.

Definition. Die Menge M sei durch < linear geordnet.

1. FEine Teilmenge A C M heifit nach oben beschrinkt, wenn gilt:
E|56Mva€A a<s

ein solches s € M heifit dann obere Schranke von A
(Analog geht die Definition fiir die untere Schranke).
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1.2. Der Korper der reellen Zahlen

2. Fin s € M heifit Supremum (obere Grenze) der Teilmenge A C M, sp = sup A,
wenn es eine kleinste obere Schranke von A ist, das heifit, wenn fiir jede andere
obere Schranke s von A gilt s > sg
(Analog definiert man das Infimum (inf A) also grifite untere Schranke)

Bemerkung.

1. Ein Supremum/Infimum ist, wenn es existiert, eindeutig bestimmt, denn fir 2
Suprema So, So gilt sg > So und Sg > sg = Sop = So

2. Fin Supremum s von A mit s € A heifft Maxzimum von A, geschrieben als ,,s =
max A“

Ein Infimum s von A mit s € A heifft auch Minimum von A, geschrieben auch
als ,,s = min A“

Definition. Fin linear geordneter Korper heifit (Ordnungs)- Vollstindig, wenn er die
soganannte Supremumseigenschaft erfillt, das heifit, jede nichtleere, nach oben be-
schrinkte Teilmenge A # () ein Supremum besitzt

Bemerkung.

1. In einem wollstandigen, linear geordneten Korper K besitzt auch jede nach unten
beschrinkte Teilmenge A # 0 ein Infimum }
Begrindung: Betrachte die Spiegelung im Punkt 0: A:={—z € K | x € A}

2. Q ist micht vollstindig, zum Beispiel besitzt die Menge A := {x € Q | 2% < 2} kein
Supremum (siehe spditer)

Eine Moglichkeit um @Q zu vervollstindigen benutzt folgende Methode:
Man definiere eine relle Zahl « als eventuell fehlendes Supremum einer Teilmenge von Q

a—{reQ|zr<a}
durch ein bestimmte ,Modellmenge* o C Q, die dann diese Zahl als Supremum besitzt.
Mit anderen Worten: Man erginzt den Zahlenkorper der rationalen Zahlen mit den da-

zwischenliegenden reellen Zahlen.

Definition. Eine Teilmenge o C Q heifit Dedekindscher Schritt in Q, wenn mit & :=
Co o = Q\« gilt

D1 a#0,a+#0
D2 o < &, das heif$t VpeaVgea p < ¢
D2 « besitzt kein grofites Element, das heif$t Vpea3gea ¢ > P

a—{reQl|zr<a}l
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1. Zahlenrdume

Satz 1.2.1. Satz iiber die Ordnungsvollstindigkeit von R

Der Menge R* := {a C Q | «a Schritt in Q} C P(Q) wird durch die Inklusion C linear
geordnet und besitzt die Supremumseigenschaft.

Q selbst kann Ordnungsvertraglich in R* eingebettet werden

Bewess.

1. Die Inklusion ,,C* definiert eine (Halb~)Ordnung in P(Q) erst recht in R* C P(Q).
Zur Totalordnung: Seien «, [ Schritte in Q mit —(« C ) zu zeigen ist § C « ein
p € a. Wegen —(ar C (3) existiert ein p € o mit p ¢ 3, das heift p € 3. Fiir jedes
q € ( gilt dann nach D2 ¢ < p. Dann ist auch ¢ € «, denn falls ¢ ¢ «, also ¢ € &
miisste nach D2 ¢ > p gelten. Ein Widerspruch! Also ist § C «

2. Sei A C R* eine nichtleere Menge von Schnitten, die nach oben beschrankt ist, das
heift es existiert ein o € R* mit Voea a < o (das heiit @ C o mit p als obere

Schranke). Wir zeigen:
o:s=JA=J acR"

aEA
ist Supremum von A

(a) Schnitteigenschaften:

Di1:
A£DVocra#0=>0= ] a#l
a€A
Vaca 0 Co=Vacaa@Dog=0= ()] @
a€A
U aDo#0=0#0
acA
D2:
peEoc =da €A _
qEG :vaeAqE@};xpeaoAqeo‘o
D2
=p<q
D3:

pEOT=DpPE R

ag € A 23 o5 existiert q € ago mit ¢ > p

(b) Vaea o C o, das heifit a < o = o ist obere Schranke von A
Sei & eine weitere obere Schranke von A, das heift V,c4 o C ¢. Dann ist auch
0 ={Naca @ C 0, das heillt o ist kleinste obere Schranke von A

3. Die Abbildung i : Q — R*, r — r* := {p € Q | p < r} ist wohl definiert, also
r* € R*, und injektiv, denn r # s = r* # s* und es gilt

r<s&r-cs’

also Ordnungsvollstindigkeit!
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1.2. Der Korper der reellen Zahlen

]

Man kann jetzt auf R* arithmetische Operationen +, - einfiihren, zum Beispiel a + 3 :=
{r+seQ|re€a, sef},sodass R beziiglich +,-, < (= ¢) einen vollstindigen linear
geordneten Korper bildet, der Q, (bzw. sein injektives Bild Q* = ¢[Q] C R*) als Teilkorper
enthélt. Das ist allerdings nicht so einfach. Finden kann man dies in diversen Literaturen,
Beispielsweise EBBINGHAUSEN u.a. unter ,Zahlen®.

Man kann zeigen, dass je zwei solche Korper, egal wie konstruiert, isomorph sind, das
heilst es existiert eine Bijektion f zwischen ihnen die +, -, < respektiert:

flx+y)=f(z)+ fy)
fx-y)=f(z)- f(y)
r<y<e flz) < fly)
Es gilt:

Satz 1.2.2. Hauptsatz iiber den Raum R

Es gibt (bis auf die Isometrie) genau einen (ordnungs- )vollstindigen linear geordne-
ten Korper, das heift Q (bzw. ein injektives Bild) als Teilkorper, enthélt genau KSrper
R der reellen Zahlen.

Wir arbeiten im folgenden mit dieser Beschreibung von R, nicht mit einem speziellen
Modell (etwa R*)

Bezeichnungen:

e RT:={x € R|z > 0}, analog R, QF, Q~

e [a,b] ;== {z € Rla < x < b} abgeschlossenes Intervall
e Ja,b[ := {x € Rla < z < b} offenes Intervall

e Ja,b] := {z € Rla < z < b} halboffenes Intevall

Zusatz: Mann kann die linear geordneten Menge R erginzen durch zwei Symbole —oo
und oo ¢ R mit V,er — 00 < z < 00. Dieses liefert die abgeschlossene relle Zahlengerade
R := RU{—00, 00}. Die Kérperstruktur von R kann aber nicht auf auf R fortgesetz werden.
Bezeichnung: [a, +oo[ = {z € R | a < (< oo} und analog |—00, a], |a, +o0[, |—00, +00] =
R

Wichtige Eigenschaften von R

Satz 1.2.3. R ist archimedisch angeordnet, das heifst zu je 2 positiven Zahlen x,y € R
gibt es eine natiirliche Zahl n € N mit der Eigenschaft n-x >y
Bedeutung: Es gibt keine unendlich grofien und unendlich kleine Zahlen!

Beweis. Seien x,y > 0 vorgegeben und A:={n-z € R|n C N} CR.

Wire die Aussage falsch, also gelte V,en n - & < y, so wire y eine obere Schranke von A
und es gibe ein Supremum s = sup A.

s —x < s ist dann keine obere Schranke von A, das heifst es existiert ein m € N mit
m-x>s—x.

Es folgt (m +1)-A > s im Widerspuch zu s = sup A O
A
€
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1. Zahlenrdume

Folgerung.

1. In R ist die Teilmenge N nicht beschrinkt
vyEREInEN n>y
2. Zu jedem auch noch so kleinen € > 0 existiert ein n € N mit
1
0<—-<e
n
Satz 1.2.4. Q liegt dicht in R, das heifst zwischen je zwei rellen Zahlen x,y liegt eine
rationale Zahl ¢ € R, also:
Vayer (2 <Yy) = Jgeg < q <y

Beweis. Sei zunéchst 0 < z < y.
Wegen: y — 2 > 0 gilt nach Satz

Jpen n(y —x) > 1 (1.3)

Die Menge M :={k € N | k > n -2} C N ist nicht leer und besitzt daher ein kleinstes
Element m € N (folgt aus der Wohlordnung).
Fiir dieses m gilt dann

m e M, dasheilt m>n-x
m—1¢ M, dasheiit m—1<n-zf’

also zusammen:

m—1<n-z<m (1.4)
wobei:
m—1<n-z (1.5)
und:
n-r>m (1.6)
Aus [1.3| und [I.4] folgt:
3
n<m<n-x+1<n-y,
also x < 2t <.
Der Fall x < 0 < y ist trivial O

Satz 1.2.5. Satz iiber die existenz von Wurzeln

vy>0vn€N3!z>0 " =y
Schreibweise: © = /Y oder y%

Beweis. Eindeutigkeit: Aus 0 < zy < 25 folgt 2} <z}
Existenz: Sei A:= {t ¢ R" | t" <y}
Es gilt:
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1.2. Der Korper der reellen Zahlen

1. A#@,dennﬁirt::ﬁ>Ogi1t:t<1undt<y,alsot"

t" <t <y das heifst: t € A

2. A ist nach oben beschriankt: Fir ¢t := 1+ y gilt t" = (1 4+ y)" > 1 4+ y > y das heift
t ist obere Schranke von A

Wegen der Vollstandigkeit von R existiert also eindeutig ein x = sup A
Behauptung Fiir dieses x gilt 2" =y

(a) Annahme: 2" <y

n

Wir wéhlen ein h mit 0 < A < min {%, 1}. Fiir dieses gilt dann:

(z+n)"—2"=(z+n)—2) - (t+n)" 2"+ (@+n)"2 z...+ (x+n)" 2"
h<l
<h-nz+h)"" < h-nlz+1)"!
r—x+h n
< y—z
also (x4 h)" < y das heifst z+h € A. Also kann « keine obere Schranke von A sein.

(b) Annahme: 2" > y Setze h := =% ist 0 < n < x. Fiir alle t > x — n > 0 gilt dann

n-gn—1

=t <" —(xr—h)"

h<1 1

< h-nz" " =a2"—y

also t" > y. das heifit t ¢ A, oder es gilt fiir alle t € A ¢t < x — h. Folglich ist
x — h < x eine obere Schranke von A und z keine kleinste obere Schranke.

Wegen der Totalordnung bleibt nur z" = y {ibrig. O]

Beweis. Der Beweis zeigt auch, dass Q nicht vollstindig ist. Fiir n = 2, y = 2 nehme man
an, die Menge A = {t € QT | #* < 2} besitze ein Supremum z € Q. Wie unter (a) und
(b) zeigt man in Q, dass die Fille 22 < 2 und z* > 2 ausscheiden. Aber auch z? = 2 ist
nicht moglich. Ein Widerspruch! O

Definition. FEine Folge (Sk)reny von abgeschlossenen Intervallen Sy = [ax,br] C R (mit
ar < by) heifit monoton fallend, falls

vkeN Sk+1 - Sk, (dh So D Sl D SQ D 53 D.. )

Satz 1.2.6. Prinzip der Intervallschachtellung
Jede monoton fallende Folge (Sy C R)ien abgeschlossener Intervalle besitzt einen nicht-
leeren Durchschnitt.

Beweis. Wegen [ay,b1] D [ag,bo] O ... gilt a3 < ag < ag < -+ < by < by. Die Menge
A = {a, € R | k € N} ist also nicht leer und ist nach oben beschrénkt. Demzufolge
existiert S = sup A € R mit den Eigenschaften:

Vien ar < S,
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1. Zahlenrdume

da S obere Schranke von A ist. Also gilt:

Vien S € [ag, bx] = ik, das heifst S € ﬂ Sk

keN

]

Bemerkung. Diese Figenschaft wird auch dazu benutzt, R diber Intervallschachtelung zu
definieren.

Satz 1.2.7. R ist liberabzahlbar!

Beweis. Sei N — R, k — x; eine Abzdhlung von R, also eine Bijektion.
Wir konstruieren jetzt eine Folge von abgeschlossenen Intervallen durch

Sl = [a17b2] mit a1 < bl, 1 ¢ Sl
SQ = [ag,bg] mit as < bg, To ¢ SQ und SQ < Sl

Dies ist moglich. Ma teile S7 in drei gleichgrofte Teilintervalle und wéhle

,( linkes Drittel 1. ‘,
Sy = ¢ rechtees Drittel 2. }
 egal welches 3.

1. falls x5 in der rechten Halfte von S;
2. falls x5 in der linken Halfte von S
3. wenn x5 ¢ S

Es entsteht eine monoton fallende Folge (Si)ren wobei nach Satz ein Element s €
N S existiert.

Dieses s € R liegt in allen Intervallen. Sy ist also verschieden von allen z; (k € N). Dies
steht im Widerspruch zu R = {z; | k € N} O

1.3. Korper der komplexen Zahlen

Fehler von R: Noch immer ist nicht jede Gleichung der Form 2" = y lésbar, zum
Beispiel nicht z? = —1.

Gesucht: Erweiterungsmoglichkeiten von R, in dem diese Gleichung auch losbar ist.

Konstruktion: Wir definieren in der komplexen Ebene C := R? = R x R arithmetische
Operationen durch:

(z1,91) + (T2, 92) == (21 + 21,91 +y2)
($1,y1> ) ($27Z/2) = ($1IE1 — Y1Y2, T1Y2 — 902y2)

Dadurch wird C zu einem Korper.
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1.4. Die arithmetischen Vektorraume R™

Durch die Abbildung z € R +— (z,0) € C wird R in C eingebettet, wobei die Rechenope-
rationen in R und C vertriglich sind

($1,0) + (332,0) = (Il + 33270)
(171,0) + (ZEQ,O) = (ZEI . IQ,O)

In C ist jetzt 22 = —1 losbar, denn fiir die immaginire Einheit i := (0,1) gilt i* =
(0,1)-(0,1) =(—=1,0) = —1.
Schreibweise fiir komplexe Zahlen z € C

2(z,y)=2-(1,0)+y-(0,1)=2-14+y-i=x+iy=Rez+ilmz
In dieser Schreibweise gilt:

21+ 29 = (ZL‘l + zyl) + (272 + Zy2> = (Il + ZL’Q) -+ z(y1 + yg)

2120 = (T +iyn) - (w2 i) = (122 +i(y1 + T2 + 21Y2) +\if_,y1y2
=—1

= (122 — Y1y2) +i(y122 + T1Yp2)
Man rechnet wie gewohnt und beriicksichtigt
P =-1
Weiter Bezeichnungen.

e Fiir 2 = = + iy heiltt z := x — 1y, die zu 2 konjugiert komplexe Zahl, was einer
Spiegelung an der reellen Achse entspricht.

o 2| := 22+ 4% =+/2 z € R{ der Betrag von z. Diese Betragsfunktion entspricht
dem euklidischen Abstand von (x,y) € R? vom Nullpunkt.

Trick bei Division: B
1 . VARREYS) o 1 (Z . )
e = = (2 2
2w Z |zl

Wichtig: Die lineare Ordnung > auf R kann nicht auf C fortgesetzt werden!

Bemerkung. Es gibt auch noch héhere Zahlenraume:
NoCZCQCRcCcHCcCO

Wobei H die Hamilton-Quaternionen und O Cayleysche Oktave ist.

1.4. Die arithmetischen Vektorraume R"

Bekannt: Der R" = R x --- x R = {z = (xy,...,2,)|x1,...,z, € R} bilden einen n-
dimensionalen Vektorraum iiber R.

Addition r+y= ($1+y17~-7xn+yn)
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1. Zahlenrdume

Skalare Multiplikation X\ -z = (A\xy,...,\z,)

Skalarpodukt In diesem Vektorraum ist durch

(w,y) =3 wiy;
i=1

ein Skalarprodukt (-,-) : R” x R" — R definiert mit den Eigenschaften:
(SK1) Bilinearitét

(x+2,y) = (z,y) +(T,y)
(T, y +7) = (2, y) + (. 7)
(Az,y) = Az, y)
(2, Ay) = Az, y)

(SK2) Symmetrie (x,y) = (y,x)
(SK3) Positive definitheit (x,z) > 0 fiir den Fall: (z,2) =0< 2 =10

Standard Skalarprodukt:
<{L’, y> = Z Z;Yi
=1

rly & (z,y) =0

es induziert die euklidische Lingenfunktion (euklidische Norm)mit den Eigenschaf-
ten

N1 V.ern(Jz| > 0) N (Jz| =0 < 2 = 0) positive definitheit

N2 V,ocrnVaer |Az| = |A| - |2| Homogenitét

N3 V. ern |2 +y| < |z| + |y| Dreiecksungleichung

Um N3 zu beweisen, ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
|{(z,y)| < |z|-|y| [Dreiecksungleichung]

niitzlich!

Beweis. Fiir z := |z|* -y — (x,y) - z gilt:

2* = (z,2) = 2l (g, 9) = 21al* (z,9) - (z,9) + 2e0) - (@)

= [af* (Ja]” - [y[* = (2. 9)) = 0

Beweis. N3 ) ) )
2 +yl" = +y,x+y) = |z]"+2(x,y) + |yl

2 2
< 2" +21a] - |yl + [yI” = (=] + [yl)®

Bemerkung. N1 bis N3 gilt auch fiir den komplexen Betrag, denn

|2l = Va2 + 2 = |(z,y)]
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2. Topologie des R"

Topologie ist die Lehre von konvergenz und stetigkeit.
Betrachtete Riume sind R, R?*(= C), R3,. ...

Gemeinsame Eigenschaften: Es sind allesamt Vektorraume iiber R mit einer Langenfunk-
tion z — |z| € R
Verallgemeinert:

2.1. Normierte Vektorraume

Definition. Fin (reeller) normierter Vektorraum x ist ein VR iber R, auf dem eine
Lingenfunktion oder eine Norm definiert ist mit den Figenschaften.:

(N1) Voc.(Jz| > 0N (Jx| =0 < 2 = 0)) positive definitheit

(N2) Voc.Vaer |A - x| = || - |2| homogenitdt

(N3) Yyyes |z +y| <|z|+ |y| Dreiecksungleichung

(N3') Vyyeo |z —y| > ||z| — |y|| Umgekehrte Dreiecksungleichung
Beispiel.

1. R mit der Betragsfunktion:

o 2] = xz fir >0
t =z fir z<0

2. R™ mit der euklidischen Norm

n
v o) = faly = o
i=1

3. R™ mit der Maximumsnorm

=1,...,

Vier |k + el < el + [y] < max o]+ max ;| = || + |yl

""" n yeesTl

= |7 +ylo = max|zg +yil <[zl + 1yl

4. R™ mit der 1-Norm

n
v o = ol =30 il
i=1
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2. 'Topologie des R™

5. C mit der Betragsfunktion
2= |z = [(z, )l

Bemerkung.

1. Jede Norm | - | induziert eine Abstandsfunktion (Metrik) d : x+ X x — R
2. Fs gibt auch oo dimensionale normierte Riume

Topologische Grundbegriffe

Definition. x Sei ein normierter VR

1. Eine Teilmenge der Gestalt U.(zg) = {x € x| |z — zo| < €} mit e > 0 heifst eine e-
Umgebung von x( € *

2. FEine Teilmenge U heifft Umgebung von xq € *, wenn es eine e-Umgebung von
xo gibt (U.(xo)) mit U.(xo) C U. Die Menge aller Umgebungen von xq bildet das
Umgebungssystem von xo bezeichnet mit U(xg)

Beispiel.

1. In R gilt U.(zg) = Jzg — €,z + €[, etwa [xg,x + 1] und R selbst eine Umgebung von
xo [%o, o + 1] ist keine Umgebung von

2. Im R? sind die Einheitskugeln U;(0) mit Mittelpunkt 0
beziiglich der euklidischen Norm eine Kreisscheibe ohne Rand

beziiglich der Maximumsnorm achsenparallele Quadrate ohne Rand, denn
z € US?(0) & |z|, = max{|z] |z2|} <1
Sz <1A|z] <1
Eigenschaften jedes normierten Raumes:

Satz 2.1.1. Hausdorfsche Trennungsregel
Zu je zwei (voneinander verschiedenen) Punkten x,y eines normierten Raumes gibt es
Umgebungen U C U(z), U C U(y) mit leeren Durchschnitt.

Beweis. Fiir e := 1|y — x| > 0 gilt U.(z) N U-(y) = 0, denn

zeU(x)NU(y) = |z—z|<eN|z—y|<e
-yl =lr—z+z-yl<|r—zl+]|z—y[ <3e =y -zl
= [z —yl <y —z|
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2.1. Normierte Vektorraume

Definition. * sei ein Raum

1. Eine Teilmenge QQ heifst offen, wenn es die Umgebung jedes threr Punkte ist, das
heif$t: wenn

Beispiel: 10,1 =0<z < 1

Jede Vollkugel K, (xy) = {x € x| |v —xo| < r}, r > 0 ist abgeschlossen
(insbesondere jede 1-Punkt-Menge {zo} = Ko(z0))

2. Eine Teilmenge heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement C, A offen ist.

Jede ¢ Umgebung U.(xq) ist offen.

Kennzeichnung: () C * offen < V,cq3.~0 U-(z) C Q. Oder mit anderen Worten: Zu
jedem z existiert eine Umgebung ¢ die vollstindig in @) liegt.

Beispiel. () und * selbst sind offen und abgeschlossen gleichzeitig.

Bewess.

(@) Vo (€0 = 0cl(x)
f w

(b) V, Uy(z) C *

Definition. Jede ¢ Umgebung U.(xo) ist offen
Beweis. Fiir v € U.(x,) setze § := ¢ — |v — x| > 0. Dann gilt Us(x) C Usz(zy), denn
yeUs(x) =y —z| <d=ly—xo|l = |(y —2) + (x = x0)| < |y — z[+|z — 20| <O+|z — w0 =€

Spezialfall: Jedes offene Intervall |a, b = U.(zy) ist offen, genauso wie [a, +o0[, |—00,b].
[

Definition. Jede Vollkugel K,(x¢) = {x € * | |v — x| < r} r > 0 ist abgeschlossen.
Insbesondere ist jede 1-Punktmenge {xo} = Ko(xo)

Beweis. Fiir x € K, (xo) gilt |x —xo| > 7, also 0 := |z — x¢| —r > 0. Dann ist Us(z) C
CK, (), denn

yeUlz)=ly—=z[ <o
=|ly—wzol =|ly—z+x— 29
=y — )+ (& —20)| = |ly — 2| = [0 — ]
=lzg—z|—|ly—x|>|rg—2x|—-0=r

Es folgt damit y € CK,(2), also ist CK,(z¢) offen, das heikt K, (zo) ist abgeschlossen. [
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2. 'Topologie des R™

Spezialfall: Jedes abgeschlossene Intervall der Form [a,b] C R ist abgeschlossen, aber
auch |—o00,b] und [a,+oc]. Intervalle der Form |a,b] oder [a,b[ sind weder offen noch
abgeschlossen.

Satz 2.1.2. Satz iiber offene Mengen
In einem normierte Vektorraum x gilt:

(0O1) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen

Vier@; offen = U Q; offen

el
Insbesondere () = U,y Q; offen

(02) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen

Vi, Q; offen = ﬂ Q; offen

i=1
Insbesondere ist * =: ;¢4 @; offen.

Bemerkung.

Q; offen
(01) x € Uie; Qi = Fjer v € g 4 Jjesdes0 Us(z) C Q;
(02)
re ()= Ve €Qj =Ver3e,50 U, (x) C Q;

i=1
= ElEZ:min{El,EQ,.‘.En} v?:l Us(l’) C U&;‘(l’) C Qj

=1

Bemerkung. Der Durchschnitt beliebig vieler offener Mengen braucht nicht offen zu sein.

Beispiel.

1. Archimedische Ordnung

11
N]-+al- ©
neN nn

— nicht offen
offen

2. Réume z in denen ein beliebiges System 7 C P(x) von ,offenen* Teilmengen aus-
gezeichnet ist, mit (01) und (02), heifien topologische Réume. In ihnen kann schon
Konvergenz und Stetigkeit definiert werden.

Satz 2.1.3. Satz iiber Umgebungssysteme
Im R™ liefert die 1-Norm, euklidische Norm und Maximumsnorm dieselben Um-
gebungssysteme und damit dieselben offenen Mengen.
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2.1. Normierte Vektorraume

Bemerkung. Zu zeigen st
(1) (2)  (c0)
U(z)=U(z)=U (z)

ohne Finschrinkung sei x = 0. Wir vergleichen

z|, = (/Z lz1]" (r=1,2,3,...)
r=1

mit ||, = max;—1 n |-

n
Vil <30 Jal” = [al, = Vi |zl < 2,

=1

= |zoloe = axp [z] < [z,
, ) (00)
Dies zeigt U. (0) C U - (0)

(r)
dennVy v €U (0) = |z, <e=|z| <e

(c0)
=z eU.(0)

(b)

Vi loel < max [a] = Jal,, = Vi foel” < Jal

n
= lel" <zl =l = Vo < Vnljal,

k=1
, . (00 (r)
Dies zeigt U < (0) <U:z.. (0)

denn V¥, |z| = |z|, < ;[]n - . Zusammen folgt: Jede r- Umgebung ist auch oo

Umgebung und Umgekehrt
Folgerung. Mann kann in R" wahlweise mit ,runden” oder ,eckigen“ e-Umgebungen ar-
beiten. Alle topologischen Begriffe, die mit Hilfe von Umgebungen beziehungsweise offene
Mengen definiert sind, sind unabhéingig von der Wahl des Umgebungssystems.

Definition. Sei A eine Teilmenge eines normierten Raumes

1. Eine offene Uberdeckung von A ist ein System {Q; | i € I} von offenen Mengen
, wenn A C User Qi ist

2. A heifit kompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung {Q; | i € I} von A eine
endliche Teiliberdeckung {Q; | i € Iy C I} (wobei Iy endlich ist) gibt (mit A C

Uielo Q’L)

Im R™ lassen sich kompakte Mengen einfach kennzeichnen:

Definition. Fine Teilmenge A eines normierten Raumes x heifit beschrinkt, wenn es ein
r >0 gibt, mit Vyea|z| <7r
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2. 'Topologie des R™

Satz 2.1.4. Satz von Heine Borel
Eine Teilmenge K des R™ ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und be-
schrankt ist. Zum Beweis benotigen wir mehrere Hilfssétze

Lemma 2.1. K C * kompakt = K beschriinkt (siche Ubung)
Lemma 2.2. K C % kompakt = K abgeschlossen

Beweis. Seiy € CK beliebig. Dann gibt es nach der Hausdorfschen Trennungseigenschaft
zu jedem x € K offene Umgebungen U, von x und V, von y ist U, NV, = (), das heifst
V, C CU,. Das System {U, | # € K} bildet dann eine offene Uberdeckung von K und
existiert nach Vorraussetzung endlich viele x4, ...x,, mit K C U, U,,, V =N~y Vi,
ist dann als endlicher Durchschnitt eine offene Umgebung von y mit V. c N, C U,, =
C U™, U,, c CK. Also ist CK offen und K selbst abgeschlossen. O

Lemma 2.3. W C * kompakt, KX C W abgeschlossen = K kompakt (siehe Ubungen)
Lemma [2.1] bis [2.3] gelten in jedem normierten Raum x

Lemma 2.4. Ein Spezialfall von R" ist

Jeder abgsschlossene Wiirfel W C R"™ ist kompakt

Beweis. {Q; | i € I} sei eine offene Uberdeckung von W :(;?T (0)

Annahme: Es gibt keine endliche Teilmenge von W. Wir unterteilen Wy = W in 2"
gleichgrofse Teilmengen. Mindestens eine davon ist nicht unendlich {iberdeckbar,
wie etwa Wy = Kr(z1), sonst wére auch ganz W unendlich iiberdeckbar. Die Wi-
derholung liefert eine monoton fallende Folge Wy > W7 > Wy > --+ > W mit
Vien, Wi = %(xk)

Nach Satz existiert ein Punkt Z € ey, Wi (dies folgt aus der Supre-
mumseigenschaft), das heift Vieny |7 — 2] < 5. Da {Q; | i € I} den Wiirfel

2
W iiberdeckt, gibt es ein (offenes) Q;, mit & € @0, also auch eine e-Umgebung

(00)
Ue: (Z) C Q. Wahlt man jetzt k > %’“, also auch 2F > 25—” beziehungsweise 5 < 5,

(c0)
so ist Wi, C U - (%), denn:

TEW, =z —ap| < = = v — 7| < |2 — o] + o + 7| < e
2k —_— ———
<% <z

Damit gilt W C Q,,, das heift, W, ldsst sich von dem Teilsystem {Q;, C {Q; |7 € I}
iiberdecken. Und dies steht im Widerspruch zur Konstruktion der W}’s
(a) K c R™ kompakt
0 K beschriinkt
22 Kk abgeschlossen
dies gilt in jedem normierten Raum x*
(b)

beschriinkt =2 K W mit W kompakt

K CR"”
{ abgeschlossen

} 23 K kompakt
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2.2. Punktfolgen im R"

2.2. Punktfolgen im R”

Zur Erinnerung, eine Folge (z; € R")gen ist nichts anderes als eine Abbildung £ € N —
T, € R”

A Konvergenz von Punktfolgen

Definition. Fine Punktfolge (x; € R")ren heifit konvergent, wenn es einen Punkt
x € R™ gibt, sodass in jeder Umgebung von x fasst alle (also alle bis auf endlich vie-
le) Folgeglieder liegen. x heifst dann Grenzwert oder Limes der Folge und man schreibt
(xk)ken — T oder limyg_ o x, = . Sie heifit divergent, wenn sie nicht konvergent ist.

Folgerung. Das Konvergenzverhalten dndert sich nicht, wenn man (endlich viele) Folge-
glieder hinzufiigt, abindert oder weglésst.

Der nachfolgende Satz ist nur eine Umformulierung der Definition.

Satz 2.2.1. Satz iiber die Konvergenz von Folgen
Eine Folge (xz; € R")ken konvergiert genau dann gegen = € R, wenn

Ves0TmenVism |Tm — x| < €

Dabei ist jede Norm erlaubt!

Satz 2.2.2. Jede konvergente Folge ist beschrénkt (das heifst 3,~0Vgen |zx| < 7) und ihr
Grenzwert ist eindeutig bestimmt.

Bewess.

(@) (zx) — x = fast alle xy bis auf etwa zy,, ..., zg, liegen un Uy(x) = alle x;, liegen in
K, (0) mit r := max{ K., | |z, |, |x|+1}, denn |z — 2| < 1= |zg| = |2p —x + 2| <
|k — x| + || <z +1

(b) Annahme (z) — x, (x,) — y mit k # b — es existieren disjunkte Umgebungen U von
x und V von y. In beiden miissten fast alle Folgeglieder liegen. Ein Widerspruch

]

Bemerkung. Nullfolgen
Nach gilt () — © < (xp — ) — 0. Solche Folgen nennt man Nullfolgen.

Beispiel.

1 |Vpen lim 0 =0

Beweis. zu jedem € > 0 gibt es (laut Archimedes) einm € N mit m = ¢/ > 1.
Daraus folgt k > m = kip—O‘:k%§$<({'/E)p:€
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2. 'Topologie des R™

1

Vpen |lim —oe =10

Beweis. analog wie oben (zu ¢ > 0 existiert ein m € N mit m - e? > 1 und so
weiter)

3 Die Folge (2")zeny mit € R konvergiert fiir |z| > 1 mit lim z* = 0 und konvergiert fiir
—2 = 1 mit limz* = 1. Fiir alle anderen z divergiert die Folge

Bemerkung. Fir x =0 und r = 1 hat man konstante Folgen, die trivialerweise konver-
giert. Fir x = —1 erhdlt man die Folge (—1,1,—1,...), das heifit in jeder Umbgebung von

r = +1 und x = —1 liegen oo-viele Folgeglieder. Sie kann also nicht konvergieren.
Beweis.
(c) 0 < || <1:>ﬁ:1+n>1, denn es gilt
1 k k 1 —|z|
W:(1+n)k:1+ <1>n—|— <2>n2+...§1+k‘-n:k‘- 2]
k |z] 1
= < .=
o< w
Zu € > 0 existiert ein m € N mit m - ¢ > 1|f“x|
Fiir £ > m gilt dann
1 a [z 1
K <k < & 2o
‘x ‘_m Tk 1—|z| T 1=z m c

(d) |[z] >1 =0< % < 1 zu jedem 7 > 0, also e = L > 0 gibt es dann nach (c)

z|
ein m € N, sodass fiir alle £ > m‘zik < e = % also ‘xk‘ < r. Die Folge ist also

unbeschrinkt und kann demnach nicht konvergieren.

O

Satz 2.2.3. Satz iiber Rechenregeln konvergenter (Punkt-)Folgen
Falls (zx € R")ken, (Yx € R™)ken, (Ax € R)gen konvergent, dann folgt:

(b) hmk_nx,()\k . Ik) = limk_m /\k . limk_m T

(c) limg_ (i . xk) = m <limy oo g, falls limy oo A # 0
Beweis.
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2.2. Punktfolgen im R"

(a) € > 0 existiert
ein m; € N, so dass fiir alle k > my gilt |2, — 2| < §

ein my € N, so dass fiir alle k > my gilt [y, — y| < § Fiir & > m := max{m,, ms}

gilt dann
[(@r —yn) = (2 +y)| < |ow — 2| = ye —yl
—_——— ——

|
<

~

NI

<

o

<2‘§':a
(b) Da (zx) beschrinkt ist, existiert ein r > 0 mit Vj |zx| < r. Zu € > 0 existiert ein
£— ein m3z € N, sodass fiir alle

my € N, sodass diir alle k > my @ |z — 2] < 5
13

k > ms |/\k: —)\| < N
Fiir £ > m := max{m;, my} gilt dann:

Ak -z — Noz] = (A — Nag + ANz — 2)|
£
< e = AL + AL on — 2] < (r £+ [A]) -
R Z Mz + AT Joe 7] AN

<e

=&

<e <r

— % Zunéchst gibt es ein my € N,

(c) Wegen (b) braucht man nur zu zeigen (/\—lk € R) ren
sodass fiir alle k > my gilt. [\y — A| < 3|A|, also auch A > $|\|. Zu € > 0 existiert

ms € N, sodass fiir alle k > mg |\, — A| < e3A% Fiir & > m = max{ms, my}, gilt

dann
Lo e AL e A < .1)\2:
Me o AL T LN 52 2

(d) ||| — |z|| < |2k — x| ist die umgekehrte Dreiecksungleichung.

Anwendung:
(z2) <5k2+7k> <5—|—7i>
x =| =
kJkeN 8k2 _ 9 Len 8 . % pen

wegen limgeqo = limy o0 1%2 = 0 folgt nach Rechenregel:

i 5 +Tk 8

k—oo 8k2—9 5
Die Konvergenz von Punktfolgen kann man an ihren Komponentenfolgen erkennen.
O

Satz 2.2.4. Eine Punktfolge (z; € R")ien konvergiert genau dann, gegen a € R™, wenn

jede Komponentenfolge (zy, € R™)ren gegen a; konvergiert. (i = 1,...,n)
Beweis.
(7x) = @ & VesoTmenVisn |Tr — al
 max. |zg,, — ai] < e e Vi VesoTImenVism |Tr, —ai| <€

=
| ?:1 [V5>03mieva2mi |xk“ - ai| < 5]

g v?:1 (xkzz - ai)
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2. 'Topologie des R™

Die Umkehrung ist in diesem Fall aber doch richtig, denn

Vi (Th,) — < Vi Vis0Tm, Vesm, [Tk, — ai| < €]
= V€>03m:max{ml7m2}vk2mV?:1 |$k:—z‘ — ai| <e€
& Ves0 I Vism |2 —al <€
& (x) —a

Fiir Zahlenfolgen in R gilt weiter:

Satz 2.2.5. Satz iiber Sandwich-Theorem und Ahnlichkeit von Folgen
(xr € R)gen, (Yr € R)gen seien konvergent,

(a) Wenn fiir fast alle k € N gilt: x, < yg, dann gilt auch limg . x; < limg_ Y

(b) Sandwich-Theorem

ist (ax)ren eine weitere Zahlenfolge mit z; < ay < yy, fiir fast alle £ € N und es
gilt aukerdem lim z;, = lim x; =: a dann konvergiert auch (ax)ren gegen a

Bewess.

(@) Wire x = limzy > y — lim y so gébe es disjunkte e-Umgebung U von z und V von
y sodass fiir fast alle k gilt: x € U, yr € V. Also wire fiir fast alle k: x; > yg. Dies
steht im Widerspruch zur Vorraussetzung

(b) In jeder e-Umgebung von a liegen fast alle x;, und yy, also fast alle ay, € [xg, yx]

Beispiel.

4 Voo limy o /a=1
Beweis. Sei zunichst a > 1. Fiir y, := Va — 1 > 0 gilt:

bin.Formel

a=1+y) > 1+ky,

1
also 0 <y, < (a—l)E
——

—0

= Sandwich-Theorem liefert: lim y; = 0, also lim {/a = 1
Fiir 0 < a < 1ist £ > 1, also limy_.oo /2

a

1 1
lim —:I:1<:lgm Va

k—oo W
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2.2. Punktfolgen im R"

Beweis. Fiir y, = VEk — 1> 0 gilt k = \1+yk]’“ > 14 <]2€> 7

2

k
1> =
(_2

> o

i =0<yl <
9
yiég&/i)

=0<y <

E )

Nach Beispiel ist lim ﬁ — 0, also auch limy, =0

Wie kann man den Grenzwert feststellen, ohne den Grenzwert zu kennen?
Definition. Fine Zahlenfolge (xy € R)ken heifit

monoton wachsend, wenn Vien T < Tgy

streng monoton wachsend, wenn Ve T < Tpiq

monoton fallend, wenn Vien xr > Tii1

streng monoton fallend, wennVyen T > g1

Es gilt:
(streng) monoton < (streng) monoton wachsend oder fallend.

Satz 2.2.6. Konvergenzkriterium fiir monotone Zahlenfolgen
Eine monotone Zahlenfolge konvergiert genau dann, wenn sie beschrankt ist.

Bewess.

»,=" nach Satz [2.2.2]

»=" (T1)ren sel eine monoton wachsend, das heift Vy z; < 2441 und beschrinkt. Dann
existiert x := sup{zy € R | k € N} mit Vjen 2 < @ als obere Schranke.
Weiter gibt es zu € > 0 ein m € N mit x — ¢ < z,,, < 7, sonst wire x — ¢ eine noch
kleinere obere Schranke! Fiir alle £ > m gilt dann

monotonie
r—e<zy, < axp<ouw,

das heifst: x € U.(2)
]

Bemerkung. Dieses Kriterium ist ein reiner Eristenzsatz und bildet im allegemeinen
keine Moglichkeit, den Limes zu berechnen. Im Gegenteil, man braucht ithn meist dazu,
um Zahlen zu definieren. Beispiel:

1k:
e:= lim <1—|—)

k—o0 ]{
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2. 'Topologie des R™

Beispiel.

(a) Die Folge (z)keny mit z = (1 + %)k ist

n ) 1— n+1
(1—2)">1—kx quziq

streng monoton steigend, denn

7 <14—k>k <k——1>k_1__<k2—1>k k
Tho1 k k IRNE k—1

also zp, > xp_1 > 21 =2

beschrankt, denn

IN" bin. Formel o= (k) 1
2<l’k:<1+k> = Z <l>kl

—fjl E (k=1) - (k—1+1)
&=k k k
= T ——— ~—
<1 <1 <1
k 1 l|221+1 k 1
< Z i < 1+Z 9l—1
=0 =1
1— (1) 1
=1+ (21) <1+—=3
1-1 1-1
2 2

Sie konvergiert also und fiir e := limy_, o (1 + %)k gilt

wg. strenger monotonie

e<3

(b) Die Folge (yx)ren mit y := Y[, & ist ebenfalls (streng) monoton steigend und
beschrankt mit z; <y, < 3. Fiir ihren Grenzwert

A | > 1
y::hmzﬁ ::Zﬁ
=0 " :

k—o00 — =0

gilt dann e < y. Wir zeigen, dass sogar e = y:
Sei m € N beliebig. Fiir alle £ > m gilt dann

k m
kY 1 1 k k-1 k—1+1
"L‘k:z<>22.. L
Z\1) H=& 0k k k
UCA| 1 [—1
= 1(1—-)~ <1—>,
21 K k
—1 1
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2.2. Punktfolgen im R"

also
Damit ist auch

Da nun e < y und e > y ist, folgt e =y
Eine Zusammenfassung ist:

Satz 2.2.7. Eulersche Zahl

tin (14 1>k im 3 1 12,3
= lim —] = lim -
¢ n—o0 k n—oo Al ’

1=0
Bemerkung. Mann kann zeigen, dass e irrational ist (vrgl. Ubung)
Definition. Ein Punkt x € R™ heifst Hiufungspunkt der Punktfolge (r, € R™), wenn

in jeder Umgebung von x unendlich viele Folgeglieder liegen.
Prazisierung: v ist Hiufungspunkt von (zx)ren < VesoVmenTesm |Tr — 2] < €

Beispiel.

1. Jede konvergente Folge hat genau einen Hiaufungspunkt, ihren Limes

2. Die Folge ((—1)*+ %)keN = (1—=+1,14+1, -1+ 1 ..)) hat genau die zwei Héu-
fungspunkte z = £1 und kann demnach nicht konvergieren

Definition. Ist (z; € R")ien eine Punktfolge und | € N — k; € N eine streng monoton

wachsende Folge von Indizes, das heifit also | < m = (I <)k; < ky,, so heifst die Folge
(xk, )ien eine Teilfolge von (zk)ken

Bemerkung. Jede Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert und besitzt denselben
Grenzwert.

Beispiel. Die (nicht konvergente) Folge ((—1)* + %)keN besitzt zwei konvergente Teilfol-
gen, ndmlich

L [k =2¢] (1+3) 1

ﬁ
leN

2. [h=2p—1] (-1+ 2,%1)@ — -1

Satz 2.2.8. Satz von Bolzano-Weierstral}

1. Jede beschrinkte Folge im R" besitzt mindestens einen Haufungspunkt.
2. Jeder Haufungspunkt einer Folge im R" ist Grenzwert einer konvergenten Teilfolge

Beweis.
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2. 'Topologie des R™

1. Da (xy) beschrankt ist, liegen alle Folgeglieder in einem Wiirfel W =K, (0)

Annahme: kein x € R" ist Hiufungspunkt der Folge. Dann besitzt jeder Punkt
x € W eine offene Umgebung @),, in der nur hochstens endlich viele Folgenglieder
liegen. Das System {Q, | * € W} bildet dann eine offene Uberdeckung von W.
Da W nach Satz (Satz von Heine Borel) kompakt ist, gibt es eine endliche
Teilitberdeckung {Q.,,...,Qzy}- In jedem @Q,, (i = 1,...,N) liegen endlich viele
x’s, also auch in W C Uf\il @, ein Widerspruch

2. Sei x ein Haufungspunkt der Folge (z)ren. Wir konstruieren rekursiv eine konver-
gente Teilfolge (z,)ieny — . Da in jeder Umgebung von x oco-viele Folgeglieder
liegen, gibt es

in Uy (x) ein Folgeglied xy,
in U%(m) ein Folgeglied xy, mit ky > ki (sonst nur z1, ...,z € U% (x))
in U%({E) ein Folgeglied xy, mit k; > k1. ..

Insgesamt erhélt mann eine Teilfolge (zy,)ien mit

1
Vien |zg, — 2| < 7

Daraus folgt:
In jeder Umgebung Ui (z) liegen fast alle zy,, (ndmlich @y, Ty, Thyy, - --) = in
Jeder e-Umgebung Uk(x) liegen fast alle xy,, denn es gilt:

1
Vesodien 7 < ¢ Archimedes

O

Bemerkung. Beschrinkte Zahlenfolgen kénnen oo-iele Hiufungspunkte haben, es gibt
aber im R™ mindestens einen grofiten und einen kleinsten Hdaufungspunkt.

Satz 2.2.9. (2, € R)pen sei eine beschriinkte Zahlenfolge. Dann existiert eindeutig der
obere Grenzwert (Limes superior) a = limsup,_ .z = limy_ .oz definiert dar-
durch,dass fiir alle € > 0 gilt

1. Fiir co-viele k € Nist a —e < xp < a+ ¢ (das heifst, a ist Hiufungspunkt der Folge)

2. Fiir hochstens endlich viele k& € N gilt z, > a+ ¢ (das heit, a ist grofter Hiufungs-
punkt der Folge)

Analog existiert eindeutig die untere Schranke (Limes inferior) b = liminf, .z} =
mk—)ooxk

Beweis. Existenz:
Die Menge A :={z € R | J,,enVien o < z} ist

e nicht leer, da (x;) nach oben beschriankt

e nach unten beschréinkt, da (z;) nach unten beschréinkt ist. Also existiert eine grofte
untere Schranke a = inf A
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2.2. Punktfolgen im R"

Ist ¢ > 0 vorgegeben, so gilt:
(@) a—e<a=a—c¢ A, daa untere Schranke ist

= fiir co-viele k ist x, > a — ¢

(b) a+ ¢ > a = es existiert ein © € A mit a < x < a+ ¢, da a grofite untere Schranke
ist = fiir fast alle k gilt
. <r<a-+e

Daraus folgen 1. und 2.
Eindeutigkeit: ist offensichtlich [

Anwendung in dem unbrauchbaren Konvergenzkriterium:

Satz 2.2.10. (7} € R")reny — @ < (x) beschréankt mit liminf x; = lim sup zy

C Cauchyfolgen

Definition. Fine Punktfolge (x) € R")ren heifit Cauchyfolge, wenn
Ves0TmenVi,i>m |z, — x| < e

Im Wortlaut: Die Abstinde zwischen den Folgegliedern werden beliebig klein.

Bemerkung. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge, denn

£
(wk) — T v€>OE|m€Nv52m ’xk - IE‘ < 5

= Ves0ImenVi,i>m |z), —

A
=z —x+ax—x <|vg —x|+|r,—x] <€
—_—

< <

[SIG)
N

Dies gilt fiir jeden normierten Raum. Im R™ (genau genommen in jedem Banach Raum
bzw vollstindigen Raum) gilt auch die Umkehrung:

Satz 2.2.11. Cauchy-Konvergenzkriterium fiir Folgen
Eine Punktfolge im R"™ konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Bewess.

»,=" Sei (x1,) eine Cauchyfolge, dann ist sie beschrinkt, denn fiir € := 1 gilt nach Definiti-
on, dass ein m € N existiert mit |z, — x,,| < 1 fiir alle ¢ > m. Fast alle Folgeglieder
liegen also in K7(x,,) und auferhalb nur endlich viele. Also existiert nach Bolza-
no Weierstrafs (Satz ein Haufungspunkt x und eine Konvergente Teilfolge
(Z'kl)leN — T.

Damit gilt:
Ves0TmienVizm, |Tr, — 2| < %

und
€

Ves0Tmaen Ve ism, Tk — 1] < 5
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2. 'Topologie des R™

Fir alle [ > m := max{m;,ms} (= k; > 1 > m) folgt dann

A
|2 — x| < ap—xp, + |2k, — ] <e,
—_—

< <

[SII0Y
N

das heifst: (z;) =1
0

Erginzung. In jedem normierten Raum (%, |-|) konvergieren alle Cauchyfolgen, zum Bei-
spiel ist die rationale Folge ((1 + l)k) Lol eine Cauchyfolge in Q, da sie in R konvergiert,

k
das heifit
VseQ+ ameva,lzm \xk - $z| <e.

Aber sie besitzt keinen Grenzwert x € Q, da e irrational ist.

Satz 2.2.12. Satz iiber vollstindige Riume
Normierte Réume (x,|-|) in denen jede Cauchyfolge konvergiert heifen vollstindige
Riume oder Banach Riume

Wir haben bewiesen:
R ist ordnungsvollstandig, es gilt also die Supremumseigenschaft

e in R und im R” gilt der Satz von HEINE-BOREL (Satz [2.1.4)
e in R und im R™ gilt der Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS (Satz [2.2.8))

e R und R” ist vollstindig, es gilt das Cauchy-Kriterium

Nun kann man in einem linear geordneten Korper K zeigen:
K ordnungsvollstindig < K (archimedisch angeordnet und) vollstandig.

Alle obigen Eigenschaften sind also im wesentlichen dquivalent.

Uneigentliche Konvergenz (in R)

Definition. Fine Zahlenfolge (z), € R)ien heifft uneingentlich konvergent oder be-
stimmt divergent, gegen +o00/—oc wenn gilt:

Vos0TmenVism Tx > 1 (bzw x, < —7)
Schreibweise

(21) = +00 (—00)

klirn T = 400 (—00)

Bemerkung. Fin Intervall |r, 400 beziehungsweise |—oo, —r| kann als ,,Umgebung® auf-
gefasst werden, dann hat man die gleiche Definition wie bei eigentlicher Konvergenz. Man
kann also sagen: ,In jeder 'Umgebung’ von 400 oder —oo liegen fast alle Folgeglieder.

Einteilung reller Folgen
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2.3. Unendliche Reihe

e konvergent — x € R

e divergent
— 400 bestimmt divergent
— —o0 bestimmt divergent

— weder noch

Zusatz. Analog kann man sagen +00 (—o0) ist ein uneigentlicher Haufungspunkt, wenn
in jeder ,,Umgebung” von +o0o (—o0) oo-viele Folgeglieder liegen. Er ist dann automatisch
uneigentlich lim sup (liminf)

Beispiel.
(k')k:eN — o0, (—k)keN — —

((—1)’“1{:) rey 18t unbestimmt divergent, besitzt aber die uneigentliche Haufungspunkte 400
und —oo mit uneigentlich konvergenten Teilfolge.

2.3. Unendliche Reihe

A Konvergenz und Summen von Reihen [im R"/C]

Definition. 1. Ist (z € R")ien eine Punktfolge, so heifit die Folge (s;)en der Parti-
alsummen

l
Si ¢=Z$k=I1+---+$l
k=1

eine unendliche Rethe bezeichnet mit

00 l
Z T -— < ZL’k>
k=1 k=1 1EN

2. Bei einer konvergenten unendlichen Reihe (X4_, 21)ien heifit der Grenzwert

o) l
T = lim x
S fm (£)

die Summe der unendlichen Rethe

Bemerkung.

1. Das Symbol Y777, xy st doppeldeutig. Es kann die Folge (le xk)leN bezeichnen,

wobei die Konvergenz nicht gegeben sein muss, oder den Grenzwert lim;_, o 2221 Tk
bezeichnen, sofern er existiert.

2. Alle Sdtze aus|2.9 iiber Folgen lassen sich sinngemdfl auch auf Rethen, also spora-
dische Folgen, tibertragen.
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2. 'Topologie des R™

3. Aus der Partialsumme s; mit | € N lassen sich die urspringlichen Summanden
(k)ken rekonstruieren.

T1 = 51, VieN Tiy1 = Si41 — S

Folgerung. Jede Folge (s;);en kann auch als Reihe aufgefasst werden:

k
S = Z ZT;
i=1

mit oben genannten x;’s
Die folgenden Konvergenzkriterien sind fiir alle Reihen brauchbar.

Satz 2.3.1. Satz iiber die notwendigen Konvergenzkriterien fiir Reihen

Die ! 2, einer konvergenten unendlichen Reihe im R” bilden eine Nullfolge, das heifit
le x kovergiert = limy_. zx = 0. Umgekehrt gilt: falls limg_., # 0 = > 7° x; diver-
gent.

Beweis.

(s1) = s =(s141) = s = (T141) = (5131 —51) = s —s=0, () =0

Nur eine Spezialisierung des Satzes [2.2.11] ist

Satz 2.3.2. Cauchysches Konvergenzkriterium fiir Reihen
Eine Reihe 7% x; im R"™ konvergiert genau dann, wenn

Ves0TmenVisj>m <e
k=j+1
N ——’
|s1—s4]
00 l
Z (il'l) = <Z Il) = (Sl)leN
k=1 k=1 1EN

Bemerkung. Fir alle p > 2 gilt 3232, @y konvergiert < 3202 xy konvergiert und fir
die Summe gilt:

p—1 p—1 0
k=1 k=1 k=p
Bewezs.
l o) p—1
Z Lk = (81— Sp-1)ieNn = S — Sp1 = Z Tk — Z Tk
k=p leN k=1 k=1
O
Beispiel.
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2.3. Unendliche Reihe

=1 . .
1. ];) i e | Exponentialreihe

2. die geometrische Reihe

o0

> F=1+q+¢+- -
k=0

konvergiert fiir |g| < 1 gegen ﬁ und divergiert fiir |g| > 1

Beweis.

l k_l—quZ—@o 1
>, 4= —
1 1-—

k=0 —4q
Fiir |g| > 1 ist auch |¢*| > 0, die Reihenglieder bilden eine Nullfolge!

fir [¢| <1
q

3. die harmonische Reihe

i1—1+1+1+1+
=k 2 3 4

divergiert, obwohl die Glieder eine Nullfolge bilden

201 k< 2L 1 1

k=1 k=l+1
Das Cauchy-Kriterium ist verletzt.

Bemerkung.

1. Aus den Rechenregeln fiir Folgen erhdlt man sofort Rechenregeln fiir Rethen.
Wenn Y. xg, Y. yr konvergieren, dann auch Y. (xr + yx), > (Axg) und es gilt:

Y(wktu) =2 mt+ X v
(Axg) =AY xp und so weiter. Und wenn (in R)
Vi xp <y ist auch Y. x < > yr und so weiter
2. Bei einer konvergenten Reihe Y.0° (xy) = x1 + w2 + -+ erhdlt man durch setzen
einfacher Klammern eine neue Reihe (zum Beispiel 1 + (z2 + x3) + (x4 + x5 +
zg) + - -+ ), die wieder konvergiert mit der selben Summe. Nun kann man durch den

Ubergang zu einer Teilfolge die Folge der Partialsummen erzeugen. Weglassen von
Klammern kann eine konvergente Folge erzeugen, zum Beispiel

1-H)+(1-1)4---—0
0 0
aber 1 —1+1—1+1=--- ist divergent!

Merksatz

1. Eine unendliche Reihe ist keine Summe, sondern eine Folge von Summen

2. Zur Bestimmung der Summe einer unendlichen Reihe zdhlt man nicht zusammen,
sondern bildet den Grenzwert.

Empfehlung: Rechnen mit Partialsummen solange es geht, danach erst sollte man den
Grenzwertiibergang machen.
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2. 'Topologie des R™

B Alternierende Reihe

Definition. Eine Reihe >7° xi in R, deren Glieder xj, abwechselnd positiv und negativ
sind, heifit eine alternierende Reihe.

Ein brauchbares Konvergenzkriterium ist:

Satz 2.3.3. Satz von Leibniz oder auch die Leibnizsche Regel
Einen alternierende Reihe, bei der die Betriage der Glieder eine monotone Nullfolge bilden
ist konvergent

Beweis. Bei der Reihe Y.0° xy, sei etwa xj, = (—1)* 1y, mit y, > 0, also
S =i~ ys— (2.1)
Dann gilt:
Sor1 = Y1 — (Y2 — Y3) — (Ya — Ys) — -+ — (Y21 — Yar1) (2.2)
~ -~ ~ v v
>0 >0 =0

~ v ~

sot= (Y1 —y2) + (Y3 —ya) + (Y5 — ys) +- - + (Y21 — Y1)
~— N——— N— ————
>0 >0 >0 >0

Da vy, k € N monoton fallend ist, ist fiir alle [ € N

2.2 Z214+2<0
0>59 < Sopo < Sop1 <5921 <3

Die Teilfolge (s9)1eny und (S9141)ien sind also monoton und beschréankt, konvergiert also
nach Satz mit

. . . . !
lim S9;1 — lim s9; = lim (8941 — S9;) = lim yoy 7 = 0
l—o00 l—o00 l—o00 l—o00

Dann konvergiert auch (s;)en selbst gegen s := lim;_o, sy = limy_, o S9;11 da in jeder
Umgebung von s fast alle geraden und fast alle ungeradenFolgeglieder liegen. O]
Zusatz:

Der Beweis liefert noch eine Fehlerabschitzung. Fiir die Summe

s = i (_1)k+1yk

k=1

und den Rest

o0

s — 5 = Z (_1>k+1yk

k=1+1
Es gilt ndmlich:

1.
vleN 0<s9 <5< Sol+1 <
2.
Vien {0 < 8 — S < So41 — S = Yaut1
SN0 < sy1 — 5 < sg1 — Sy = Yoy
also

Vien |s — si| < |ap]
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2.3. Unendliche Reihe

Beispiel. Die alternierende harmonische Reihe

1 1 1 1
_1k+17:1_7 -
200 (= 2 371"

konvergiert und fiir die Summe gilt

0,5000 = 55 < 5 < 53 = 0, 83333 Fehler: s — sy < y3 = —
1

0,6881 = 5100 S S S S101 — 076981 Fehler: s — S$100 S Y101 = ﬁ

C Absolute Konvergenz (im R"/C)

Definition. Fine Reihe > {° x) im Raum R"™ heifit absolut konvergent, wenn die (Zahlen-
)Reihe Y0 |xg| konvergent ist.

Satz 2.3.4. Eine absolut konvergente Reihe konvergierrt. Die Umkehrung ist im allge-
meinen nicht richtig.
Beweis. Nach dem Cauchy-Kriterium gilt:

l

D T

k=j+1

!
< Y |l <efirl>j>m
k=j+1

]

Gegenbeispiel fiir die Umkehrung: Die alternierende harmonischen Reihe konvergiert, aber
nicht absolut.

Fiir Reihen in R mit nichtnegativen Gliedern entspricht die Konvergenz auch der ab-
soluten Konvergenz. Fiir sie gilt:

Satz 2.3.5. Eine Reihe in R mit nichtnegativen Gliedern konvergiert genau dann absolut,
wenn die Folge der Partialsummen beschrankt ist.

Beweis. Die Folge der Partialsummen ist monoton steigend. Satz [
Beispiel. Die Reihe ) ;7 /%2 konvergiert, denn
l ! 1
tsas % < =S (o p)
k=1 k=2 k=2 )
Teleskopsumme
B 1 1 1 1
- ( %) -5+ (-1 (5 2)+(H-1)
B 1
B R

S 8= —
umme: s 6

Fiir absolut konvergente Reihen gibt es zahlreiche Konvergenzkriterien:

[o.¢] :> (o]

x| konvergiert x), konvergiert
> |l g 8
k=1 =

%)



2. 'Topologie des R™

Definition. Fine reele Reihe Y.7° ¢ mit nichtnegativen Gliedern heifst eine Majorante
der Reihe Y7° xp tm R™, wenn gilt: |zy| < ¢ fiir fast alle k € N. Sie heifst Minorante,
der Reihe >°7° xp in R", wenn gilt xy, > ¢ fiir alle k € N

Satz 2.3.6. Satz iiber Majoranten/Minoranten

1. Eine Reihe im R” ist eine konvergente Majorante, wenn sie konvergiert

2. Eine Reihe im R" ist eine divergente Minorante, wenn sie divergiert

Bewess.

1. Nach Definition existiert ein m; € N sodass fir alle & > my : |z;| < ¢ weiter
existiert zu vorgegebenen ¢ > 0 ein my € N, so dass fiir alle [ > j > my gilt nach

Cauchy-Kriterium (Satz[2.2.11)), ¥} 1 ¢ < e. Fiirallel > j > m := max{my, ms}

folgt dann
! !

Z || < 2 CLE

k=j+1 k=j+1

2. Wére Y{° z; konvergent, dann auch }-{° ¢, denn wegen |cx| = ¢ < ¢ < xp fiir
fast alle k wire 3°7° xj eine konvergente Majorante.

]

Beispiel.
i 1 fkonvergiert fiir alle  p>2
— kr | divergiert fiir alle 0 <p<1

Was passiert bei 1 < p < 2? Siehe Ubungsblatt 8
Der Vergleich mit der geordneten Reihe liefert weitere Kriterien:

Satz 2.3.7. Satz iiber das Quotientenkriterium
Eine Reihe Y 27° 24 in K (=R oder C) (mit z;, # 0 fiir fast alle k) konvergiert absolut,
wenn es ein ¢ € R mit 0 < ¢ < 1 gibt, sodass fiir fast alle £ € N gilt:

Lk+1
Tk

<q

und divergiert, wenn
Tk+1

>1

T
fiir fast alle k € N

Bewess.

1. Fiir alle k > m gelte |z11] < q|xi| daraus folgt |xpa1| < qlzml, [Tme2] < ¢ |2
und so weiter, also
Vien [Zmii| < ¢ ]
Die Reihe >20°, |Zm4i| = 2iet1 |2k hat demnach die fiir 0 < ¢ < 1 die konvergente
Majorante |x,,| - 3%, ¢
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2.3. Unendliche Reihe

2. Fiir alle k > m gelte |xg1| > |xx/, also
Vien |Tmy] > |Tm| >0
() ken bildet keine Nullfolge.
O

Satz 2.3.8. Satz iiber Wurzelkriterium
Eine Reihe Y20°z; in K (= R oder C) konvergiert absolut, wenn es ein ¢ € R mit
0 < g < 1 gibt, sodass fiir fast alle & € N gilt

Vrp < q

und divergent, falls
\k/ T Z 1

fiir unendlich viele k£ € N gilt.

Beweis.

1. Fiir alle k& > m gelte /|xx] < q also || < ¢F. 35° ¢* ist also eine fiir 0 < ¢ < 1
konvergente Majorante

2. Fiir oo-viele k gelte {/|xx| > 1, also |zx| > 1. (% )ren kann also keine Nullfolge sein.
[

Warnung:

1. Es geniigt fiir die Konvergenz nicht, dass |“:

< 1 oder /x) < 1 sind (Beispiel:
harmonische Reihe)

2. Bei komplexen Reihen ist der komplexe Betrag zu verwenden

Folgerung. eine vereinfachte Anwendung des Quotienten-/ Wurzelkriteriums:
Eine Reihe }°{° 7 in R konvergiert absolut, wenn

Lh+1

lim sup <1

k—o0 Tk

und divergiert, wenn
Th+1

lim sup > 1

k—o0 T

beziehungsweise fiir Wurzelkriterium:
Eine Reihe konvergiert absolut, wenn

lim sup +/|xx| < 1

k—o0
und divergiert, wenn

lim sup v/ |z > 1

k—o00
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2. 'Topologie des R™

Bewess.

Tr+1
Tk

la Sei a :=limsup < 1. Dann gibt es ein € > 0, so dass fiir fast alle k € N

Tk+1
Tk

<g=a+e<1

1b Sei b := liminf

Th4+1
T

> 1. Dann gibt es also ein € > 0, sodass fiir fast alle k € N

Tk+1
Tk

>bhb—ec>1

2a Sei a := limsup {/|zx| < 1. Dann gibt es ein ¢ > 0, sodass fiir fast alle k € N
Ve <gi=a+e<1
2b Sei b := limsup {/|zy|. Dann gibt es ein € > 0, sodass fiir co-viele kK € N

V]t >a—e>1

ist.

D Unbedingte Konvergenz

Bemerkung. Die Glieder einer unendlichen Reihe darf man im allgemeinen nicht ver-
tauschen, ohne dabei Konvergenzeigenschaften und/oder Summen zu dndern.

Beispiel. Aus der harmonischen Reihe

o0

1 1 1 1
S ULk o [ s SRR
=077 2371

ol

=1

mit der Summe s = 0,69 ... = In2 erhélt man durch umsortieren

mit einer Summe § >
Mann kann zeigen:
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2.4. Stetige Abbildungen von R"™ nach R™

Merke: Beim Rechnen mit unendlichen Reihen gilt im allgemeinen keine Kommutativitét!

Prazisiert wird dies in der

Definition. 1. Ist ¢ : N — N eine Bijektion, so heifit die Reihe 3207, x ) eine
Umordnung der Reihe >°7° xy

2. FEine Reihe heifst unbedingt konvergent, wenn alle Umordnungen konvergieren!

Satz 2.3.9. kleiner Umordnungssatz
Jede absolut konvergente Reihe konvergiert. (und Umgekehrt)

Beweis. Sei .77 xj absolut konvergent und ¢ : N — N eine Bijektion, dann gibt es ein
m>mmit {1,....,m} C {o(1),...,0(m)}. Setze etwa m := max{p~1(1),...,0 (M)} +
1. Fir die Partialsumme s; = 22:1 xr, und §; = 2211 Tk gilt dann fir [ > m > m:

l
Sims= D otk - D m =) Ew
k=1

k=1 JjEE
S——— S—— N——

enthiﬂt I¢(1)7 o ,:[:Lp(m) enthdlt x1,...xm FE endlich
also auch T1y... T

wobei fiir alls j € E j > gilt, die Ubrigen heben sich gegenseitig weg. Es folgt

51 —sil <D |7yl <e,
jeEE

das heifst (5, — s;) — 0 und wegen (s;) — s konvergiert auch (3;) = (s; + (8§, — 1)) —
s+0=s.
O]

Zur Umkehrung (ohne Beweis):
Ist > x konvergent, aber Y. |zx| divergent, so kann man eine Umordnung Y. z; kon-
struieren, die divergiert.

Bemerkung. Nur bedingt konvergente Rethen sind sehr haflich. Man kann etwa in R
Umordnungen konstruieren, die divergieren beziehungsweise einen beliebigen Wert v € R
als Summe besitzen.

2.4. Stetige Abbildungen von R" nach R"

Wir betrachten vektorwertige Abbildungen

f:DCR"—-R™
(1, ... xp) = flx) = (filxr, . ooxn), ooy (2,00 20))

Spezielle Funktionen:
f:DCR"—-K=Roder C
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2. 'Topologie des R™

Die iibliche Schuldefinition lautet:
[ in zg stetig :< lim, .., f(x) = f(z0)

Problem:

Eine verniinftige Grenzwert-Definition ist komplizierter als die Stetigkeitsdefinition selbst.
Deswegen definieren wir erst die Stetigkeit, und dann den Grenzwert.

A Stetigkeit und Folgenstetigeit Veranschaulichung bei Funktionen:
f:DCR—R

Die Funktionswerte f(x) liegen in einer beliebig kleinen Umgebung von f(z(), wenn nur
die Argumente = geniigend nahe bei z( liegen.

Verallgemeinert:

Definition. Eine Abbildung f : D C R" — R™ heifit im Punkt xq stetig, wenn zu jeder
Umgebung V € U(f(x0)) eine Umgebung U € U(xy) existiert mit

flunb]cV
f heift (in D) stetig, wenn sie in jeder Umgebung xog € D stetig ist.
Die Prazisierung liefert:

Satz 2.4.1. Satz iiber die Stetigkeit (e- 0 Kriterium)
f:DCR" — R™ist genau dann in z( stetig, wenn

v6>OE|5>0v36€]R” ‘.I' - $0| < 0 = ‘f(%) - f(x[))’ <€

Die Negation lautet

Jes0Vs50Taern |2 — 20| < 61 = |f(x) — f(zo)| > €

Beispiel.

0 Jede Abbildung f: D C R® — R™ ist in seinem isolierten Punkt xy € D stetig. Grund:
Es existiert eine Umgebung U von zo mit UND = {zy}, also f[UND] = {f(x9)} C
V.

1 Jede konstante Abbildung c: R" — R™, z + c ist iiberall stetig.
Beweis. c[U] = {c} C V fiir jede Umgebung V' von ¢ O
2 Die Inklusionsabbildung i = D C R® — R™, x +— x ist liberall stetig, insbesondere die

Identitat id : R™® — R"
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2.4. Stetige Abbildungen von R"™ nach R™

Beweis. setze § = ¢ O

3 Die Signumsfunktion

.r—l fiir x<01.
sign:R—ﬂR,xH{O fiir ac:()}
Ll fiir $>OJ

ist in xg = 0 unstetig, ansonsten aber stetig

Bewers. Fiir € := 1 und jedes x # 0, egal, wie nahe ich an ,,0 herankomme gilt:

sign(z) —sign(0)| =1>¢

4 Die Dirichlet-Funktion

' 1 fir z2z€@Q
f'RHIR’xH{o fiir xeR\Q}

ist tiberall unstetig

Beweis. Sei ry € R\Q. Dann gibt es, da Q dicht in R liegt, zu € := 1 in jeder §
Umgebung von z( einen Punkt = € Q, sodass

[f() = flmo)l =1 -0[=12¢

Analog folgt fiir 2o € Q: In jeder Umgebung liegt auch ein x € R\Q m

Satz 2.4.2. Die Komposition stetiger Abbildungen ist stetig

Beweis. Wir zeigen:

Ist f: ACR" — B CR™in 2y € A stetig, und g : B C R™ — Rl in f(z0) € B stetig, so

ist auch go f : A C R® — Rl in 2 € A stetig.

g in f(xo) stetig = zu W € U(g(f(x0))) existiert ein V € U(f(zo)) mit g[V N B] C W.

f in zg stetig = zu V € U(f (o)) existiert U € U(zp) mit flUNA] C V.

Zusammen folgt: Zu W € U(g o f(x)) existiert U € U(xp) mit (g o f)[U N A] =

glflUNA]] € g[V n B] c¢ W. Weitere Regeln und Beispiele fiir stetige Abbildungen
S

cvVnB
findet man leicht unter dem Begriff ,Folgenstetigkeit. ]

Definition. FEine Abbildung f : D C R® — R™ heifst im Punkte xo € D folgestetig,
wenn fir jede gegen xy konvergente Punktfolge (z), € D)ren auch die Bildfolge (f(zk))ren
gegen f(xo) konvergiert, also

Jim fe) = 1 (Jim ) gt

In normierten Rdumen besonders im R™ sind beide Definitionen gleichwertig.
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2. 'Topologie des R™

Satz 2.4.3. Satz iiber das Folgenkriterium fiir Stetigkeit
Eine Abbildung f : D C R” — R™ ist (in 29 € D) genau dann stetig, wenn sie (in xo)
folgestetig ist.

Beweis.

= Sei finxg € D stetigund (z, € D)rep — 7 beliebig. Dann gibt es zu jeder Umgebung
V von f(xy) eine Umgebung U von x¢ mit f[UN D] C V. In U N D liegen fast alle
Ty, also in V fast alle f(zy), das heifst (f(xx)) — f(xo)

< Wir zeigen: ,, f nicht stetig in £y = f nicht folgestetig in x¢“.
f nicht stetig in zo = es existiert ein V' € U(f(zo)), sodass fiir alle U € U(xy) gilt:
flUND] ¢ V. Zu jedem k € N gibt es also ein zx € D mit z € U%(xk), aber

fxy) ¢V

Fiir die enstehende Punktfolge (xy € D)gep gilt (zx) — xg, denn 0 < |z, — o] <
T < g, aber es gilt auch (f(zx)) /4 f(20), denn in V' € U(f(xo)) liegen keine
Folgeglieder f(xy)

]

Die Rechenregeln und Eigenschaften konvergenter Punktfolgen liefern jetzt sofort die Ei-
genschaften stetiger Abbildungen:

Satz 2.4.4. Satz iiber die Eigenschaften stetiger Abbildungen
In R, C und R” sind

(a) die definierten Rechenoperationen (4, —, -, div) sowi die definierten Normen stetig,
ferner

(b) im R™ die Projektion P : R* — R , x = (21,...,2,) — x; insbesondere Real und
Immaginarteil: C — R

(c) In R die Wurzelfunktion
¢+ 10,00 — [0, 00]

Beweis. von (a) und (b) bendtigt man Satz [2.2.3) (Rechenregeln fiir Punktfolgen) und
Satz [2.2.4] Bei letzteren Besonders:

(.’Kk € Rn> — T & v?:l (xk,i < R)keN — X;
Beispiel. f: R x R" — R", (A, z) — \-x ist in jedem (g, x9) € R™! stetig, denn

e, 1) — (Mo, 70) 220 (A) = Xoy (1) — 20
@ ()\k,l'k) — )\0 - Lo

Anaolog die restlichen Fille. O
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2.4. Stetige Abbildungen von R"™ nach R™

Satz 2.4.5. Satz iiber die Stetigkeit von Komponentenfunktionen
Eine vektorwertige Abbildung f : D € R" — R™, x — f(z) = (fi(x),..., fm(z)) (in
xo € D) ist genau dann stetig, wenn jede Komponentenfunktion

fitD—=R, z— fi(z)j=1,....m
in x( stetig ist.

Beweis. Nach Satz 2.2.4] ist:

(f(zx)) = f(xo) & Vily (f5(2x)) = fi(x0)

Folgerung.

1. Summen, Produkte, Quotienten stetiger Funktionen und Abbildungen sind, sofern
definiert, auf ihrem Definitionsbereich stetig

2. Polynome

xGR(C)Hp(x):i axz® € R (C)

k=1

vom Grad m € Ny, falls a,, # 0, beziehungsweise vom Grad —oo, falls p = 0, sind

auf R (C) stetig, ebenso rationale Funktionen = — % mit Polynomen p, ¢ #Z 0 auf

ihrem Definitionsbereich R (C)\{Nullstellen von ¢}

Beweis.

1. Etwa ist die Summe f + g stetiger Abbildung f+g¢: D C R® — R™ als Verkettung

veD o (@) B f@)+e@) =+ o))
stetig nach2.4.5] stetig nach2.4.4]

ebenfalls eine stetige Abbildung

2. © — ¢, x+— x sind stetig. Beweis durch Anwendung von 1.

B: Grenzwerte von Abbildungen R" — R™
Gesucht: Grenzwertbegriff fiir Abbildungen, also:

lim f(zo) f:DCR"—R™:

T—xo

Grundvoraussetzung: , ist Hiufungspunkt der Menge D, wobei nicht unbedingt xo €
D gelten muss. Das heift, es existiert eine punktierte Umgebung U = U\{z} von x. In
U liegt ein Punkt aus D, es liegen dort sogar oo-viele (siehe Ubung)
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2. 'Topologie des R™

Definition. x( sei ein Hdaufungspunkt von D C R™,
FEine Abbildung f : D C R — R™ konvergiert beim Anndhern von x an xy, wenn es ein
Punkt ¢ € R™ gibt, sodass die Abbildung

]?:Du{xo}_)]gmx,_){f(cﬁ) fir x € D\{xo}

fiir xr = X
Die Stetigkeit liefert sofort:
Satz 2.4.6.

fla) = ce VUeu(c)HUeU(xo)fu{_,ﬂD] -
z¢U
& Ves03550Veen0 < |2 — 20| <0 = |f(z) —c| < e
< Fiir jede Folge (x € D\{2o})ken gilt: (f(zk))ren — ¢
[Folgenkriterium fiir Grenzwert von Abbildungen)|

Bemerkung.

1. Fin Grenzwert lim,_ ., f(x) ist eindeutig bestimmt, da xy ein Hdufungspunkt von
D ist, es gibt auferdem eine Folge (v, € D\{zo}) — w0, also auch eine Bildfolge
(f(x0))ken, deren Grenzwert eindeutig bestimmt ist.

2. Fin eventuell vorhandener Wert f(xq) wird beim Grenzibergang nicht bericksichtigt,
aber es gilt natirlich:

f stetig in vog < lim, ., f(z) = f(xo), falls xy ein Hiufungspunkt von D ist.

Manchmal ist f im isolierten Punkt o € D stetig, aber der Grenzwert lim,_., f(z)
st nicht definiert.

3. Die Rechenregel fiir konvergente Punktfolgen liefern sofort Rechenregeln fir Grenz-
werte von Abbildungen

Beispiel.
flz) = ¢,
g(z) == d
= (f+9)(2) =2 c+d

und so weiter

Zusatz. Speziell bei Funktionen f: D C R — R kann man auch

e cinseitige Grenzwerte ¢ C R bei linksseitger/ rechtsseitiger Anndherung von x
an xo definieren

o Grenzwerte ¢ € R bei unetgentlicher Anndherung r — oo beziehungsweise v —
—o0 definteren
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2.4. Stetige Abbildungen von R"™ nach R™

e uneigentliche Grenzwerte c = oo bei Anndherung v — xo definieren

und Kombinationen davon: Man benutze linksseitige Umgebung U~ (x¢) = U(xy) U
{z | © < xo} und fir rechtsseitige Umgebung U™ (xy) = U(xg) U{z | z > x0} bezie-
hungsweise Intervalle |+r, 00| und |+oo, —r| als Umgebung von +oo und —oo.

Beispiel.

1. Falls xq Jlinksseitiger Haufungspunkt von D ist, etwa |a, +o00] C D gilt

f(@) =5 & Ves0T550Vaen (0 — 6 <z <m0 = |f(2) — | <2)
& Fiir jede Folge (z, € D)gep mit Uy, xp > xg gilt (f(xy)) — ¢

2. Falls ,+oo* uneigentlicher Haufungspunktvon D ist, etwa |a, +o0o[ C D, gilt

f(@) =50 ¢ © VesoTnoVaep (x> 1 = |f(z) —c] <¢)
< Fiir jede Folge (x € D)geny — 00 gilt (f(xy)) — ¢

3. Falls x( ein Haufungspunkt von D ist, gilt:

f(z) — 400 € V;203550Yzen (0<|z—m0| <d= f(x)>r)
& Fiir jede Folge (21, € D)gen — o gilt (f(x1)) — +o0

Zusammen: Falls o € D auch Haufungspunkt von D ist, gilt:
f stetig in zg < lim,_., f(z) = f(x0)

Die Rechenregeln fiir Grenzwerte konnen auf uneigentliche Grenzwerte fortgesetzt werden,
in dem man definiert:

firce D:+ 00+ c=c+ (+00) 1= 400, +00 + 00 1= 400
fir c > 0:(+00) - c=c: (+0) =400,  (F00) " (+00) := +00
Analog auch fiir (—o0)

1 1
— = =0
—+00 —00

Undefiniert bleibt weiterhin:

(+00) + (—00), 0+ (4o0), (ii) , <8>

Eigenschaften stetiger Abbildungen:

Satz 2.4.7. Satz iiber das Permanenzprinzip
Ist f:DCR"— R™in g € D stetig mit f(z9) > 0, so gibt es eine ganze Umgebung U
von g mit f(x) > 0 fiir alle x € U N D.
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2. 'Topologie des R™

Beweis. f(xg) > 0 = V :=]0,400[ ist eine Umgebung von f(xg). Zu V existert, da f
stetig in xq ist, eine Umgebung U von x¢ mit f[U N D] C V, das heift

Veevnp f(z) >0

Wir betrachten die Abbildugnen auf kompakte Definitionsbereiche

Satz 2.4.8. Hauptsatz iiber stetige Abbildungen auf kompakten Mengen K
Bei einer stetigen Abbildung f: D C R™ — R™ ist das Bild f[K] einer kompakten Menge
K C D wieder kompakt.

Beweis. Sei {Q; | i € I} eine offene Uberdeckung von f[K], das heift f[K] C U;e; Qi
Zu jedem x € K gibt es dann einen Index i(x) € I mit f(x) € Q) =: Qu, das heilt Q,
ist offene Umgebung von f(x). f stetig in z = es existiert eine offene Umgebung U, von
x mit f[U, N K| C flU, N D] C Q. Das System {U, | x € K} bildet dann eine offene
Uberdeckung von K und es geniigen, da K kompakt ist, bereits endlich viele Usiy oo s Usy
um K zu iiberdecken. Das heift K C U,, U...UU,, . Daraus folgt

f[K]zf{KﬂLj_j U} :f{@ <KnUkj>} U finv e Q.

das heift also {Qy,, ..., Q. } bildet eine endliche Teiliiberdeckung von f[K]. O

Eine unmittelbare Folgerung ist:

Satz 2.4.9. Satz von Maximum und Minimum

Eine stetige Funktion f : K € R® — R™ auf einer (nichtleeren) kompakten Menge
ist beschrinkt und besitzt ein (globales) Maximum und Minimum , das heift es
existieren z1, 9 € K mit

Vaer M1 = f(x1) < f(x) < fx2) <mg

Beweis. Nach dem Hauptsatz ist K := f[K] C R kompakt, also abgeschlossen und
beschrankt.

K beschrinkt = es existiert ein m; = inf K und ein my = sup K.

K abgeschlossen = mq,my € K

Ansonsten gibe es eine noch grofere untere beziehungsweise eine kleinere obere Schranke
als my oder msy, das heist, es miisste gelten:

mzzmz—é‘ ﬁh:ml—é
Also ist my,my € K O

Beispiel. Jede stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt ein globales Maximum und Mini-
mum an. Dies ist im allgemeinen falsch bei anderen Intervalltypen!!
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2.4. Stetige Abbildungen von R"™ nach R™

Zur gleichméafiigen Stetigkeit:
Eine Abbildung f: D C R™ — R™ ist stetig, wenn sie in jedem Punkt xq € D stetig ist,
deswegen heiftt es auch punktweise Stetigkeit, das heifst also, wenn gilt:

VapeDVes0d 1 6 > OWaep (|2 — 20| <6 = |f(2) — f(20)| <€)

Das Gesuchte ¢ darf von € und z, abhingig sein. Eine stérkere Forderung ist die Existenz
eines 9, das von xy unabhingig ist, also beziiglich x, global ist.

Definition. Eine Abbildung f: D C R™ — R™ heufst gleichmdf$ig stetig, wenn
vz—:>OE|5>0v3606Dv:z:€D (‘513' - £C0| > d = ’f(CC) - f($0)| < g)
Hier hingt das gesuchte 0 héchstens von € ab.

Eine gleichméfige stetige Abbildung ist offensichtlich (punktweise) stetig. Die Umkehrung
ist im allgemeinenen falsch.

Beispiel.
1
f:D:=]0,1[ =R, 2 f(z)=—
T

ist zwar stetig, aber nicht gleichméafiig stetig.
Beweis. zu zeigen ist:
Je>0V5503w0epTzen (|2 — 20| > 6 A[f(x) — f(20)] > €)

Sei € := 1 und ¢ > 0 beliebig.

Fiir o := min{d, 1} und z := %xo gilt zwar |z — x| = %xo < %(5 < 0, aber
2 1 1
£@) = flao)l = | = = | = - 2 ¢

Es gilt aber:

Satz 2.4.10. Satz iiber die glm. Stetigkeit
Eine stetige Abbildung f : K C R" — R™ auf eine (nichtleere) kompakte Menge K ist
dort ebenfalls gleichméfig stetig.

Beweis. Sei € > 0 vorgegeben.
f stetig = zu jedem y € K existiert ein d(y) > 0 mit

Veer (o =yl >3(y) = |f(@) = F@)] < 5) (23

Das System {Usq, (y) | y € K} bildet eine offene Uberdeckung von K und es existieren
2
Y1, ...yy mit K C U;V:l Usw (y;). Setze beliebige x,xy € K, mit |z — x| < § gilt dann
2

a(y;) <

1. Zu 2y € K existiert ein Index j mit zo € Usw, (y;), das heift |z —y;| < =5

(y;), also nach ’

F () = )] < 5
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A .
2. |z —yj| <|wo—y;| <0+ 5(33) < d(y;), also ebenfalls nach

€
£~ )] < §
Zusammen folgt:

[f (@) = fzo)| < [f(x0) — f(y)l + | (y;) — f(=)]

Bemerkung. Der Satz wird richtig in der Integrationsteorie.
Wir betrachten jetzt Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen

Satz 2.4.11. Zwischenwertsatz
Die Funktion f : [a,b] C R — R sei stetig. Dann existiert zu jedem Wert ¢ zwischen f(a)
und f(b) ein z € [a,b] mit f(z¢) = ¢

Beweis. Seietwa f(a) < f(b) und ¢ € [f(a), f(b)]. Die Menge M := {z € [a,b] | f(z) < ¢}
ist beschriankt und nicht leer, denn a € M. Also existiert

xo =sup M € [a, D]
Es gilt f(x¢) = ¢, dann

(a) Sei f(zg) < ¢ (= x9 < b, denn f(b) > ¢). Dann gibt es nach em Permanenzprinzip
eine Umgebung U von xy und f(z) = c fiir alle x € U N [a, b].
Also existiert ein x > z¢p mit x € M, das heiit x ist keine obere Schranke von M,
ein Widerspruch!

(b) f(zo) > ¢ (= xp > a, denn f(a) < ¢). Dann gibt es eine Umgebung U von xy mit
f(z) > cin UnNla,bl.
Also existiert eine noch kleinere obere Schranke x von ¢, ein Widerspruch!

Folgerung.

Satz. Nullstellensatz von Bolzano
Eine stetige Funktion f : [a,0] C R — R mit sign f(a) # sign f(b) besitzt in [a, ] eine
Nullstelle

Eine weitere

Folgerung 1. ist der Erhalt des Zusammenhangs

Das Bild eines beliebigen Intervalles I C D und eine stetige Funktion f : D C R — R
ist wieder ein Intervall, insbesondere das Bild eines abgelschossenen Intervalles ist wieder
ein abgeschlossenen Intervalles.
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Bemerkung. Ein Intervall I C R ist zusammenhdngend in dem Sinne:
Mit 2 Punkten xq, x5 € I liegt auch die Verbindungsstrecke

TiTg = |21, 22] falls 2, < 2, anz in I
12 (o, 1] falls x> xo g

Dieses ist eine Kennzeichnung von Intervallen.

Bewess.

() Zu zeigen ist: y1,y2 € f[I] = Ty C flI]. Zu y1,y2 € f[I] existieren x1, 2o € I mit
f(z1) =v1, f(x2) = yo. Wegen Ty, 73 C I ist [ auf 7175 definiert und stetig.
Der Zwischenwertsatz (Satz liefert: zu jedem y € 777z = f(x1) f(22) existiert
ein € T1x3 C I mit f(x) =y, das heikt y € f[I]. Damit ist y1gz C f[/]

(b) Ist I ein abgeschlossenes Intervall, also kompakt. Nach dem Satz ist also f[I]
ebenfalls ein kompaktes Intervall, also ein abgeschlossenes Intervall.

O
Bemerkung. Das Bild eines offenen Intervalls braucht nicht offen zu sein

Beispiel. f(z) =2? auf |-1,1[=: I, f[I] =1[0,1]
D Monotone Funktionen [R — R]

Sei f: ACR — B C R stetig und bijektiv.
Frage: Ist dann auch die Umkehrfunktion f~!: B — A stetig?
Antwort: Im allgemeinen nicht!

Beispiel. Sei

Al :]_0071[7
A2: [1700[7
A:A1UA2

. 1’€A1 —x+1<0
JiA=R, {xeA2 |—>x—120}

ist offensichtlich stetig und bijektiv und hat die Umkehrfunktion:

. y<0 —y—1€ A
R=A
/ - {y >0 —-y+1e A,
Bei Bijektionen auf Intervallen kann das nicht passieren. Wie erkennt man solche Bijek-
tionen.

Satz 2.4.12. Eine stetige Funktion f : I C R — R auf einem Inntervall I C R ist genau
dann injektiv, wenn sie streng monoton wachsend/ fallend ist.

[ streng monoton wachsend < V., ., (1 # x2) = f(x1) < f(x2) < f injektiv

[ streng monoton fallend < V., ., (x1 # x2) = f(x1) > f(x2) & f injektiv
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Bewess.

< f streng monoton =V, ., (x1 # x2 = f(z1) # f(x2) < f injektiv

= Sei f weder streng monoton wachsend noch fallend. Dann gibt es Punkte x1,z9, 253 € I
mit r1 < 2o < z3 und etwa f(z3) < f(z1) < f(x3).
Nach dem Zwischenwertsatz (Satz existiert zu ¢ := f(x1) € f(xq)f(23) ein
x4 € |29, x3] mit f(x4) = c= f(x1). f kann demnach nicht injektiv sein.

]

Zusatz. Das Bild J := f[I] ist dann nach Folgerung |1| wieder ein Intervall und f : I =
J eine (stetige) Bijektion.

Damit lasst sich beweisen:

Satz 2.4.13. f : I C R — J C R sei auf dem Intervall J stetig und bijektiv (mit
Bildintervall J).
Dann ist auch die Umkehrfunktion f~!:.J — I stetig.

Beweis. Sei zunichst yo € J ein Innenpunkt von J, also auch zy := f~(y) ein In-
nenpunkt von I. Dann enthilt jede Umgebung V von o = f!(yo) eine e-Umgebung
lzg —e,20 + €] = Us(xp) C I und das Bild f[U.(z¢)] ist wegen der strengen Monoto-
nie wieder ein Intervall U = |y;,y2[ C J mit yo € U, also eine Umgebung U gilt dann
F7HU](= U.(xp)) C V. Also ist f~! stetig in yo.

Ist yo ein Randpunkt von J, benutze man ,einseitige Umgebungen® [xg, 2o + €] bezie-
hungsweise |z — &, z0] von xg = [~ (yo). O

Bemerkung. Bijektionen f : D C R* — IV C R", bei denen f und f~' stetig sind
heiffen Homoomorphismus.

Diese Figenschaft ist bein,n’ > 1 nur schwer nachzuweisen, da hier kein Monotoniebegriff
existiert.

Aber es gilt wenigstens n =n' (, Dimensionsinvarianz bei Homdéomorphismen®)

2.5. Funktionenfolgen und -reihen

Wir betrachten Folgen und Reihen in K, deren Glieder/Summanden von einem Parameter
x € K abhingen. Die Glieder sind also Funktionen f;, : D C K — K. Schreibweise

(fx)ken beziehungsweise >2°, f

Definition. Fine Funktionenfolge(fr : D C K — K)pen heifit (punktweise) konver-
gent, wenn fiir jedes v € D die Zahlenfolge (fr(z) € K)rex konvergiert.

Die Funktion f :=limg_o fr : D — K, x — f(x) := limg_ fe(z) heifft dann Grenz-
funktion der Folge.

Entsprechend ist die (punktweise) Konvergenz eine Funktionenreihe .30, fr sowie ihre
Summenfunktion s = lim;_ ka:l fr erkldrt.

Beispiel.
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1. Die Funktionenfolge (f : [0, 1] — R)gen mit Vien fr(x) = 2 ist konvergent mit der

Grenzfunktion
0 fir 0<z<l1

f:[O,l]—>]R,xl—>{1 fiir r=1

f ist unstetig , obwohl alle f stetig sind. (sehr drgerlich)

2. Die geometrische Reihe 33 z* konvergiert in C fiir |2| < 1 mit der Summen-
funktion s(z) = 7%= (hier klappt es)

Um von der Stetigkeit der Glieder (Summanden) auf die Stetigkeit der Grenzfunktion
(Summenfunktion) schliefen zu kénnen, muf der Konvergenzbegriff verstérkt werden.

Definition. Eine Funktionenfolge (fr : D C K — K)en heifit gleichmdfig konvergent
, wenn eine Funktion f: 1D — K existiert mit

vg>03m€va2mvz€D ‘fk(m) - f(x)‘ <e¢

Entsprechend fiir Funktionenreihen.

Bemerkung. Vergleich mit punktweiser Konvergenz (f) — f

erDV&‘>03mEvaZm ‘fk(x) - f($)| <é€

(fi) & f © VesoTmenVismVaen | fu(@) — f(2)] <&
(fr) = [ © VaedVes0TmenVism | fu(z) — f(2)] <€

Bei punktweise Konvergenz kann die gesuchte Schranke m von € und von x € D abhdngen.
Bei gleichmdfsiger Konvergenz gibt es eine beziiglich x € D globale Schranke.

Veranschaulichung in R :

Die Graphen der Glieder fi liegen fiir £ > m ganz in einem ¢ -Streifen um die Grenzfunk-
tion f

Aus der Definition folgt sofort:

Satz 2.5.1. Jede gleichméfig konvergente Funktion konvergiert auch punktweise und zwar
gegen die Grenzfunktion (bzw Grenzsumme).Die Umkehrung gilt im allgemeinen
nicht

Beispiel. fiir die Umkehrung;:
Wire (fx[0,1] — R)gen mit fi(2) = 2* gleichméRig konvergent, so miisst es zu € := 3 ein
m € N geben mit:

Yoo (@) = F(2)] <.

Fiir alle m € N gilt jedoch im Punkt z := T{/g €]0,1]:

> e

o) = J@) = |5 - 0] = 5 2

Eigenschaft der gleichméafigen Konvergenz hingt wesentlich von dem betrachteten Defi-

nitionsbereich ab.
Vorteil der gleichméafigen Konvergenz:
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Satz 2.5.2. Fiir alle k£ € N sei also f, : D C K — K (in 2 € D) stetig. Dann gilt
L. (fx: D — K)pen gleichmékig konvergent = f = limy_., fx (in zq) stetig.

2. <ZL:1)16N gleichméfig konvergent= s = >-7° | fi (in zo) stetig

Beweis.

1. Sei € > 0 vorgegeben

(fi) 2 1 = BneVazmVeen |file) = F(@)] < 5 (24)

. . g
fon i g stetig = Jyso¥acn (|2 — 20| < A = |fu(@) = finla0)| < 5) (2.5)
Fiir alle x € D mit |z — x| < J gilt dann

[f (@) = flzo)| < [f(2) = fin(@)| + | fn(2) = fin(w0)| + | i (x0) — f(0)] <&

[+
<3 ;1:5 <£

aus <% aus

2. mit f;, sind auch Partialsummen s; = 3! f; stetig (= Anwendung von .

]

Folgerung. (Vertauschung von Grenzwerten):
Sei (fx : D C K — K)gen eine Funktionenfolge mit z( als einen Haufungspunkt von D
mit der Eigenschaft:

Vien fk(l’) —_ Ck

Dann gilt:

1. Wenn (fy)ren gleichmifig konvergiert und (cx)ren konvergiert, so konvergiert die
Grenzfunktion f = lim f; fiir z — xg gegen ¢ := lim_., ¢x, das heilst, es gilt

lim lim fy(z) = lim lim fi(2)

T—T0 k—o0 k—o0 T—0

2. Wenn > )7, fi gleichméRig konvergiert und ) 77, ¢ konvergiert, so konvergiert die
Summenfunktion s = >_7° fj fiir £ — 29 gegen ¢ = > 72, ¢k, das heifit, es gilt:

Jip 2 Sul(@) =2 i fil(@)
k=1 k=1

Beweis. nur fiir 1. nétig. .
Vien fr(z) =2 ¢, = es existiert jeweils eine, in zy stetige Fortsetzung f; mit

fk:{fk(x) fiir x;éxo}

¢, fur x=x
es gilt dann

fz) limg o fr(x) fiir = # xg

c = limy_, g fir =z = z9

(fi) 22 f = (fo) 22  mit f(z) = {

denn zu jedem e > 0 existiert :
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e cin my € N mit Vism, Veep\ (2o} [fx(z) — f(2)] <&

e ein my € Nmit Vy, > my | —c¢| <e¢
sodass fiir alle & > m := max{my, mo} und alle x € D U {z,} gilt:
fulz) = fl@)| <&

Nach Satz ist dann die Grenzfunktion f in xz( stetig, das heift, es gilt:

!

lim f(z) = lim f(z) = f(x) = ¢

T—T0 T—x0
]

Wie erkennt man gleichméfige Konvergenz, wenn man keine Ahnung hat, wie die Grenz-
funktion aussieht?

Satz 2.5.3. Satz iiber das Cauchy-Konvergenzkriterium fiir glm Konvergenz
Fiir eine Funktionenfolge (f : D C K — K)gey gilt:

(fr)ken glm. konvergent < V.oo3menVismVeen |fi(z) — fi(z)] <€

Bewess.

= wie beim Beweis fiir Punktfolgen (Satz [2.2.1)), also wieder unter Verwendung der A-
Ungleichung

< Nach dem Cauchy-Kriterium fiir Punktfolgen (Satz [2.2.11)) erhélt man zunéchst, dass
fiir alle z € D die Zahlenfolge (fx(z))ren gegen einen Wert f(z) konvergiert, das
heifst

VzeD lli)fglo filz) = f(z)

Da zu jedem € > 0 ein m € N existiert, mit
€
VizmVeepVism Y = [ fu(z) = filz)] < B

folgt daraus auch
: €
Ly = | fulz) = f@)] < 5 <e

das heift (fx) konvergiert sogar gleichméfig gegen f. Benutzt wurde dabei nur, dass
x — |x| stetig ist.
O
Satz 2.5.4. Satz des Majorantenkriteriums fiir glm Konvergenz
Eine Funktionenreihe } ) | fr mit Vien fi : D C K — K besitzt eine konvergente Majo-
rante, das heifst eine konvergente Reihe >~;7; ¢ in R mit nichtnegativen gleichméfigen cy

fiir die gilt fiir fast alle k € N
Veen [fi(2)] < c.

Dann konvergiert >7°, fx (absolut und) gleichmékig
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Beweis. Nach dem Cauchy-Kriterium [2.3.2| und 2.5.3 (2) gilt:

k=j+1

!
Ve03menVisj>mVeen < Yo g <en|filz)] < cj>

> fulx)

k=j+1

v€>0ElmeNvl>jzm\V/mGD

<Y @I Y a<e

Ausblick in héhere Gefilde

Sei D C K eine feste kompakte Teilmenge und
CUD):={f:D— K| f stetig}
1. CY(D) bildet einen oo dimensioinalen Vektorraum iiber K

2. In C°(D) wird durch ||f| := sup{|f(z)] € R | z € D} = max{|f(z)] € R | = €
D} € R eine Norm definiert, die sogenannte Supremumsnorm. Der Beweis geht
genauso wie bei der Maximumsnorm |z|_ im R™. C%(D) ist also ein co- dimen-

sionaler, normierter Raum iiber K. In ihm kann wie gewohnt die Konvergenz von
Punktfolgen (fx(x) € C°(D)) definiert werden.

(fe € COD) ke 2 f € COUD) 1 VesgTmenViom IIfi — fIl < &

wegen
[fx = fll <& Vaep |fu(z) — fz)] <€

ist diese Konvergenz in der Norm gerade die gleichméfige Konvergenz von Funktio-
nenfolgen (fi : D — K)pen

3. Der normierete Raum C°(D) ist auch vollstindig, denn wegen (fi)ren konvergiert
jede Cauchy-Folge in C%(D) < VesoTmenViism [ — fill < e

& Ves0ImenVii>m Vaen |fu(x) = filz)] <e

253 (f) konvergiert gleichmiRig gegen eine stetige Grenzfunktion f € C°(K) kon-
vergiert jede Cauchy-Folge in C°(D) (beziiglich der Norm) gegen ein f € C°(D)

Zusammengefasst ergibt es

Satz 2.5.5. Sei D C K kompakt. Dann bildet die Menge C°(D) aller stetigen Funktio-
nen f : D — K beziiglich der Supremumsnorm einen vollstindig normierten Raum
(=Banach- Raum).

Bemerkung. Ist der Definitionsbereich D nicht kompakt, muss man sich auf beschrinkte
stetige Funktionen f : D — K einschrinken. Auch dann existiert || f||, ist allerdings dann
im allgemeinen ein echtes Supremum
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2.6. Potenzreihen

Definition. FEs sei (ax € K)ren eine Zahlenfolge und xy € K. Dann heifit eine Funktio-
nenreihe der Form

vaRvkENo Z fk = Z ak('r - x())k
k=0 k=0

eine Potenzrethe mit dem Entwicklungspunkt xo und Koeffizienten ay.

Bemerkung.

1. Es sei stets (x — x9)° = 1, also auch fiir v = x,!
2. Die Partialsummen sind (stetige) Polynome in K

3. FEine Potenzreihe ist in x = xq stets konvergent mit Summe ag

Das Konvergenzverhalten einer Potenzreihe ist tibersichtlicher als bie allgemeinen Funk-
tionenreihen.

A Der Konvergenzkreis

Satz 2.6.1. Konvergenzkreis
Zu jeder Potenzreihe 2%, an(r — z0)F in K gibt es genau ein R € [0,+00] mit den
Eigenschaften

1. Fiir alle  mit |x — zo| < R konvergiert die Potenzreihe absolut

2. Fiir alle z mit |x — x| > R divergiert die Potenzreihe

R heifkt Konvergenzradius, die Umgebung (Ugr(zo)) der Konvergenzkreis (bezie-
hungsweise in R das Konvergenzintervall |xy — R, o + R[) der Reihe.
Spezialfille:

e R =0: Konvergenz nur in z = x
e R = oo konvergiert iiberall

Beweis. Die Einschrankung sei zyp = 0, sonst transformiert man einfach z = x — x.
Zunichst brauchen wir folgendes

Lemma 2.5. Konvergiert 30° ax(x — 2¢)* in einem z; # 0 so konvergiert sie absolut fiir
alle || < |z4].

Beweis. Y. apr® konvergiert = (apa?)peny — 0

= (apz}) beschrinkt, das heikt es existiert ein M > 0 mit

k
VkeNo aklﬁ‘ <M

Daraus folgt fiir alle = mit |z| < |z
k
T
ara®| = |agaf] - ‘x‘ < Mg+
1

mit 0 < q := < 1.
Also konvergiert 30° axx® nach dem Majorantenkriterium.

Z
z1
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Eigentlicher Beweis:
Die Menge

A= {r >0 ‘ Z agr” konvergiert} 0
5 ~~
da 0€A

existiert (eventuell uneigentlich) ein
R :=sup A € [0, 0]
und es gilt:
1. 30 apx® konvergiert fiir alle z und fiir R > 0 mit |z| < R absolut.

Bemerkung. Es gibt ein v € R mit |z| < r < R sodass ¥0° apr® konvergiert.
Ansonsten gibe es eine noch kleinere obere Schranke von A.
23 S apa® konvergiert absolut.

0

2. 0% apx® divergiert fiir alle z mit |x| > R, wobei R < oo Vorraussetzung ist.

Beweis. Wire 30° apa® konvergent, so giibe es nach [2.5(ein r € R mit k < r < ||,
sodass " a,r* konvergiert. O

Widerspruch zu R als obere Schranke von A.
Und die Eindeutigkeit ist klar. O]

Beispiel.

1. Die geometrische Reihe:

o0 i 1
Z 2" : R=1
k=0 <
2. Die Exponentialreihe:
<01
> k— exp(z): R=+o0
k=0
(konvergiert also iiberall!)
3. Die Cosinusreihe:
s 1
Z(—l)k@k)|z% =cos(z): R=+4o0
k=0 .
4. Die Sinusreihe:
Z (—1)km22k+1 = SIH(Z) R= —+00
k=0 :
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Bemerkung. Auf dem Rande des Konvergenzkreises beziehungsweise in den Endpunkten
des Konvergenzintervalles kann eine Potenzreihe konvergieren oder divergieren.

Beispiel.
o 1 . _
> —2" mit R=1: Man hat {Kopvergenz fur o L
=k Divergenz fiir x =1

Zur Berechnung des Konvergenzkriteriums:

Satz 2.6.2. Satz iiber die Bestimung der Konvergenzradien
Fiir den Konvergenzradius R einer Potenzreihe 332, ax(x — x0)F gilt:
1. R= %) < oo (falls der Grenzwert existiert!)

. a
1unk44u3(4%%l

2. R= m < oo (existiert |eventuell uneignetlich] immer). Das ist die soge-

nannte Formel von Hadamard

Beweis.

k41
ag

1. Falls L := limy_,~

€ [0, +00] existiert, so existiert auch

Lh+1
Tk

(k41 < 1= Konvergenz

fim > 1= Divergenz

k—oo

= lim

-\x—x0|:L~|x—$0|:{

Also ist R = % nach dem (vereinfacht angewendeten) Quotientenkriterium.

2. Falls L = limsup ¢/|ax| € [0, o0, so gilt:

. k Yy k L T e _ [< 1= Konvergenz
limsup v/|zx| = limsup v/ |xg| - |x — 29| = L - |x — | = {> | = Divergenz

Also ist wieder R = 7 nach dem (vereinfacht angewendeten) Wurzelkriterium.

Bewess.

1. Fiir die Exponentialfunktion > z* gilt R = oo, also ist nach HADAMARD

1 1
T -0 :

und
1 1
i lim sup /|ax| = lim sup 1/ i 0

2. Fiir die Binominalreihe zur Exponentialfunktion o € R

gilt
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a) falls @ =m € Ny : Yooy [ ) = 0, das heift
(a) h

Bu(z) =Y <7Z>zk:(1—|—z)mfiirz€(j:>ﬁ’:—|—oo
k=0

(b)

(15)
(5

Es gilt ebenfalls nach Analysis 11

Ak+1|
Qg

a—k
— 1 —
k+1‘—> = R=+4

B,(z) = (14 2)*

]

Satz 2.6.3. Eine Potenzreihe in K mit Konvergenzradius R > 0 konvergiert in jedem
abgeschlossenem Kreis K, (xg) = {z € K | |z — 20| <r} mit 0 < r < R gleichmiRig
und definiert damit im ganzen Konvergenzbereich Ug(z) stetige Funktionen

Beweis.

1. Fir alle z € K,.(z¢) gilt ‘ak(a: — xo)k‘ < |ax| 7. Da 35° apr® wegen r < R absolut,
konvergiert, folgt die gleichméfige Konvergenz aus dem Majorantenkriterium [2.5.4]
Also ist 2 — f(x) := X ap(z — 20)* in K,(x0) stetig.

2. zu jedem x mit |z — x9| < R gibt es ein r > 0 mit |x — x| <7 < R. Also ist fin z
stetig.

Zum Konvergenzverhalten auf dem Rand des Konvergenzkreises:

Satz 2.6.4. Abelscher Grenzwertsatz

Die Potenzreihe
o0

> a(z — xo)"

k=0
besitzt einen Konvergenzradius R € |0, +oo[ und konvergiert auch in einem Punkt x; auf
dem Rande des Konvergenzbereiches mit Summe s.
Dann konvegiert auch die dadurch dargestellte Funktion = +— f(z) bei radialer Annéhe-
rung an x; gegen den Wert s. Im Falle K = R kann also die ganze Funktion z +— f(z)
durch f(x1) := s stetig fortgesetz werden.
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2.6. Potenzreihen

Anwendung. In Analysis[I] kénnen wir zeigen

e}

fz):=>" Iixk = —log(l —z) fir |z| < R=1,

1

denn f'(x) L S, bl = ﬁ, und das ist eine geordnete Reihe, deren Stammfunktion
—log(1 — x) ist.
Diese Rethe konvergiert auch fir x = —1. Also ist nach ABEL:

r——1

> 1
baw. Y (—1)"'— = +1log2
k=1 k

=

lim f(x) log stetig _ log2 = Z (—1)’“
k=1

Beweis. Setzt man x = x + t(xy — xp) fiir 0 < ¢ < 1 so erhélt man mit

Z ap(r) — x0) tF = Z by - tF
k=1 > k=1

eine Potenzreihe in ¢ mit Konvergenzradius R = 1, denn

1
lim sup /|bg| = lim +/|ax| |21 — 20| = B R=1

Sie stellt fiir 0 <t < 1 eine stetige Funktion
t—g(t)=> byt*
k=0

dar, wobei ) ;° by durch die Sume s dargestellt wird. Zu zeigen ist:

Jim, () =

Fir die Partialsumme s; = Zé b (—s)gilt 0<t<1

l o) -1
Z bktk:$0+2 (Sk—Sk_l)tk:(l—t)Z Sk'tk+ Si \th
k=0 k=1 k=0 ~
Also ist - o
gt) =3 bth = (1 —1t)- > st
k=0 k=0
und -
gty —=s =1 —=1)- > (s — 9)t",
k=0
denn

1-t)- th=1
k=1
Sie nun € > 0 vorgegeben. Dann gilt

1. Es existiert eine Schranke m € N, sodass gilt:
£

vkzm |Sk — 8| < 5
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2. 'Topologie des R™

2. Es existiert ein § > 0, sodass fiir alle t mit [t — 1| =1—-¢<§
(1—1) Z |sk—s|<—

Fiir alle diese t gilt dann:

m—1 oo
€ €
lg(t) —s| < Q=) Jsp—s| " +1=1)-> [sp—s| " < —+=-(1—1t) th <,
k=0 2’{/ k=0 72’{/ 2 2 k=m

das heifst

B Der groBBe Umordnungssatz

Gegeben:
x— f(x Z apx® fiir |z| < Ry
k=0
r— g(x Z bra” fiir |z| < Ry
k=0

Dann gilt fiir die Summe f + g fiir |2| < min{R;, R>}

o0

(f +9)(x) =" (ar +bp)a"

k=0

Das ergibt wieder eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
R ; min{Rl, RQ}

Frage: Lisst sich auch das Produkt f - ¢ wieder durch eine Potenzreihe darstellen?

Naiver Versuch: (Nach ,Lieschen Miiller ", also ausmultiplizieren und sortieren):

(Z ajxj> (Z kaE) a0+a1+a2+ )(b0+b1+b2+)
7=0

< SN ay - bkt (2.6)

= i <i aj - br—j) a’ (2.7)
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2.6. Potenzreihen

Die ,,=" sind sehr fragwiirdig, seltsamerweise ist das Ergebnis richtig!

Problem: Die Produktreihe a; - b bilden eine unendliche Matrix mit j, k € N, a; 1=
aj - a7, bj = by -z,

In wird erst zeilenweise, dann spaltenweise aufsummiert (oder umgekehrt).

In werden die endlichen Summen der Schriglinien ,aufsummiert.

Konvergiert das Ganze und kommt immer das gleiche heraus? Um das zu Be-
weisen brauchen wir ,schwere Geschiitze®

Definition. 1. Fine Doppelfolge (bzw. unendliche Matriz) in K ist eine Abbildung
(7, k) € Nx N aj; € K bezeichnet mit (ajx);ren- Eine Doppelreihe in K ist eine

Doppelfolge
I m
>0
j=1k=1

2. Ist o : N = NxN, r — (j,k) eine Bijektion, so heifit die (einfache) Folge (ay)ren
eine Anordnung der Doppelfolge beziehungsweise die einfache Reihe 37721 ag
eine Anordnung der Doppelreihe

I,meN

Beispiel. fiir Anordnungen:

1. Die Cantorsche Diagonalanordnung einer Doppelfolge

11 ; Q125 A21; A13; A22; G315 - - -
r=2 r=3 r=3 r=4

2. Anordnung im Quadrat

Satz 2.6.5. Grofter Umordnungssatz
Sei (a;i);ken eine Doppelfolge in K mit der Eigenschaft

!
InerVien Y laj] <M

k=1
1. Fiir jede Anordnung (ay(,))ren ist die Reihe 3772 a,() absolut konvergent mit stets

gleicher Summe s

2. Alle Zeilenreihen 3272 a;; (j € N) und alle Spaltenreihen 3222, a; (k € N) sind
absolut konvergent

3. Die Reihen 3272, (3272, ajx) und 3232, (Z;‘il a;jx) sind absolut konvergent mit glei-
cher Summe s wie unter 1.

Beweis. Vorraussetzung:
o0

> lapl <M

gk
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2. 'Topologie des R™

1 Sei ¢ : N — N x N eine beliebige Abzahlung. Fiir m € N setzen wir
L= max {pi(r). ealr)

das heilit:

Dann gilt
2 feetn

das heiftt >0, ‘%(r) konvergiert, denn die Folge der Partialsummen ist beschréinkt.
Anwendung von Satz Fiir jede andere Abzdhlung:

<Z |ar| < M,

p:N—>NxNist gl oyp: NxN

eine Bijektion, das heifit

Zl () = ) Gt

die nach dem kleinen Umordnungssatz (Satz [2.3.9) mit gleicher Summe s konver-
giert.

2 Fir die Partialsumme Y72, aj; der j-ten Zeilenreihe gilt mit [ := max{j, m}

m l
> laj] <7 la <M
k=1 ik

das heifit die Summe >°77, a;; konvergiert nach Satz [2.3.5] Analog fiir die Spalten-
reihe

3a Fiir m > [ gilt

A m
<> lapl <=M
7.k

> a

k=1

>

i=1

und fir m — oo ebenfalls

>

7=1
das heiftt 3372, (3232, a;x) konvergiert absolut nach Satz Ganz analog kann
man die Umkehrrichtung beweisen.

Z ajp| <

3b Sei 327° ay( eine (absolut konvergente) Anordnung der Doppelreihe. Dann gibt es zu
jedem € > 0 ein my € N, sodass

[e.9]

(s = 8me =) \%(r) <

r=mo-+1

DO | ™

zu einem solchen myq gibt es ein [y € N mit

{o(D), .- p(mo)} C{(, k) | 1 <J,k <o}
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2.6. Potenzreihen

Fiir p > 1y, q¢ > lp und m > myq gilt dann

p q m 00 c
> ak— a > | <3
j=1k=1 r=1 r=mo+1
Denn die Glieder von ay(1), . . ., Gu(m) heben sich weg. Der Grenziibergang erst von

q — 00, dann von p — oo (oder Umgekehrt) liefert:

(; ajk) = ()
=1

r=1

<5 <s

w\m

das heifst:
S5 (£ o) £ (£ )
r=1 j=1 \k=1 k=1 \j=1
Folgerung. > 5° a; und > 3° by seien absolut konvergente Reihen mit Summen a und
b. Dann konvergiert jede Anordnung >, c,der Doppelreihe (25‘:1 ey ajbk)lmeN
absolut gegen das Produkt a - b, insbesondere die Cauchy-Produktreihe
> (3 an)
r=0 \k=0
Bemerkung. Wegen

z el = (2 |aj|> (X ) < (i |ajr> (% m)

sind die Vormussetzungen des grofien Umordnungssatzes (Satz erfillt.
Damit qult:

i Co(r) = i <i ajbk> = i a; (li bk)

r=0 7=0 7=0

————
=b

=Y a;-b=b-> aj=a-b
Jj=0 *i

und im Spezialfall:
Z <Z ak'br—k> =a-b,
r=0 \k=0

da die innere Summe endlich ist und deswegen Klammern gesetzt werden diirfen.

Beispiel. Additionstheorem der Exponentialfunktion:

rtewn=(§ 54) (£ )-8 -+ 2 )

r=0 \k=0
(o) 1 < r <T> L k) e’} 1
= =Y AR =3 = (2 w)”
=\ \k ar
binomisc;e Formel
= exp(z + w)
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2. 'Topologie des R™

Folgerung.

1. (exp2)* = exp(k - 2) fiir alle k € N

1

2. (expz)~! =exp(—2), da (exp(z)) - (exp(—z)) = exp0 =1

Deswegen auch die Schreibweise e* statt exp z

C Rechnen mit Potenzreihen

Satz 2.6.6. Multiplikation von Potenzreihen

v fz) =) aa” und z e g(z) = ba®
k=0 k=0

seien zwei durch Potenzreiehn dargestellte Funktionen in K mit Konvergenzradien R; und
Rs. Dann wird das Produkt der beiden Potenzreihen f(z) - g(x) fir |z| < min{R;, Ry}
durch die Cauchy-Produktreihe

Z <Z akbrk> z"
r=0 \k=0

dargestellt.
Beweis. Anwendung der letzten Folgerung. O

Bemerkung. Der genaue konvergenzradisu der Prduktreihe kann gréfler als min{ Ry, Ry}
sein

Beispiel. Fiir |z| < 1 gilt

1 _‘X’ &
1_2—];)1 z

also auch

(1—1z)2:i<i 1'1>Zr=i(r+1)z’”

r=0 \k=0 r=0

Satz 2.6.7. Komposition von Produktreihen

fo(x):Z aj-xj undyHg(y):Z biy®
0 k=0

seien zwei durch Potenzreihen dargestellte Funktionen in K mit Konvergenzradien R; > 0
und Ry > 0. Dann gilt:

1. Alle Potenzreihen x — f*(z) (k € Ny) lassen sich fiir |z| < R; durch Potenzreihen
Y52y ajra’ darstellen

|Auspotenzieren und Potenzen von x ordnen]|
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2.6. Potenzreihen

2. Ist |ag] < Ra, so gibt es ein r > 0, sodak fiir alle z mit |z| < r die Komposition
x +— go f(r) durch die Potenzreihe

<Z bkajk> [Ej

7=0 \k=0
dargestellt wird.

|Einsetzen und nach Potenzen von z ordnen]|

Beweis. Es ist nach Vorraussetzung fiir |z| < R;:
fla) =3 a;a’
=0
und fiir || < Ry
g(y) =" byt
k=0
Da beide Reihen absolut konvergent sind, setzen wir fiir |z| < R;
fx)=3" la| - |2f
=0
und fiir || < Ry
. - k
g(y) = 1ol - yI"
k=0

Damit folgt aus Satz mittels vollstdndiger Induktion

o0
)= apa’ mit aje = Y (aj ---a;,) fir |z] < By
=0 R~
0 .
Fila) =3 alaf mit ae = >0 (lag]-lag,|) fir 2] < Ry
J=0 =itk

wobei immer |a;| < ajp.
Wegen f(0) = |a| < Rs gibt es nach dem Permanenzprinzip ein 7 mit 0 < r < Ry,
sodass fiir |z| < r und weil f in g eingesetzt werden darf, gilt:

o0 . m k o0 . -
S ana?| <X aplal* <3 aplaf = Ha),
j=0 §=0 j=0

also

S rana’| <35 1l Y Jana’| <30 bl ) < 3 bl ) = (@) = M,
k=0 j=0 k=0 k=0

J,k=0

Anwendung des Groken Umordnungssatzes (Satz [2.6.5)) auf die Doppelreihe
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2. 'Topologie des R™

liefert fiir |z| < r:

(gof)lz)= Igj b <§% ajxy)k = ;g (brajiz’) = g (g bk%k) @’

nach Vertauschbar

]

Bemerkung. Der Mindestradius r < Ry kann so grof§ gewdhlt werden, dass dir |x| < r
noch .

> lagl [z < Ry

§=0

bleibt.

Satz 2.6.8. Division durch Potenzreihen

T flr) = Y52, apr® sei eine Potenzreihe in K mit Konvergenzradius R > 0 und
f(0) = ap # 0. Dann gibt es ein r > 0, sodass die Funktion z — ﬁ fir |z| < r durch
eine Potenzreihe dargestellt wird.

Beweis. Wegen ag = f(0) # 0 ist f(x) # 0 in einer ganzen Umgebung von x = 0. Dann
gilt

1 1 1 1 1 f( )
= = . — o f(z
@) ao—(ao— f(z)) a 1- (1—%0]“"(1’)) aog
mit |y| <1
1
9(y) = H
und
~ 1 0 ay L 00 _
) =1 —f@ =3 (-2)a" =3 aua
o k=1 v o k=0
wobei |dg| = 0 < 1. Anwendung von Satz [2.6.7] O

Beispiel. In einer Umgebung von z = 0 gitl:

1 1 22 A ! 22 2
- -1 Z_Z 4. AT
oS 2 1—(%—%j:---) +<2! 4! > +<2! 4! >

1 5
=1+ =22+ 2"+

2 24
sin z (z—?f?+~~)
tan z = = 13'
cos z (1—!—522:F---)
15 2 5
—z+3z +15z +

Einfaches Verfahren zur Bestimmung des (Quotienten % zweier Potenzreihen. Der Ansatz

> apa® .
Dy bkxk = Z e,
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2.6. Potenzreihen

dessen Existenz durch by # 0 gesichert ist, liefert

2 a,x’ = <gjo bkmk> : (gjo ckxk> = fj (i bkcrk> z" (2.8)

r=0 \k=0

Frage: Kann man die gesuchten Koeffizienten durch Vergleich bestimmen?

Satz 2.6.9. Identititssatz fiir Potenzreihen

x +— f(x) und x — g(z) seien zwei in einer gemeinsamen Umgebung U von zy, € K
durch Potenzreihen dargestellten Funktionen. Ist dann (z; € U(xg))en eine gegen zg
konvergente Punktfolge mit

Vien f(z1) = g(z1)
so stimmten Potenzreihendarstellungen von f und g iiberein. Insbesondere gilt f = ¢ in
ganz U(x).
Beweis. Sei f(z) = ap(x —x0)*, g(x) =X bp(x —x0)* wegen der Stetigkeit von f und
g in xg aus Viey f(z) = g(xy):

Stetigkei . Stetigkei
%Zﬂwtmﬁh ﬂWZk@ﬂmtgﬁﬂ%ﬁﬁo

= Qg = b()
also -
fil@) =" an(z — zo)" j{: bi(r — 20)* " = g1(o)
k=1

= fi(z1) = g1(x1)
Fiir [ — oo erhélt man das Ganze analog.
a; = by und vollstindige Induktion liefert schliefslich:
Vien ar = by

]

Folgerung. Stimmen zwei Potenzreihen in einer noch so kleinen Umgebung ihres Ent-
wicklungspunktes iiberein, so sind sie identisch, denn jede noch so kleine Umgebung von
U von z( enthélt eine gegen xy konvergente Zahlenfolge.

Anwendung. Aus[2.8 folgt:

T’ENO ayr = Z bkcv ks

also bei
bo - Cop = Qo (—> CO)

b0~01+b1'00:a1 (—>Cl)

Daraus kann man sukzessive die ci,’s bestimmen. Auch eine explizite Darstellung ist mdgl-
cih, denn fiir 0 < r < m liegt ein losbares Lineare Gleichungssystem fir cq, cy, ..., Cy vOT.
Mit Hilfe der Cramerschen Regel aus der Linearen Algebra kann man diese Lésungen
bestimmen.
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3. Spezielle Funktionen

Literatur: BLATTER, CHRISTIAN: Analysis 1 (4. Auflage), S. 173 - 196

3.1. Die Exponential- und die
Logarithmus-Funktionen
z€C — expzr=e =Y 52 €C (Komplexe) Exponentialfunktion
reR = expr=e¢" =Y ha"€R (Reelle) Exponentialfunktion
reR" — logz:=explzeR (Natiirlicher) Logarithmus
reR +— exp,x=a":=exp(x-loga) € R Allgemeine Potenz zur Basis a € RT
reRY — log,x:=logz/loga € R Logarithmus zur Basis a € RT\{1}
3.2. Die hyperbolischen und Area-Funktionen
zeR — sinhz = 1(e” — ™)
=i gy 7 ER Sinus hyperbolicus
reR — coshz = 1(e” +e77)
= 10 ﬁ 2 € R Cosinus hyperbolicus
reR —  tanhz = %
= zzjé:z eR Tangens hyperbolicus
x € R\{0} —  cothz = ML
= szz:: eR Cotangens hyperbolicus
reR — Arsinhz :=sinh™' z
=log(zr + Va2 +1)€eR Area - Sinus hyperb.
x € [1,00] +— Arcoshz := cosh™' z
= log(x + V%2 — 1) € [0, 0] Area - Cosinus hyperb.
xr€]-1,+1] — Artanhz := tanh ™' 2
1 14z
= 5 log lf—z eR Area - Tangens hyperb.
r € R\[-1,+1] +~ Arcothz :=coth 'z
= 1log 21 € R\{0} Area- Cotangens hyperb.
3.3. Die Kreis- und die Argument-Funktion
teR — e =cost+isinte ST CC Kreisfunktion
z=re € C\{0} — t=argzel0,2n] Argumentfunktion
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3.4. Die trigonometrischen und Arcus-Funktionen

3.4. Die trigonometrischen und Arcus-Funktionen

reR —  sinz = (e — e7™)

= Ziio(_l)k(gki_l)! l'2k+1 €R Sinus
reR = cosx = (e +e7T)

— Zz‘;o(—.l)k@}g)! e R Cosinus
reR\{n/2+kr|kecZ} — tanz:=32cR Tangens
rzeR\{kr | k € Z} = cotx =27 € R Cotangens
x € [—1,+1] —  Acrsinz :=sin"'z € [~7/2, +7/2] Arcus - Sinus
r € [—1,+1] —  Arccosz :=cos™! € [0, 7] Arcus - Cosinus
reR — Arctanx :=tan"! € |-7w/2,+7/2[  Arcus - Tangens
reR —  Arccotx := cot™ 'z €]0,7] Arcus-Cotangens

[ee) x2k x2 x4 T —ix

2. cos(x):Zkzo(—l)k—(%)! =1-L+5F - =5(e"+e ™)
: 00 g2k +1 x3 2 T —ix
3. sin(z) = Lito () G = —HH H T = 5 (€7 —e™)

N Z<€m’ + —ix)Q 1(6133 o e—iac)Q — 1 62ix +92. eix _'6—'1@ +6—2iax (€2ix 2+ —Qix)
— pla—ix
=1
1 =27 — 2T
= (33”—@2”4—2(—1) (—2)+V2/—f/2/)
1
=—.-4=1
4

7. cos(x + y) = cos(z) cos(y) + sin(x) sin(y)

8. sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

Beweis folgt aus e®t¥) = i@ . ¢

9. cosh(z) =1 (e" +¢77)

89



3. Spezielle Funktionen

10. sinh(z) =

L — )

11. cosh(z + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(z) sinh(y)
12. sinh(z + y) = cosh(z) sinh(y) + sinh(x) cosh(y)
13. cosh?(z) — sinh?(z) = 1

14. arcsinh(z) = log(z + v22 + 1)

15. arc cosh(x) = log(x + 22 — 1)

3.5. Stammfunktionen

1. [2%de =25 ~1}
[ 2dx =log |z| + ¢ fiir  # 0

ke _ 1k
2. [ = e
[sin = —cos+c

J cos = sin +c

3. f1+12dx—arctanx+cfurx€R

[ 15sdx = arctanz + ¢ fiir |z| < 1

/ mdw = arcsinz + ¢ fiir |z| < 1
J ﬁdw = arcsinhz +cfirz € R

3.6. Stammfunktion einzelner Summanden
1. [po(z)dz = bekannt
2. [Ldr=loglr —a|+c
3.fﬁd$z L 4 cmitk>2

k—1 (z—a)

4. f (z— 5)2_,_7 dx = %IOg((m _ﬁ)2+72) +c

Ot

d: k1+C

L 1
k=1 {(z—B)2 441"

l\)\»—t

S e (= ﬁ)2+72]

subst
6. fﬁdl‘ = %arctan%—i— 1
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3.7. Grenzwerte von Reihen und Summen

7f[ )2+2]dxm1tk:>2

hier gibt es eine Rekursionsformel (sieche Skript)

3.7. Grenzwerte von Reihen und Summen
1. f(z) =X 2" = —log(l — ) fiir [z] < R=1

2. Y0 ah = = fiir [z < 1
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4. Differential und Integralrechung
in einer Veranderlichen

Wir betrachten Abbildungen f: 1 C R — R™(C) auf einem (nichttrivialen Intervall I)

Bemerkung. Notwendig wéire nur, dass der Definitionsbereich D von f ,zuldssig” ist.

4.1. Differentierbarkeit und Ableitung

Sei f: I C R — R eine beliebige Funktion und zy € I fest gewahlt.

Sekanntensteigung:
A(x) = %ﬂfo) ist als Differentialquotient definiert.Forderung: Die Funktion x —
A(z) (z # ) soll fiir ¥ — z( einen wohlbestimmten Grenzwert besitzen und damit
eine Tangente in zy definieren mit Tangentensteigung
f'(x):= lim A(x)
T—xo

Definition. Eine Abbildung f : I C R — R™ heifit im Punkt xo € I differenzierbar,
wenn der Grenzwert

[ (o) := ﬁ(xo) = lim

dl' r—x0 T — X h—0 h

f(@) = flxo) _ (lim (f(fCOJrh) - f($0)>>

existiert. Er heifit Ableitung oder Differenzialquotient von [ in xo. f heifit auf [
differenzierbar, wenn sie in jedem xo € I diffbar ist. Dann existiert die Ableitung als
Abbildung f' = % von I nach R™. Gleichbedeutend mit der Existenz des Grenzwertes

ist die stetige Fortsetzbarkeit der Abbildung x — A(zx) = %ﬁézo) in xg. mit dieser
Abbildung gilt dann

f(@) = f(zo) + Ax)(x — 20)
= [(xo) + A (2)(z — 20) + (Alx) — Alz0)) - ( — w0)

=R(z)
= [(xo) + Alwo)(z — o) + R(2)
=a(zo)
= f(wo) + a(z — zp) +R(x) mit lim ({ER(”ZZ > =0
N -~ ’” 0 — Xy
=Tangente

Dies liefert die zwei Kennzeichungen:
Eine Abbildung f : I C R — R™ ist in xy € I genau dann diffbar, wenn eine der folgenden
Bedingungen erfiillt sind:
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

1. Es existiert eine in z( stetige Abbildung A : [ — R™ mit

Veer f(x) = f(zo) + A(x) - (x — x0)

Es ist dann f'(z¢) = A(zo)

2. f lasst sich in zy linear approximieren, das heifst es existiert ein a € R™, sodass

Vaer f(z) = f(x0) + a(x — 20) + R(x)
mit einem Restglied z — R(x), fiir das gilt

lim fi(x)

T—T0 X — X

=0

Es ist dann f'(x¢) = a

Bemerkung.

. DIe FEigenschaft lim, ., ——

1. Die Abbildung A im Kennzeichen 1. hingt natirlich von xo ab. (deshalb auch die

Schreibweise Al (z)).
Ihre Ezistenz ist immer gesichert. Entscheidend ist die Stetigkeit in xq.

. Aus der Stetigkeit von A in xq folgt sofort,

’f i xg diffbar = [ in xq stetig

Die Umkehrung ist im allgemeinen nicht richtig, denn es gibt Funktionen, die tiberall
stetig aber nirgends diffbar sind.

R(x)

;= 0 im Kennzeichen 2. ldsst sich auch mit Hilfe der
Landauschen O Symbole durch durch R(x) = O(x — xg) fir x — xo beschreiben.
Allgemein gilt

f(z)

f(z) = O(g(x)) fir z — xo < xh_glo m =0

. Mann kann auch (wie bei der Stetigkeit) links- bzw- rechtsseitige Diffbarkeit

definieren und eine links- bzw rechtsseitige Ableitung bilden.

. Interpretation der Abbildung

f'(zo) € R: Steigung der Tangente x — f(z) + f'(xo)(z — o) (also im Punkt
ZEo).
f'(to) = f(to) € R™ (m > 1) Geschwindigkeitsvektor oder Bahnkurve t — f(t)

Beispiel.

0 Lineare Abbildungen = € R — f(x) = ax + b € R™ sind iiberall diffbar mit
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4.1. Differentierbarkeit und Ableitung

1 Die Exponentialfunktion z € R — exp(z) = e* € R ist iiberall diftbar mit exp = exp
beziehungsweise
vxER (633)’ = 6x7

et—0 —

denn limy_o %

1, was aus der Potenzreihendarstellung ersichtlich ist.

2 Die Kreisfunktion = € R — ¢® € C ist iiberall diffbar mit

iz’ . T
vaR (6 ) =1-€,

denn
e _ oiTo o ez(x—xo) 1 pne
Alo(z) = S i = Lamm e
T — Xo i(x — xo)
) eih -1
wegen: lim - =1
h—0 Zh

Bemerkung. Vektorwertige Funktionen lassen sich komponentenweise differenzieren

Satz 4.1.1. Eine Abbildung f: I C R — R™ ist (in xy € I) genau dann differenzierbar,
wenn jede Komponentenfunktion f; : I — R (j =1,...,m) (in o € I) diffbar ist und es
gilt:

f'(@o) = (fi(@o), - .-, fin(x0))

Beweis. Anwendung von Satz auf die in z( stetige abbildung A. ]

Satz 4.1.2. Rechenregel fiir diffbare Funktionen

1. f,g: 1 CR — K (R oder C) seien (in o € I) diffbar. Dann sind auch f+g¢, f-g, g
(falls g # 0) in ¢ diftbar mit:

(@) (f+9) = f + ¢ Summenregel
(b) (f-9)=1f-9+¢ - fProduktregel

(c) (5) = fl'gg%gl'f Quotientenregel
2. f: I CR— J CRsei(inzy € I) diffbar und ebenso g : J C R — R in f(zo)
diffbar. Dann ist auch f o g (in zg € I) diffbar mit

(d) (gof) =(gof)f (Kettenregel)

Beweis. (a) klar

(b)
(- 0)(@) = (f - )(zo) _ (F(x) = F(an))o(a) + F(w)gle) ~ 9(a0))
= L= g 4 pay) - 220

IR [ (o) - glwo) + f (o) - f (w0) = (f - 9)'(x0)
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

(c)
(£) @) = (&) @) _ fa)glao) - Flan)g(x)
T — X (z — x0)9(x)g(70)

B f(x)g(xo) — f(z0)g(x) | +f(20)g(0) — f(20)g(x0)

B (z — w0)g(x)g(wo)

_ (f(z) = f(x0)) g(wo) — f(w0) (9(x) — g(0))

(z —20)g()g(w0)
(f(z) = f(z0)) g(xo)  f(wo) (9(x) — g(x0))
(x —x0)g(x)g(0) x — x0)g(w)g(x0)
v—ay [ (20)g(w0) — f(20)g' (20)
9*(x0)
(d)
f(z) = f(wo) + As(z)(z — 20)
g(w) = g(wo) + A2 (y)(y — yo) mit yo = f(zo)
go f(z) =go f(zo) + A0 f(z) - Ar(x)(x — 20)
wobei A in x stetig ist. Weiterhin ist
(g0 f)(w0) = A(wg) = Af(w0)As(z0)
= 9/(f(1’0)) : f/(l’o)
Anwendung.
1. CZU af =k 2" firkeZ

Beweis. Fiir k € Ny durch vollstdndige Inuktion

chxk =k 2" = jxxkl = jx(xk )
= (k-2 Y.z 42" 1= (k+1)2F Hickchen
fiir
k=-1<0
-1
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4.1. Differentierbarkeit und Ableitung

2. exp’ = exp, cosh’ = sinh, sinh’ = cosh, tanh' = 15 =1 — tanh?

Bewess.
_ / _ _
ea:j:e x ((ex)/:l:(e :c)l) ex:F6 T
2 2 2
, sinh sinh’ z coshz — cosh’ zsinhx  cosh? z — sinh?
(tanhz) = = 5 = 5
cosh x cosh” cosh” x
1
—s— =1 tanh? x
cosh” x
]
3 (eiw)/ 1™

cos’ v = —sinx

sin’z = cosx

tan' v = — =1—tan’z

cos?
Bewess.
.. WELD .
(cosx +isinz) "= cos' z + isin’
L . . .
=i(cosz +isinr) = —sinz +icosw
]

Folgerung. aus 1: Polynome von rationalen Funktionen sind auf ihrem gesammten Defini-
tionsbereich diffbar und ihre Ableitungen sind wieder Polynome beziehungsweise rationale
Funktionen.

Zur Ableitung rationaler Umkehrfunktionen:

Satz 4.1.3. Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion
f:I CR — J CR sei eine stetige Bijektion (insbesondere streng monoton), die
in zo € I diffbar ist mit f’(z¢) # 0. Dann is auch dei Umkehrfunktion

[t = Tinyo = f(xo)

diffbar mit

das heifst es gilt:

() (f) = pbr (in o)
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

Beweis. Nach Vorraussetzung gilt: f(z) = f(20) + A(z)(z — xo), bezichungsweise y =
Yo+ (y)—fH(yo)) fiir alle z € I, Ain zq stetig, und f'(x9) = A # 0, also A(z) # 0
fiir x € U(xg) (Permanenzprinzip). Daraus folgt fiir alle y = f(z) € f[U(xo)] = V(yo) C J

N | 1 _
7w =Ff"(w)+ AT ) (¥ — %)

= " (yo) + Aly) - (¥ — wo)

wobei y — A(y) in yo stetig ist (da f~' in yo stetig). Also existiert

1 1 1

(™) = Alyo) = A(z) - f'(z0) - F(f~(wo))

Anwendung.

I.logo =—~+—=1

exp’ (log z) ~ 3z

2. fir x € R gitl:

1 1
: h/ — =
arcsinh Sinh’(arCSiH hZL“) Cosh(al"CSiIl hl")
1 1

/1 + sinh?(arcsin ha) - Vita?

1
arcsinh'z = ————— =cosy > 0 fir |y| < T
cos(arcsin hx) 2

1
— fir |z| <1

V1—a22

Bemerkung. Der arcsin (Hauptzweig!) ist fir x = £1 zwar definiert und stetig, aber
nicht diffbar (vertikale Tangente).
Rekursiv lassen sich héhere Ableitungen ewnfiihren.

Definition. Eine Abbildung f : I C R — R™ heifit p-mal diffbar (p > 1), wenn die p-te
Ableitung f® = (f(pfl))/ existiert.
p-mal stetig diffbar (p > 0), wenn f®) evistiert und stetig ist, sowie oo oft (stetig)
diffbar ist. Dabei wird O := f, also als ,0.te Ableitung” gesetzt.
Fir

DP(I):={f:1—R™| f p-mal diffbar} (p > 1)

und

CP(I):={f:1—R™| f stetig diffbar}(p > 0)

gelten die echte Inklusionen

Q
=
!
Q

o
=
U
>
U
Q
=
U

- 2 DP(I) 2 D®(I) = C=(I)
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4.2. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung und seine Anwendung

Beispiel. f : R — R, z — || ist 2-mal stetig diffbar (f € C2%(R)) aber nicht 3 mal
diffbar (f ¢ D*(R))

1. f(z) =signz® = f'(x) = sign(32?) fiir z # 0. Wegen

f(z) = f(0) _ |af’ 20
0

= =z|z] =—0
x

Also ist Ve f'(7) = sign 2322

2. Analog ist V,er f"(x) = sign |z| 6z = 6 |z|

3. f"(z) ist in = 0 nicht diffbar, denn f”(xzz%g”(()) = Gsigna ist in = 0 nicht stetig
ergidnzbar.

Rechenregel fiir hohere Ableitungen

Satz 4.1.4. Satz iiber Rechenregeln h6herer Ableitungen
f,g:1 CR — K seien p-mal (stetig) diffbar (p € Ny). Dann sind auch f+g¢, f-g, 5
(falls definiert) p-mal (stetig) diffbar und es gilt

@) (f+9)" = + g%
(6) (7+9) = 5y (1) 70

Beweis. von (b) durch vollstandige Induktion:
p = 0: trivial, fiir p = 1 gelten immer noch normale Rechenregel.

p—p+1(f grthmeE (Z( )f’“ = ’“>

k=0

<k:> (f(k+1)g(p—k) + f(k)g(p+1—k))
k

<§> 1) 40 +Z< > B g+ | Z <k> () go+1-K) 4 @ F0) o+

D
+1 _
<P i >f(k)g(p+1 k)

I
M*@

I
<)

_l’_
—_

e
Il

0

4.2. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung und
seine Anwendung

Die folgenden Satze sind fast alle nur fiir reelwertige Funktionen f: I C R — giiltig.

Bei einem Intervall I bezeichnet [ das innere Intervall (also ohne Randpunkte)
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

A Der Mittelwertsatz (MWS)

Definition. Eine Funktion f : I C R — R heifst im Punkt x Gj lokal minimal bzw,
f(xq) ein lokales Minimum, wenn eine Umgebung U C I von xq existiert mit

vaUf(x) > f(l'o)

Analog folgt das lokale Mazximum bzw lokal Maximal mit der Bedinung

Vaeu f(x) < f(w0)
Es sind gleichbedeutend:
e lokal extremal :< lokales Minimum/Mazimum
o Lokals Extremum:< lokales Minimum/Mazimum

Bemerkung. Lokale Extrema konnen nach Definition nur in Innenpunkten auftreten,
niemals auf dem Rand!

Satz 4.2.1. Satz der lokalen Extremas
Die Funktion f : [a,b] — R besitzt im Punkt x € |a, b[ ein lokales Extremum und sei in «
differenzierbar. Dann ist f'(x) =0

Beweis. Nach Vorraussetzung gilt f(x) = f(x¢) + A(x) - (¥ — xp). Dann ist A : [ — R
stetig.

1. Annahme f'(z) = A(zo) > 0 227 es existiert eine Umgebung U(xg) C I von zp mit
Ve A(z) >0

N {Ver (x>x0 = f(x) > f(x0))

Veer (x> 20 = flz) < f(xo))} = f in x( nicht lokal extremal

2. Annahme f'(z¢) = A(zo) < 0 folgt analog zur 1. Annahme.
Es bleibt nur f'(z¢) = A(zg) =0 O
Ein etwas anderer Beweis:

Beweis. f besitze in x ein lokales Maximum (fiir Minimum geht der Beweis praktisch
identisch). Dann existiert ein € > 0, sodass |z — ¢,z + €[ C ]a, b[ und

vge]m—s,x—i-i[f(g) < f(l')

Da f in x differenzierbar ist, gilt auch:

o FO @) Q- @) SO~ f@)
fe ==y~ e T
<0 >0
und aus f'(x) <0 und f'(z) > 0 folgt: f'(x) =0 O
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4.2. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung und seine Anwendung

Bemerkung. Diese Bedingung ist nicht hinreichend. Es kinnen sogenante Sattel-
punkte auftreten. Zum Beispiel x — x®

Eine Vorstufe zum Mittelwertsatz ist:

Satz 4.2.2. Satz von Rolle
Sei f :[a,b] C R — R stetig und in ]a, b] diffbar. Dann gilt:

f(a) = f(b) = Fzcrapf' () =0

Beweis. Sei f nicht konstant, sonst ist die Behauptung trivial. Da f auf dem Kompak-
tum [a, b] stetig ist, existiert nach dem Satz von Maximum und Minimum (Satz
ein globales Maximum und ein davon verschiedenes globales Minimum. Eines davon und
wegen f(a) = f(b) im Inneren von [a, b], kann also in einem Punkt Z € ]a, b] angenommen
werden. Dann ist es auch ein lokales Extremum mit f’(z) = 0 nach Satz O

Anders formuliert klingt dieser Wichtige Satz der Mathematik etwa so:

Satz. Sei a < bund f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit f(a) = f(b). Die Funktion f
sei im Intervall |a, b[ differenzierbar. Dann existiert ein ¢ € Ja, b] mit f'(¢) =0

Bewers. Falls f konstant ist, ist der Satz trivial. Ist f nicht konstant, so gibt es ein
xg € Ja,b[ mit f(xg) > f(z) (oder f(xzo) < f(x)). Dann wird das absolute Maximum
(oder absolutes Minimum) der Funktion f : [a,b] — R in einem Punkt ¢ € Ja,b|
angenommen. Nach Satz (Satz von lokalen Extremas) ist f'(¢) =0 O

Eine Transformation der Koordinatenachsen liefert jetzt:

Satz 4.2.3. Mittelwertsatz der Differentialrechnung
Sei a < bund f : [a,b] — R eine stetige Funktion, die in ]a, b[ differenzierbar ist. Dann
existiert ein ¢ € ]a, b[, sodass

f(b) — f(a)

(9

Geometrische Bedeutung:
Die Steigung der Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) ist gleich der Steigung
der Tangente im Punkt (¢, f({))

Beweis. Anwedung des Satzes von Rolle (Satz [4.2.2)) auf die Funktion

v F(a) = fla) - F 0

Umformulierung des Mittelwertsatzes (Satz [4.2.3)):
fin [xg,z0 + h] — R stetig in |z, z, + h[ diffbar, b > 0. Es existiert ein 0 € ]0, 1[ mit

fwo+h) = f(xo) + f'(xo + O0h) — h

Bemerkung. Der Mittelwertsatz gilt nicht fiir komplexwertige oder vektorwertige
Funktionen
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

Beispiel. Fiir t — f(t) = €' auf [0, 27] gilt:

f(0) = f(2m) =1

aber
Vte]ozn[ f/(t) = ie" #0

denn vektoriell betrachtet ist |ie| = 1.
Erste Anwendung des Mittelwertsatzes:

Satz 4.2.4. Satz der Monotonie )
Fiir eine auf dem Intervall [ stetige und im Inneren von [ diffbare Funktion f : I — R
gilt:

(a) f ist monoton wachsend (fallend) < Vxe; f'(x)>0(L0)
(b) f ist streng monoton wachsend (fallend) < V,¢jo5 f'(z) > 0 (< 0)

(c) f ist konstant < VIE; fl(x)=0

Beweis. (a) »,="“ f ist monoton wachsend = V,.,, f'(zo) = f(wz:ii”(()zo) >0 =
/ 1 f(@)—f(xo)
vwe; f'(wo) = limgy gy T aTwe >0
<= Sei V o2 f'(x) > 0. Fiir alle xy, x9 € I mit 1 < x5 gilt dann nach dem

Mittelwertsatz [4.2.3k

f($2):f($1):@'($2—$1)20

= f monoton wachsend
(b) Siehe Ubung 3

(c) , &<V o2 f'(x) = 0= f monoton wachsend und fallend = konstant

Eine andere Formulierung des Monotoniekriterium:
Satz. Sei f : [a,b] — R stetig und in ]a, b[ diftbar

1. Wenn fiir alle = € Ja, b[ gilt f'(x) > 0 (bzw.: f'(z) < 0; f'(x) > 0, f'(x) > 0) dann
ist f in [a,b] monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend, monoton
fallend, streng monoton fallend)

2. Ist f monoton wachsend, so folgt f'(z) > 0 (bzw. f monoton fallend = f'(z) <0
Vo € a, b

Beweis. [-skizze:] Uber die Definition der Ableitung mit f’(x) = lim,_¢ w fithrt
man fiir 1 einen Widerspruchsbeweis (Hinweis: Satz (Mittelwertsatz)) O
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4.2. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung und seine Anwendung

Satz. Satz der strengen Extrema (hinreichende Bedingung)

Sei f in x zwei mal differenzierbar mit f’(x) = 0. Ist dann noch f'(x) > 0 (bzw. f'(z) < 0),
dann hat die Funktion in z ein strenges lokales Minima (bzw. ein strenges lokales
Maxima)

Satz. Satz der Konvexitét
Sei D C R ein offenes Intervall und f : D — R eine zweimal diffbare Funktion, dann ist
f genau dann konvex, wenn f”(z) > 0 gilt!

B Die Regel von [Marquis de] I'Hospital

Gesucht: Moglichkeit zu Berechnung von Grenzwerten der Form

0
00
Beispiel.
. 1—cosx e’
lim —— lim

e—0 sinx  z—+o0 coshx

Satz 4.2.5. Erweiterte Mittelwertsatz
Seien f, g : [a,b] — R stetig und in |a, b[ diffbar und weiter

vanb[g( )7&0

Dann ist g(a) # g(b) und es existiert ein Z € |a, b] mit

f(x) _ fb) - f(a)
g'(x)  g(b) —gla)

Beweis. Nachdem der Mittelwertsatz ist zunachst

g(b) = g(a) = (¢'(2)) - (b — a) = g(b) — g(a) # 0

&
#0 #0
Anwendung von Satz von Rolle (Satz auf die Funktion
ey )= fla) _
o (o) = 7o) - LI ) gra)

liefert

=t =t
lim f'(x) — %'M;‘f’(l’)—f’(@:o
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

Satz 4.2.6. Regel von I’ Hospital
f, g n-mal diffbare Funktionen, g™ (z¢) # 0 V,en,, sowie z( ein (moglicherweise uneigent-
licher) Haufungspunkt von 1.

(a) Falls lim,_,, f(z)=Ilim, .., g(z) =0 und lim g En;((;c; (moglicherweise uneigentlich)
existiert, so existiert auch
(n)
lim —f(z) = lim [(x)
A ga) ~ e g ()

(1. Regel von I"Hospital)

(b) Falls lim,_.,, f(z)= £oo existiert, so existiert auch

(n)
lim 7]‘(:13) = lim f(x)
T—x0 g(l') T—x0 g(n) (3;)
falls auch lim,_.,, %Eg (moglicherweise uneigentlich) existiert. (2. Regel von
I’Hospital

Beweis. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass I = ]a,b[ und zp = b € R U
{+o0}. Wir beweisen nur die Hauptfille b € R und ¢ := lim,_,; g:gg € R, (Nebenfille:
b= to00, ¢ =+00).

Sei ¢ > (0 vorgegeben. Wegen lim,_.,, % = c existiert ein 0 > 0 mit g:ég - c‘ < ;5 fiir alle
z € ]b—6,b (vergeich mit Satz [2.4.6] dem e — é- Kriterium fiir einseitige Konvergenz).
Fiir beliebige x,y mit b— < x < y < b gibt es dann nach dem erweiterten Mittelwertsatz

(Satz ein T € |z,y[ C b — 4,b] mit
fly) = f(x) _ ['(2)

Qz,y) = = —
V=) =g~ 9@
also -
|Q(Iay) - C| < 5
(a) falls lim,_, f(y) = lim,, g(y) = 0 folgt daraus durch Konvergenziibergang y — b
wegen
. flz) | f(z) ‘ €
lim T,y =—"=:—"—%—¢c|<=-<c¢
2 =) w5 2
fir alle x € |b — 0, b[. Also ist
lim —f(x) = ¢ = lim f/ (z)
b g(x) w=b g'(x)
(b) Falls lim, .o, (f(y))~" = lim,_; oty = 0 gilt zundchst
1v) Q(z,y) + J(z) = Ql.y) - 9(x) (Nachrechnen)
9(y) 9(y)
= Q(z,y) + R(z,y) mit }}E})R(%y) =0, da i{%m
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4.2. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung und seine Anwendung

Folglich gibt es (zu obigen ¢) ein 0 > 0 (wobei ohne Einschrinkung 6 < 4 ist), mit
|R(z,y)| < § fiir alle y € |b— 6, b|. Fiir diese y gilt dann also

f() € €
= — | < |Q(z,y) —c| +|Q(z,y)| < s+ - =¢
T < Q@) —dl + Q)] < 5+ 5
Also ist ebenfalls )
() . f/(y)
u=b g(y) y=b g'(y)
In den Nebenféllen betrachte man ,,»-Umgebungen von oo [
Beispiel.
1. Gesucht:
. fle) . ef4e =2
lim ——= = lim
v—==g(x) «—0x —log(l+ x)
(was dem Fall 3 entspricht). Die 1. Regel liefert wegen £ :((g = elz:;z liefert kein
Ergebnis.
ae et —e T,
j f//é 3 — 1 —0) 2
gz (T+2)?
Also ist
/ 1
PO P ) O CO

20 g(z) w0 g(z) a0 g'(x)

2. Gesucht: Nochmals lim, . < fiir m € N (enstpricht Fall 2) die 2. Regel liefert:

: * : e’ : e’
lim — = lim ——=...= lim = +00
r—-+oo ™M r—-+00 M - I‘(m_l) T——+00 m!gjﬂ
Bemerkung.
1. Die Regel gilt nicht fiir komplezwertige Funktionen
Beispiel.
fl@)==z  glx)=z-ev
mit hH(l) flz) = hH(l) g(x) =0
/ .
i I'(z) lim ez = () existiert, aber
x—0 g’(])) z—0 1 +1
—f(x) = lim ex
g(z) =0

existiert nicht!
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

2. Grenzwerte der Form ,0 — oo oder ,00 — o0® kénnen auf die behandelten Fille ,,%“
angewendet werden.

Beispiel.

3. Weitere Mdéglichkeit solche Grenzwerte zu bestimmen ist Potenzrethenentwick-
lung (falls sie bekannt ist).

Beispiel.
3 3

) z
m-—————— = lim
z—0tanhz —x  2—0 (:c —

%x?)_i_...)_x

C Diffbarkeit von Funktionenfolgen und Reihen

Bemerkung. Bekannte Polynome

e ple) =Y aa”
k=0

kénnen Gliedweise differentiert werden, es ist also

P(z) =Y k-apa*!
k=0

Frage: Gilt das auch fiir Potenzreihen

n
v flx) =3 k-aa"'?
k=0
Genauer:

n / n
(3 ) £ i (32 )
k=0

k=0

Fiir allgemeine Funktionenfolgen/-reihen gilt dies nicht!

/
(Jim fe) # Jim i
selbst wenn alle Ableitungen exisitieren (siehe Ubung 4 Aufgabe 18).

Ein Kriterium fiir die Vertauschbarkeit von Differentiation und Grenzwertbildung liefert:
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4.2. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung und seine Anwendung

Satz 4.2.7. Diffbarkeit von Funktionenfolgen
(fe: I,C R — R)pey sei eine Folge diffbarer Funktionen mit den Eigenschaften:

(1) (fi)ren konvergiert (punktweise) bzw.: (3},_; fx) Jen konvergiert Punktweise
(2) (fi)ken konvergiert gleichmiifig bzw.: (3)_, f’/f)leN konvergiert glm.

Dann ist auch die Grenzfunktion lim;_.., fi bzw.: 22:1 fr diffbar.
Weiter gilt auch:

(Jim 5] = pm 5
bzw.:

(f; fk) —S
k=0 k=0

Gegeben: f;(I — R)iey und es sind alle fj, diffbar.
Vorraussetzung:

1. (fx) punktweise Konvergent
2. (fx) gleichméfig konvergent

Zusammen folgt:
!
. I B !
(Jim 5i) = jim f;

Beweis. Sei f =lim fy,, f=1lim f; zu zeigen ist:
f ist diffbar mit f' = f. Sei x¢ € I beliebig. Nach Vorraussetzung gilt

Voer Ji(r) = frl(wo) + Ax(2)(z — o)

ist stetige Funktion Ay : I — R, denn f; ist in z( diffbar. Wir zeigen zunichst, dass
(Ag)ken gleichmikig auf I konvergent ist.

Da die Folge (f;) nach Vorraussetzung 2. gleichméfig konvergiert gilt nach dem Cauchy-
Konvergenz-Kriterium (Satz [2.5.3):

Ves0TmenViismVeer |fr(z) — fl(z)] <e

L. (z # xo):
Ap(z) — Ay(z) = (fx — fl)(ﬁx) : iﬁk — fi)(wo)
I3 (5, — £)(&) = (&) — F(z) mit 7 € Tox
2. (z =)

Ap(wo) — Ai(0) = fr(wo) — fi(x0)
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

Zusammen:
VigsmVeer |Ar(z) — Ay(z)] <€

das heifst (Ag)ren konvergiert gleichméfig nach dem Cauchy-Konvergenz-Kriterium und
der Satz tiber die Vertauschbarkeit von Grenzwerten (einer Folgerung aus Satz|2.5.2) kann
angewendet werden. Er liefert:

Da

lim lim Ag(z) = kh_)rglo fi(xo) = f(zo)

k—o00 T—T0

existiert, existiert auch

lim lim Ag(z) = lim lim Ji(@) = fulo) = lim @) = f(zo) = f'(z0)
T—T0 k—o00 T—T0 k—o0 xr — Xg T—T0 X — X
ist f'(wo) = f (o) 0

Bemerkung.

1. Mann kann zeigen, dass unter den Vorraussetzungen des Satzes auch die Folge
(fx)ken zumindest auf kompakte Teilintervalle von I gleichmdfig konvergiert.

2. Satz ist auch fiir Folgen und Reihen im R™ beziehungsweise C anwendbar,

wenn man die Vorraussetzung komponentenweise tberpriift.

Spezialfall. Giedweise differentiation der Potenzreihe
e flz) =Y ap(x —x0)"
k=0
mit dem Konvergenzradius R > 0, liefert die Reihe

T — f(x) = i k- ag(z — 20)""
k=1

mit gleichem Konvergenzradius R= R, denn
1 1
7 limsup v/|k - ax| = limsup:\/E-\kMak] = lim sup \/|ax| = =
—1

Dies ist auf alle Teilintervalle [zg — 7,2, + r| C |zo — R, zo — R]| gleichméfig konvergent.
Dort ist auch der letzte Satz (Satz anwendbar. Da man jeden Punkt des Konver-
genzintervalles in einem solchen Teilintervall wieder findet, erhilt man insgesamt durch
vollstéandige Induktion:

Satz 4.2.8. Satz der Potenzreihen

Eine Potenzreihe 3.2, ax(x—z0)* in R mit Konvergenzradius R > 0 ist in ihrem Konver-
genzintervall |zq — R, xy + R[ beliebig oft diffbar und ihre Ableitung erhélt man durch
gliedweise Differentiation.
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4.2. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung und seine Anwendung

Anwendung. 1. Die Potenzreihe

$l—>f i k+1k

besitzt den Konvergenzradius R =1 und fir |z| < 1 gilt:

— i (—1)k_ll‘k_1 — i (—I)k — 1

k=1 k=0 L+

Fiir x — g(x) :=log(1 4+ x) — f(x) gilt dann ¢’ =0, also auch g = const und wegen
g(0) =0 sogar g = 0. Ergebnis fiir |x| < 1:

log(1 + ) Z k“

?T‘

Da die Reihe auch fir v = +1 konvergiert, gilt nach dem Abelschen Grenzwertsatz

(Satz auch

> 1 og steti
> (1)1 = lim log(1+7) ** £ log2
k=1 =

. Die Binominalreihe

=g ()

besitzt fir « € Ny den Konvergenzradius R = 1 (ansonsten ist es ein Polynom, siehe
auch Kapitel 2.6.A). Fir |x| <1 gilt auf jeden Fall

(a) B, =« B, 1, denn

= N L & (a=1)-...-(a—k+1) ,
Bazzk'@“’k :;a. 12 (k-1 & g

(b) B.(z) = (14 ) (Ba-1(x)), denn
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

Aus (a) und (b) folgt fiir

B, (z)

0t (Jz| < 1),

v+ q(x):

wobei (1 + x)® = e*1080+2) 45t Es folgt:

Bl(z)(1 4+ z)* — (a(1 + x)* ' B,())
(1+z)2
~ Bl (x) = a- By_1(x)
Ba(z) = (14 2)Ba- ()
aBa,l( JA4+2)* — (14 2)* a- Ba_1(x) 0

(1+ )2 (1+ )2

¢ (r) =

also ¢ = const. Wegen q(0) =1 ist ¢ = 1, das heifit

B.(x)=(1+2x)| firaeR, |z| <1

Spezialfall.
L &y & DD, &
1+x_31(x)—]§<k>$ _1;::0 1.k x_g(_l)x
w iy 0P (ke
\/H—ngé@):kg <,§> = k!( )

Bemerkung. Das Konvergenzverhalten auf den Rande des Konvergenzintervalles kann
sich beim Differenzieren dndern!

Beispiel.

o0

1
> (—1)F ot = log(1 + )
k=1

konvergiert fiir x + 1 nicht, aber

i (_1)k—1$k—1 — L

= 1+

4.3. Stammfunktion (unbestimmte Integrale)

Das Suchen der Stammfunktion ist die Umkehraufgabe zur Differentiation und hat (noch)
nichts mit der eigentlichen Integration zur Mafbestimmung zu tun, trotz der Bezeichnung.
Wir beschrinken uns auf Funktionen f : I C R — R auf einem Intervall /. Da Kompo-
nentenweise differentiert wurde. kann man auch Abbildungen f.I] C R — R™ (C) kompo-
nentenweise ,integrieren”.

Definition. Fine Funktion heifst unbestimmt integrierbar, wenn es eine diffbare Funk-
tion F': I CR — R ¢ibt mit F' = f. F heifit dann Stammfunktion von f.
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4.3. Stammfunktion (unbestimmte Integrale)

Offensichtlich gilt wegen F’' = 0 « ' = const:

Satz 4.3.1. Satz iiber Stammfunktionen:
Fiir eine unbestimmt integrierbare Funktion f : I C R — R gilt

(a) Stammfunktionen F' von f sind bis auf additive Konstanten eindeutig bestimmt. Die
Aquivalenzklasse aller Stammfunktionen von f heifst unbestimmtes Integral von

f, bezeichnet mit
[ £=18)

wenn F ein spezieller Repriisentant ist. Ublicherweise schreibt man (inkonsequen-
terweise bzw. schlampig)

/f:F—I—cbzw‘v’mE[/f(x)dxzF(x)+c(CGR)

(b) Fiir a,b € I ist die Differenz

unabhéngig von der Auswahl der Stammfunktion F'. Sie heift bestimmtes Inte-
gral von f zwischen a und b

(c) Fiir festes a € I ist
x— F(z) = /mf(t)dt

die eindeutig bestimmte Stammfunktion um f.

Bemerkung.

1. Nicht jede Funktion ist unbestimmt integrierbar

Beispiel. z € R +— signz € R. Fiir eine Stammgfunktion F' miisste gelten:

[T+ firz > 0
Fla) = {—x+02 fir cor < O}

also F'(z) = absx+c: Diese Funktion ist aber in z = 0 nicht diffbar! Widerspruch

2. Auch unstetige Funktionen kinnen Stammfunktionen besitzen
Beispiel.

2xsin% —coslx firxz #0
f("””'){ 0 fiir 2 = 0
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

’ ol2 0.4 0.6 ol

besitzt auf R die Stammfunktion

x¥sint firz >0
F@_{ 0 firz=0

Beispiele.

1. fa%dx = m::ll +cfir x € R\{—-1}, >0 m

[ 2dz = log|z| + ¢ fiir  # 0, denn fiir z < 0 gilt: (log|z]) = (log|—z])’

2. [exp(kz) =  exp(kz) + c. Damit folgt fiir
siny = —cosx + ¢
cosx =sinz + ¢
und so weiter
3. [ 1i=dr = arctanz 4 ¢ fiir € R (siehe Ubungsblatt 2)
[ 7zde = arctanz + c fiir |z] < 1
[ ﬁdaj = arcsinx + ¢ fiir |z| <1
fﬁdaz = arcsinh z + ¢ fir z € R

Die Rechenregeln fiir die Differentation liefern sofort Regeln fiir unbestimmte Integration.
Trivial ist der folgende Satz:

Satz 4.3.2. Satz der unbestimmten Integrale
Sind f,g : I C R — R unbestimmt intergrierbar, so auch f + ¢, A\- f mit A € R und es

ilt
g Jra=[r+[a  [rs=r]s
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4.3. Stammfunktion (unbestimmte Integrale)

Bemerkung. Dies sind im prinzip Gleichungen zwischen Aquivalenzklassen. Mit der In-
tegratiosnkonstante ¢ kann man nicht so rechnen

(F+c¢)+ (G+c)=(F+G)+ (2c),
das ist unfug!

Folgerung. Polynome sind demnach unbestimmt integrierbar und ihre Stammfunktionen
sind wieder Polynome

Die Produktregel fiir die Differentiation liefert:

Satz 4.3.3. Satz der partiellen Integration
f,g : iR — R seien diffbar und f - ¢’ unbestimmt integrierbar. Dann ist auch f’'- g
unbestimmt integrierbar mit

J g =r-9=[(f9)
Beweis.

(f-g—/(g-g’))lz(f’-g+f-9’)—f-g’=f’-g

Formulierung in bestimmten Integralen:

[ 1@tz = (f@g@)l~ [ @) )

Beispiele.

4. [z-e* = [z(e®)dr=2-¢"— [1-e%dx = (x —1)e® + ¢

5. Wiederherstellung des Ausgangsintegrals:

/sin2x = /smw(— cosz)'dr = —sinz cosx + / cos’ z
——

1—sin? z

=12 — SINTCoST — /Sin2 xdx

Falls das Ausgangsintegral existiert, muss gelten:

1
/sin2 dr = §(x —sinzcosz) + ¢

Differentiation ,beweist* die Gleichung (,,Probe)

6. [logz dz = [(z) log(z) =z -logz — [z - L dr =x-logz —x +c
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

-2
/\/1—x2:/1'\/1—x2da::x\/l—x?—/g- " iz
—2?+(1-1
:xw/l—:p?—/dx
-2
:x\/l—xQ—/\/l—xQ dx + arcsin x

falls das Integral existiert, muss gelten:

1
/\/1—x2 dr = §(x\/1—x2+arcsinx) +c

Die Kettenregel fiir Differentiation liefert:

Satz 4.3.4. Substitutionsregel

(@) f: I C R — R sei unbestimmt integrierbar und ¢ : J C R — [ diffbar. Dann ist
auch (f o ¢) - ¢ unbestimmt integrierbar und es gilt

[(roe)s = ([f)o0

[ roteys@ar| [ swas]

(b) Sei f: I C R — R eine Funktion von ¢ : J C R — [ eine diffbare Bijektion mit
Veesd' () # 0, sowie (f o g)f' unbestimmt integrierbar. Dann ist auch

[1=([Fo0)d)os

Vyer f(y)dy = [/ f(¢(x))¢'(x)dx}

bzw.:

bzw.:

y=¢""(x)

Fiir bestimmtes Integral gilt:

Bewess.

@) (JNood) =((Jflod)od' = (fod)od
(b) Nach Satz ist mit ¢ auch ¢! diffbar. Ist G eine Stammfunktion von (fo¢)o ¢/,
so folgt:
1
Foot

=/

(Gogp™) = (G o) (7)) =((fop)¢) o™

—(fodood™ ) - (doop™t)-
_(f¢¢)(¢ ¢)¢’o¢_1
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4.3. Stammfunktion (unbestimmte Integrale)

Formulierung in bestimmten Integralen:

Satz.

(a) Fir o, § € J gilt:

(b) Fiir a,b € I gilt

Beispiele.

8. Methode (a)

/ T d 1/ —2x J 1/ 1 4
" de= - —= = —= | —
V122 2) Vi—22 2] g Y

y=1—x2
= =52y s
=—V1l—-22+c¢
9. Substitution y = ¢(x) = €%, mit ¢(z) = e* und z = ¢~ (y) = logy
/logy dy e /:1j e dz - (l’ o 1)6I’x-logy e
z=logy

=(logy—1)-y+c

B Unbestimmte Integrierbarkeit von Funktionenfolgen Die Sitze aus Kapitel 4.2.C
liefern sofort:

Satz 4.3.5. (Korollar zu Satz

Ersetze f mit F und f’ mit f, dann erhélt man:

(fx : I CR — R)gen sei eine Folge unbestimmt integrierbarer Funktionen und (Fj : [ C
R — R)jen eine Folge von Stammfunktionen mit

1. (Fy)ren konvergiert punktweise

beziehungsweise (22:1 Fk)keN konvergiert punktweise

2. (fx)ren konvergiert gleichméfbig

beziehungsweise (Eﬁc:l fk)keN konvergiert gleichméfig

115



4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

Dann ist die Grenzfunktion lim,_. . fr beziehungsweise die Summe 22:1 fr unbestimmt
integrierbar mit

[ fim fi = Jim Bt

beziehungsweise

/i kai Fp,+c
k=1 k=1

Vorsicht: Aus einer konvergenten Folge (F))ren von einer Stammfunktion kann man
leicht eine divergente machen, beispielsweise durch (Fj + k)ken)

Satz 4.3.6. (Korrolar zu Satz 4.2.8))
Eine Potenzreiche >3 (x — x0)* in R mit Konvergenzradius R > 0 ist in ihrem Konver-
genzintervall |zg — R, o + R]| gliedweise unbestimmt integrierbar.

Anwendung.

Sie bieten manchmal die Mdéglichkeit, die Summe einer Potenzreihe explizit darzustellen.

Beispiel.

Fiir [z] < R =1 gilt:

Z k=1
T ft) o
), A=y ke
1 & Lo ()
:>;.kzlk a:’“—;[)Tdt
j/{/f dt ds_Zxé —
ickgangig 1 % f(t) 1
Riickgdingig / i _(1—95)2
fif) [nach einer Seite Rechnung]
1+
(1w
(1
:&f(af):w
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4.3. Stammfunktion (unbestimmte Integrale)

C Stammfunktion rationaler Funktionen

Bemerkung.

1. Welche Funktionen sind iberhaupt unbestimmt ,integrierbar, das heifit, welche Funk-
tionen besitzen eine Stammfunktion?
Teilweise Antwort in der eigentlichen Integrationstheorie (Kapitel

2. Welche Funktionen sind elementar integrierbar, das heifst, bei welchen Funktionen
ist die Stammfunktion aus den elementaren Funktionen von Kapitel [3 zusammen-
setzbar?

Gegenbeispiel zu 2.: Der Integralsinus

sin ¢ > 1 il
(@)= [ ——dt =Y (~1)F -
v si () A ; kz_%( N CTr R T
Die Elliptischen Integrale
r— E(k,x)= /I 1 — k2sin?t dt Elliptisches Integral 1.Art
0
x 1
r— E(k,x) = / ——dt Elliptisches Integral 2.Art
0 V1—k2Zsin“t

mit 0 < k < 1, wobei k = 1 und k£ = 0 elementar integrierbare Funktionen bilden.

Wir wolle zeigen, dass wenigstens die rationalen Funktionen elementar integrierbar sind.
Hierzu bendtigen wir Hilfsmittel aus der Algebra, verwenden sie aber ohne Beweis!

Satz. Fundamentalsatz der Algebra
Jedes (normierte) Polynom z € C — p(z) = 37y axz® € C mit a,, = 1 besitzt eine (bis
auf die Reihenfolge) eindeutige Primfaktorzerlegung

ﬁ (z — ;)b (4.1)

Jj=1

wobei aq, ..., a, die Nullstellen und [y, ...,[,. die Vielfachheit der jeweiligen Nullstellen
beschreibt

Satz. Fundamentalsatz (komplex)
Ein normiertes relles Polynom z € R — p(z) € R besitzt eine Primfaktorzerlegung
der Form

:Hx—ozj H[x_ﬁj +7j]mj (4.2)
j=1 j=1
mit rellen Nullstellen «;,...,a; und echt komplexe Nullstellen 3; £ ivy; und den
Vielfachheiten [y, ..., bzw. mq,...,m,
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

Bemerkung. Echt komplexe Nullstellen a; = 3;+7; treten paarweise konjugiert Kom-
plex (mit gleicher Vielfachheit) auf. Aus der Zusammenfassung der Produkte

(—ay) (v —ay) = (a2 =B —iyy) - (@ = B+ i) = (2= 3;)° +7]

Satz. Satz der Partialbruchzerlegung

Jede rationale Funktion z — r(2) = ZEZ; mit ¢(z) # 0 in C mit einer Primfaktorzerle-

gung wie in [£.1] des Nenners g besitzt eine Darstellung

r(z) )+ Z Z (4.3)

J=1k=1 Z_O‘J

mite einem Polynom py (falls degp > deg ¢) und Koeffizienten A, € C

Beispiel.
_ o oplx) A A Ag
r(z) =polz) = 22(z — 1) = polz) + 2 * 22 * z—1

Folgerung. Jede reelle rationale Funktion x — r(x) = % mit einer Primfaktorzerlegung

des Nenners ¢ beistzt eine Partialbruchtzerlegung der Form:

s My L + C]k
r(@) DY Z Yy (4.4)
]1k1x_O‘J jlkl[ +’Y]
mit einem reellen Polynom p, (falls degp > degq) un Koeffizienten A;x, Bji, Cjr € R.
Beispiel.
z ! T T
Lo7(2) = 585m = polx) + 2 + % + 4 4 Bgtar 4 Bariy
23 z(@®+)—x x z
2. 1(2) = oy = Ty = @ Ty

Methode zur Berechnung durch Polynomdivision

G = po + Rest p(z)

q(z)

das heilst

mit degp < degq.

Bestimmung der Koeffizienten a;, Bji, Cj, durch Ansatz in dem reduzierten Polynom

Dies liefert ein 16sbares lineares Gleichungssystem. Jetzt brauchen wir nur noch die Stamm-
funktion fiir die in 4.4l auftretende Summanden zu bestimmen.
Reelle Partialbruchzerlegung:

1 my
ro b o B, + C}
r(2) = po(2) + +22 PITIL
j:lk:l J) j=1k=1 [(1""@')2—’_%2]
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4.3. Stammfunktion (unbestimmte Integrale)

Beispiele. von Stammfunktionen der einzelnen Summanden:

(0)
/po(x) dx : bekannt

(1a)

1
/ dr =log|x —a|+¢
-«

(1b)

1 1 1
[ = do = - te  [k>2

(2a)

z =0 +9? 2
(2b)
/waéfwm :_;hiq@_5;+2ﬁl+c k> 2
(3a)
/kx—5;+72“7=gﬁimam1j;ﬁ+1

(3b)

/ L w [k
[(z = B)* +77]

Hier gibt es eine Rekursionsformel. Mit f(z) := (z — 8)® + ~? gilt (mittels der
partiellen Integration):

1 1 [z-8 1
/fk“(x) dx = T {fk(x) +2(k — 1)/f’f(x) dx}
Zusammenfassend gilt:

Satz 4.3.7. Satz der elementaren Integrierbarkeit (Bezug auf Stammfunktionen
einzelner Summanden)

Jede rationale Funktion {iber R ist elementar Integrierbar. Eine Stammfunktion erhélt
man als linearkombination aus rationalen Funktionen, Logarithmen von linearen Funk-
tionen und quadratischen Polynomen und arctan- Gliedern von Linearkombinationen.

Bemerkung. Durch geeignete Substitutionen lassen sich viele Integrale elemetarer Funk-

tionen auf Integrale rationaler Funktionen zurickfiihren, und man erhdlt dadurch wieder
elementare Stammfunktionen.
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

4.4. Taylorapproximation und Anwendung

A Die Taylorschen Satze

Problem: Eine Funktion f: I C R — R soll in der Umgebung von xy € I moéglcihst gut
durch ein Polynom z — T'(z) von Grade deg < p approximiert werden.
Forderung: V,_, T (z,), falls f p-mal diffbar ist. Der Ansatz

P

T(z) = Z ar(r — mo)]C

k=0
liefert wegen
Ve _o T(k)(xo) = Klay,

als einzige Losung:

1
Tk
Satz 4.4.1. f : I C R — R sei in der Umgebung von z, p-mal diffbar (p € Ny). Dann
gibt es genau ein Polynom z +— T,(x) (hochstens vom Grade p) mit

a *®) ()

Ve_o TP (o) = fP)(xo)

namlich

1) = 3 2 W a)r — 0)"

genannt: p-tes Taylorpolynom von f im Punkte z

Bemerkung.

1. T, héingt natirlich von x¢ ab! Deswegen auch die Schreibweise

Tpl,, (@) oder Tp(z,x0)

2. Es st

To = f(xg) = const
Ti(z) = f(zo) + f'(xo)(x — x0) [Tangente]

Beispiel. Bei einer Potenzreihe
¢ k
z— flz) = ap(x — x0)
k=0
ist das p-te Taylorpolynom in zy genau die p-te Partialsumme
p

Ty(x) = Z ap(r — ﬂfo)k

k=0
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4.4. Taylorapproximation und Anwendung

Wie gut approximiert 7}, die Funktion f?

Wir betrachten das Restglied

Nach Definition ist

und
RPH (z0) = @D ()

P

falls f in zy (p+1)- mal diffbar ist. Fiir etwa 2 > x, folgt daraus nach dem Mittelwertsatz

(Satz [£23)

Ry(z) — 0 RI(%1) — 0 o
= t
@— 20 —0  (p+ 1)@ — 207 — 0 it ot =
R} (72) — 0

= it <To <1 <
(0 + Dp(Z2 — 201 — 0 oS s s

Vollstandige Induktion
R®) ( jp)

= = mit 9 < Tp < - < T3 <

(p + DT = 0)

(analog fiir x < xo)

Fiir die fiir © # x( definierte Funktion

Ry(z) _ RP(5,(x))
(@ — 2P~ T(x) — 0

2 Dy (a) = (p+ 1)

gilt dann, falls f® und damit R](j’) nochmals in zq diffbar:

Jm, Bpe (@) = limy
0 0 {Ep — X

r — Xy
= Tp(x) — xg

= fPH) ()

das heifst, sie kann durch
Apia(zo) = fPV (o)

stetig ergénzt werden.

Ergebnis:
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

Satz 4.4.2. Taylorscher Satz, 1. Form
f: I CR — R sei p-mal diffbar (p € Ng) und auch f®+1) () fiir 7y € I. Dann gibt es
genau eine z stetige Funktion mit Ay, : I — R mit

1
Vaer /() = Tyly, (@) + oy

Apir(wo) = [P+ () (4.6)
Fiir p = 0 erhélt man die Kennzeichnung 1 der Differenzierbarkeit in x( zuriick

Voerf(x) = f(20) + Ar(2)(z = 20)

Umformulierung: Aus [£.5 und [4.6] folgt
1
f(z) =Ty(x) + m FP (o) |- (& = )PV +

= Tp+1<$) + Ry () mit ach—g?lo (prilgﬁo))

Apii(z)(x — 20)" " (4.5)

1
(p+ 1)!

(A”“(x) —Ap (7o) ) (= @)

=0
das heikt, es ist Ryy1(z) =0 ((x — x)P™!) fiir z — xo. Umbenennung: p + 1 — p liefert
die
Folgerung. f: I C R — R sei in g € I p-mal diffbar, wobei p € N. Dann gilt
f(x) = Tpl,, () + O ((x — x0)") fiir x — 20
Das Restglied R, geht also schneller gegen 0 als © — (z — x¢)? fiir + — 2

Bemerkung. Fir p =1 erhdlt man die Kennzeichnung 2 der Diffbarkeit in x¢ zurick:

f(@) = f(xo) + f'(20)(x — m0) + O(x — 10)

Taylorformel 1. Form

1
fx) = Tp(x)mﬁpﬂ(x)(x — @)
mit Ay (z0) = lim,_, (z) = [P (x0). Ist die Funktion f auf I sogar (p+ 1)-mal diffbar,
so lisst sich das Restglied ganz durch f®+Y ausdriicken:

R B9@)-0 g RPT@) [0
(@—zo)Pt'  (pHDUE,—w)—0  (p+ 1) (p+ 1)

ist etwa 19 < T < T, <--- < T <.

Satz 4.4.3. Taylorscher Satz, 2. Form
f:I CR — Rsei(p+1) mal diffbar (p € Ny) und zo € I beliebig. Dann gibt es zu
jedem z € [ ein T € ToZ mit

1 p+1) (= pt+1
f(x) =T, (x)+ mf( NE)(x — )

(Lagrange-Form des Restgliedes)

Bemerkung. Fir p = 0 erhdlt man nach Satz (Mittelwertsatz) f(x) = f(xo) +
(%) (x — xo) zurick
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4.4. Taylorapproximation und Anwendung

B Taylorreihe, Analytische Funktionen

Definition. Be: einer C*° Funktion f: 1 C R — R heifit die Folge der Taylorpolynome
mxg €1

xTr +— (T ’ )peN() Z:: ? I — xo)k

die Taylorrethe von f in xg

Bemerkung. Dies ist eine Potenzrethe um xg, die auflerhalb von xo nicht unbedingt
konvergieren muss!

Zum Konvergenzverhalten der Taylorreihe: Es gilt:
VPENO f — Tp + Rp

mit R, als Folge der Restglieder.
Drei Moglichkeiten bestehen in der Umgebung von xg

1. ldealfall: (R,) — 0 < lim, o7, = f

Die Taylorreihe konvergiert also in einer Umgebung von xy und stellt dort auch
die Funktion f dar. Es gilt also:

e 1
T) = Z gf(k)(x—%)k
k=0 -

Beispiel. Funktionen, die eine Potenzreihendarstellung um zy besitzten. Diese Po-
tenzreihe ist dann auch Taylorreihe!

2. Schlechter Fall: (R,) = R<lim, . T,=f—R#f

Die Taylorreihe konvergiert zwar in einer Umgebung von zq, stellt dort aber
nicht die Funktion f dar.

Beispiel. Die ,Glockenfunktion®:

1
22 i 0
R

2.5

1.5
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

3. Schlechtester Fall: (R,) — oo = T, ebenfalls divergent (aufkerhalb von z)

Merke Nicht jede C°° Funktion besitzt eine (konvergente) Potenzreihendarstellung!

Satz 4.4.4. Satz der Konvergenz von Taylorreihen

Sei f :C R — R ein C* diffbare Funktion und zo € I (Es geniigt, dass I eine kleine
Umgebung von zy ist, also I = Us(xp)). Wenn Konstanten M, r > 0 mit ‘f k)( )‘ < M-r*
V.er und fast allen £ € N so konvergiert die Taylorreihe von f in zy auf I gegen f, das
heifst

Veer f Z k:'f xo ($ - $o)k
Beweis. Fiir die Lagrangeschen Restglieder R, gilt dann V,c; und fast alle p € N

1
0<|Rp|= Hf(p)(ﬂ?")(i“ — )"

SM(T’:L'_I'()DPSM(T|x_$0|>p;2>00
P! p!
(als Glieder eine Exponentialreihe)
Also ist lim, .o, R,(x) =0 O

Ideale Funktionen besitzen einen eigenen Namen:

Definition. Eine auf einem offenem Intervall definierte Funktion f : I — R heifit (reell)
analytisch, wenn sie in der Umgebung jedes Punktes vy € I eine Potenzreihendar-
stellung © — f(z) = S an(r — x0)* besitzt. (Diese Reihe ist natiirlich jeweils ihre
Taylorreihe um xq)
Fir C*(I) : { f : I — R| f analytisch} gilt also:

cU(I)c C>(I)<...C )

=

Satz 4.4.5. Satz der analytischen Potenzreihen
Jede durch eine Potenzreihe mit positiven Konvergenzradius R > 0 dargestellte Funktion

o0

x— f(x Z (z — 20)"

ist in ihrem Konvergenzintervall Jxq — R, xoy + R[ analytisch.
Beweis. Wir zeigen: Ist z1 € Jzg — R, xo + R| ein beliebiger Punkt, so gibt es eine fiir

|z — x| < R —|zg — 21| (4.7)
eine konvergierende Potenzreihendarstellung

1

[e.e]
Z —bj(z — 1)

J!
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4.4. Taylorapproximation und Anwendung

Die Transformation auf einen neuen Entwicklungspunkt x; fiihrt jetzt wegen

o0 (e}

> e =0 = 3 o (@] - o) + (o=2))

auf die Doppelreihe

(ég‘f% o <IJ€> <(x1 o) e xl)j)j)l,meN

welche die Vorraussetzung des groffen Umordnungssatzes (Satz [2.6.5)) erfiillt.

l l l
k . .
>l = X3 Jaud (5} vl o =
k,j=0 k=0j=0 J

k
l

oo
> ak| |z1 = @] + |7 — @ <N ]y =M <
k=0 g k=0

da die Ausgangsreihe fiir x = |y| < R nach [4.7] absolut konvergent ist. Also ist

ap(r — 30)* = Z Z ay < > (z1 — 20)" (2 — 1)
k=0 =0 k=j J )
b
=Y bilw—a)

<
Il
o

Bemerkung.

1. Die neuen Koeffizienten b; sind natirlich die Taylorkoeffizienten von f in x,. Test:

1. 1 & _ y
ﬁf(])(wl):ﬁz ark-(k—1)-...-(k—j+ 1) (z; —z)*
! Ry
1 [k -
=— ag(xy —
i (%) ax(o a0

2. Der Konvergenzbereich der neuen Reihe kann wieder iber den Konvergenzbereich der
alten Reihe hinausgehen. (analytische Fortsetzung) (Siehe auch Ubung 7 Aufgabe
30)

3. Die obige Transformation ist auch fir komplexe Potenzreihen mdglich. Der Beweis
st der gleiche.
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

4. CV-Funktionen sind die ,schonen® Funktionen, die aber fiir viele Anwendungen zu
ystarr sind. Ihr Verhalten in einer beliebigen kleinen Umgebung eines Punktes (—
ax) bestimmt vollstindig ihr Verhalten auf dem ganzen maximalen Definitionsbereich
(¢« b < ax). ,Nur C*- Funktionen“ sind viel flexibler, zum Beispiel kamm man
verschiedene C'° Funktionen aneinander anschlieflen, wenn sie an der Schnittstelle
gleiche Ableitungen besitzen.

C Anwedung der Taylorformel bei der Kurvensikussion

Hier ist bei Funktionen f: D C R — R von Interesse:
1. Monotonieverhalten Hilfsmittel: Definitionen, Monotoniekriterium (Satz |4.2.4)
(=)
fT<0

2. Bestimmung von lokalen Extremas Hilfsmittel: Definition, notwendige Bedin-
gung (Satz [4.2.1)) f in zo stationér, das heikt f'(z9) =0

Satz 4.4.6. Satz der hinreichenden Bedingung fiir lokale Extrema

f: I C R — R sie auf dem offenen Intervall I diffbar. Dann gilt: Wechselt [’ in xq € [
das Vorzeichen, so besitzt f in r( ein lokales Extremum.

Prézisierung: Gibt es in der Umgebung U C I von xy mit

8 (= 0)}

v r<zo= fl(z) <
e > = fi(2) 2
so besitzt f in xy ein lokales Minimum (lokales Maximum)
Beweis. Nach dem Mittelwertsatz (Satz [4.2.3)) gilt
Veer f(z) = f(z0) + f"(20) - (x — 20) > f(20)
———r ———

<0 <0
>0 >0

Bemerkung. Diese Bedingung ist nicht notwendig

Satz 4.4.7. f: I C R — R sei im Punkt 2y € I (mit I offen) p-mal diffbar (p > 2) mit

o) = we) = .= JP =0, [P(ag) £0
Dann gilt:

p- gerade = f besitzt in z( ein lokales Extremum.
Es ist ein Minimum, wenn f®)(z4) > 0

Es ist ein Maximum, wenn f®(zy) < 0

p-ungerade = f besitzt in 2y kein lokales Extremum
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4.4. Taylorapproximation und Anwendung

Beweis. Nach der Taylorformel 1. Form (Satz 4.4.2)) gilt:
1
Vaer f(x) = f(zo) + ﬁAP(m)(I — x0)?

mit etwa A, (o) = fP) () > 0 Permutat prinip Ay(z) > 0in U(xg)

(a) p gerade = f besitzt in z ein (strenges) Minimum
= vaU (z0) f('T) > f(fﬂo)

(b) p ungerade = kein lokales Extremum in z

r<zo = f(z)< f(xo)
:>ver(aco) {g;>:1:2 = f($)>f(378)}

3. Konvexitatsverhalten

Definition. Eine Funktion f: I C R — R heifit auch konvex, (konkav), falls der
Graph f zwischen zwei Punkten xo, x1 € I mit xo < x1 jeweils unterhalb (iberhalb)
der Sekannte durch (xo, f(x0)) und (xq, f(x1)) liegt, das heifit, wenn gilt

=) z1) — f(x z)— f(z
X1 — Xy r—I
(Analog definiert man streng konkav (streng konvez)
Aquivalent zu @ 15t die Bedingung

T — X - T — T

Beweisbar durch dquivalente Umformungen.

Satz 4.4.8. Satz der Konvexititskriterien .
Fiir eine auf dem Intervall I stetige und im inneren dieses Intervalles (I) diffbare Funktion

f:ICR—Rgilt:
(a) f ist (streng) monoton konvex < f ist in i (streng) monoton wachsend
Ist f in } sogar 2-mal diffbar, so gilt

(b) f ist konvex & V 2 f'(x) >

(c) f ist streng konvex < V o f"(xz) > 0 N es gibt kein triviales Teilintervall (also nur

triviale Teilintervalle) J C 7 mit f" ;=0

Beweis. von (a)
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

=" Aus folgt durch Grenzwertbildung
o flo) = flz0) o

pr— f'(@1)

f' (o)

Wiire im Falle der strengen Konvexitit f'(xo) = f'(x1) fiir zo < 21, so wire wegen
der Monotonie f’\[xo ] = const, also f][xo 4] €I Geradenstiick. Widerspruch

.<" Fiir beliebige zo,x, 21 € I mit xg < x < x7 gilt nach dem Mittelwertsatz [4.2.3]

W = ['(Zo) = F(z) = M
’ Ty —x
(b) und (c) nach dem Monotoniekriterium (Satz [1.2.4) O

4. Bestimmung von Wendepunkten In Wendepunkten dndern Funktionen ihr Kon-
vexititsverhalten. Hier eine mdégliche Definition fiir diffbare Funktionen.

Definition. Eine diffbare Funktion f: 1 C R — R besitzt in xy € [ ein Wende-
punkt, wenn eine Umgebung U C I von xy existiert mit

r<zy = f(z)<T(x)
Vecu {x - $2 = f@) > T(m)} (oder umgekehrt)

mit der Tangente x — f(x¢) + f'(x0)(x — z0) in xg

Bemerkung. Wendepunkte kénnen wie Extrema nur im Inneren des Definitionsinterval-
les auftreten.

Satz 4.4.9. Notwendige Bed. fiir WP’s
f I CR — R sei auf dem offenen Intervall 2 mal diffbar. Dann gilt:
f besitzt in 2y ein Wendepunkt = f"(z¢) =0

Beweis. Nach der Taylorformel 1. Form (Satz gilt
Veer () = T(2) + 5 8(a)(z — 0)?
(a) Es liegt kein Wendepunkt vor, wenn gilt:
f'(x0) = Da(x0) > 0= Veer A(x) > 0= Vo cpy(s) f(2) > T(2)
(b) Es liegt auch kein Wendepunkt vor, wenn:
1"(z0) < 0 (Rechnung analog wie in (a))

Es bleibt nur f”(zq) = 0 iibrig. O

Satz 4.4.10. Hinreichende Bed. fiir WP’s
f sei auf dem offenen Intervall I 2 mal diffbar, dann gilt: Wechselt f”(x) in z, das
Vorzeichen, so liegt in zq ein Wendepunkt vor.
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4.5. Das Riemannsche Integral

Beweis. Nach der Taylorformel 2. Form (Satz 4.4.3)) gilt:

Vet £(@) = T(a) + 5 f(@)(a — w0)? mit 7 € 7o

Daraus folgt:

Vicao [/(10) L0 = Voeu, f(2) <T(2)
{Vamo f ”(962) >0 = Vasg f(z) > T(x)} (oder Umgekehrt)
[

Bemerkung. Wenn f auf der einen Seite von xq konvex, auf der anderen Seite konkav
ist (oder Umgekehrt), liegt ein Wendepunkt vor. Dies ist aber nicht notwendig!

Satz 4.4.11. f sein in xy € I p-mal diftbar (> 3) mit

f(xo) = f"(wo) = ... = [PV (wo) =0, [P (xo) #0
Dann gilt:
p ungerade = in xg liegt ein Wendepunkt vor

p gerade = in z liegt kein Wendepunkt vor
Beweis. Nach der Taylorformel 1. Form (Satz [4.4.2)) gilt

1
Veer f(x) =T(x) + ﬁAp(x)(a: — x9)?

4.5. Das Riemannsche Integral

A Der Riemannsche Integralbegriff

Bemerkung. Fs ist vom Aufbau her nur Anwendbar auf beschrinkte Funktionen f :
I € R — R auf abgeschlossenen Intervallen I = [a,b] mit a < b.

Es existiert also ein M > 0 mit Yooy |f(x)| < M.

Ziel: Der sogeannten Ordinatenmenge {(z,y) € R? | a < x < b, y € 0f(x)} soll ein
verniinftiger Flicheninhalt zugeordnet werden.

Idee: Approximieren von f durch die Treppenfunktion ¢ : [a,b) = R mita < x; < ... <
TN = b, VOl ] P(Tk) beliebig, bei denen der Flicheninhalt durch Iy = SN cr(mp —
Tp_1) beschrieben wird.

Definition. f : [a,b] — R sei eine beschrankte Funktion

(a) Eine Zerlegung (partition) des Intervalles [a,b] ist eine (N + 1)- elementige Teil-

menge Z = {xg,...,an} mita=xo <11 <---<xy=0b (N >1).
Sie liefert N Teilintervalle Iy, [xg_1,xx] mit der Linge |I| = Axy = x5 — x5
Die Feinheit der Zerlequng sei ||z|| := maxg—1,n |Ix| (=Léinge des grifiten Teilin-

tervalles)
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

(b) Die Riemannsche Obersumme von f beziglich der Zerlequng 7 sei

N
Ry(z) =Y My, - Axy, mit My = sup f(x)

k=1 zely,

Die Riemannsche Untersumme

=

Ry(z) =" my, - Axy, mit mk = inf f(z)
k=1

xely

sowie die Variation (Schwankungssumme) von f beziglich z

Vi(2) = Ry(2) — By(2) = kz |Afely, - Ay,

=1

wenn [Afyl; = sup, yep, |f(x) — f(2')| die Schwankung von f im Intervall Iy, be-
zeichnet.

Bemerkung.

2.

. Die Suprema/Infima in obiger Definiton existieren, da f als beschrinkt vorausge-

setzt wurde. Es braucht aber kein Mazima/Minima zu sein, da f nicht als stetig
vorausgesetzt wurde.

Es gilt |Af[;, = My —my (siche Ubungsblatt 7, Aufgabe 35)

Da f beschrinkt ist (Vocoy |f(x)| < M), gilt fir jede Zerlegung:

zim-(b—a) < Rp(z) < Rp(2) < M- (b—a)

Die Menge {R;(2) | z Zerlequng von [a,b]} C R und {R;(z) | z Zerlegung von [a,b]} C R
sind ebenfalls beschrinkt und besitzen ein Infimum/Supremum.

Definition. Bei einer beschrankten Funktion f : [a,b] — R heifst

und

Ry(z) := inf Ry(z) das Riemannsche Oberintegral

Ry(z) == sup Ry(2) das Riemannsche Unterintegral

wobei Infimum und Supremum beziglich jeder Zerlequng Z von [a,b] zu bilden sind.

Zunéchst einige einfache Eigenschaften dieser Grofen:

Lemma 4.1.
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4.5. Das Riemannsche Integral

(a) Ist die Zerlegung 2z’ von [a,b] eine Verfeinerung der Zerlegung z, das heifst entsteht
2" aus z durch hinzufiigen weiterer Teilpunkte (mit Umnummerierung) so gilt fiir
R-Ober- und Untersumme:

Ry(2) < Ry(2), Ry(2) = Ry(2)

Obersummen nehmen also beim Verfeinern ab, wohingegen die Untersummen zu-
nehmen.

(b) Fiir das Riemannsche Ober- und Unterintegral gilt stets
By < By
Keine Untersumme ist jemals grofser als eine Obersumme.

Beweis.

(@) Wier nehmen an, 2’ enthilt genau einen Punkt o’ € Jzy_1, 5[ mehr als die Zerlegung

Z = {370, ce ,JZ'N}.
Ry(7) = Z MAx;+ sup  f(z)- (2 —xp_1)+ sup f(z)- (z —2)
i2k €[TR _1,2] z€[x! xy]
< Z M;Az; + MyAxy, = Ry(2)
ik

Entsprechend fiir mehr zusétzliche Teilpunkte (Maximal endlich viele). Analog kann
man auch fiir Ry(2") > R;(z) Vorgehen.

b) Sei z1, 2z, zwei beliebige Zerlegungen von [a,b] und 2z’ := z; U z; ihre gemeinsame
g gung g
Verfeinerung. Dann gilt nach (a):

Aus
vvaz &(21) < Ff(ZQ)
= V., Rf(z1) <inf
= sup Rf(Zl) S Rf,
z1 T
also & < Ry

Keine Untersumme ist jeweils grofser als die Obersumme.

Normalerweise bleibt Ry < Ry, im Idealfall ist Ry = Ry

Definition. Fine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R heifit R-integrierbar, wenn Rie-
mann Oberintegral und Riemann Unterintegral ibereinstimmen. Der gemeinsame
Wert Ry .= Ry = Ry heifit dann R-Integral von f iiber [a,b] und wird bezeichnet mit

[lb f(z)dx
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

Bemerkung. Das R-Integral [° f(x)dx hat (vorerst) michts mit dem in Kapitel tiber
Stammfunktion eingefiihrten bestimmten Integral mit gleicher Bezeichnung zu tun. Zur
Unterscheidung ist bei bedarf

S — /lbf(x)dx und R — /lb f(z)dz (: /[a’b] f(x)dx)

zu verwenden.

Beispiel. fiir eine nicht R-integrierbare Funktion:
Fiir die Dirichlet-Funktion

(1 fir z€Q
re0,1] — f(x):= {0 fir z2Q
gilt bei jeder Zerlegung von z Ry(z) =0, Ry = 1, also immer R; =0 # 1 = Ry(2)

Die R-integrierbarkeit mit Hilfe der Definition zu iiberpriifen ist miihsam. Ein einfaches
Kriterium liefert:

Satz 4.5.1. Eine beschrénkte Funktion f : [a, b] — R heifst ist genau dann R-integrierbar,
wenn es zu jedem e > 0 eine Zerlegung z von [a, b] gibt mit der Varianz

Vf(z):?f—&<6

Bewess.

.=" Sei f R-integrierbar mit Ry := [” f(z)dz und ¢ > 0 beliebig. Dann existiert nach
Definition von Supremum/Infimum eine Zerlegung z;, z» von [a, b] mit

9 — £

Rf(Zl) > Rf — Rf(ZQ) < Rf + 5

s 9’
Fiir die gemeinsame Verfeinerung z := 2; U 2, gilt dann nach Lemma (a)

Rf(z)gRT(zZ)<Rf+%<&+a§&(z)+a

w<=" Zu jedem € > 0 existiere eine Zerlegung z mit Ry(2) — Ry(z) < e. Wegen Ry(z) <

i) .
Ry < Ry < Rg(z)ist dann auch Ry — Ry <e.

Da ¢ beliebig ist, muss Ry = Ry sein, das heift f ist R-integrierbar!

Definition.
[+ R — integrierbar : < R; = sup R;(2) = inf Ry(z) = Ry
& Vesod, Vi(2) <e

Satz 4.5.2. Satz der R Integrationsbed.
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4.5. Das Riemannsche Integral

(a) Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist R-integrierbar

(b) Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist R-integrierbar (beschrénktheit ist bei
Monotonie automatisch erfiillt)

Beweis.

(a) Nach Satz[2.4.10]ist f auf dem kompakten Intervall [a, b] sogar gleichmifiig stetig,
das heifst

Ves03550 e yclap |2 — 2| <= |f(2) — f(2)] < 20— a)

Ist jetzt z eine Zerlegung von [a, b] mit Feinheit ||z|| < 0 (sie existiert), so gilt

5
Vie1,. .~ (z={z0,...,2n}) z, 2 €=z —2|<d= ’Afhk < 20— a)’
also N
5 €
Vie) =3 IAfl, An < T
k=1 S~

<e

(b) Sei f monoton wachsend. Wir wihlen eine dquidistante Zerlegung von [a, b] mit
k| = Az = b_Ta wegen ‘Af‘lk = [(xx) — f(zp—1) gilt

Vi) = 32 18fly e = P50 (1) ~ flaien)) = g -a-(0) - f(a) <

k=1

fiir N geniigend grof.
O

Verscharfung: Man kann auch zeigen, dass jede beschriankte Funktion f : [a,b] — R, die
bis auf endlich viele Ausnahmen stetig ist (sogar bis auf abzéhlbare viele Ausnah-
men) ebenfalls R integrierbar ist.

Wie rechnet man das R-Integral aus?

Definition. Sei f : [a,b] — R beschrinkt und z = {zo,...,xn} eine Zerlegung von [a, D]

(a) Ein Zwischenpunktvektor (ZPV) zur Zerlequng z ist ein N-Tupel T = (Z1,...,ZTN)
mil
Vi xp € I, C [xk_l,xk]

(b) Die Riemannsche Summe beziglich der Zerlegung z und des Zwischenpunktvektors
T sei

Ry(z,z) =Y f(zx) - Ay,

k=1
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

Um zu zeigen, dass beliebige Riemannsche Summen einer R-integrierbare Funktion ge-
gen das Integral [° f(z)dz konvergieren, wenn nur ||z|| — 0 geht, bruachen wir noch 2
Lemmata:

Lemma 4.2. Bei einer R-integrierbaren Funtion f : [a,b] — R gilt fiir eine beiliebige
Riemannsche Summe

Ria) — [ S

< Vf(Z) <€

Beweis. Es gilt stets

und ebenso

Also ist auch

‘Rf(z.x)—/ Flx)de| < By

a

Lemma 4.3. (rein technisch)
Sind z, 2’ beliebige Zerlegungen von [a, b] mit

/ —
1]l = , max

77777

(das ldangste Teilintervall von 2’ ist hochstens so lang, wie das kiirzeste Teilintervall von
z) so gilt fiir jede beschrinkte Funktion f : [a,b] — R: Vi(2') < 3Vi(2)

Bewess.

L. Fiir jedes j = 1,..., N’ gilt schlimmstenfalls I} C I, U Iy, mit einem k= 1,..., N.
Fiir beliebige x, 2’ € I} mit etwa x € Iy, 2’ € [}, folgt:

f(z) = f(@)] < [f(2) = flae)| + [f (@) = flae-o)| < |ASflp, +[AS,

(dies ist auch richtig, wenn z, 2’ € I}, oder x, 2’ € I}41).
Also ist auch

N
Afly <Al + 1A, = 3 culAfl, (4.10)

k=1

mit der Inzidenzmatrix (¢j;), definiert durch

1, falls NI #0
ik = 0, sonst

Die Gleichung ist auch richtig, falls I} C Iy
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4.5. Das Riemannsche Integral

2. Fiir jedes k. =1,..., N gilt

/

N
Z ik
j=1

I;

< [Tl + 2max |1,
J

Zusammen erhalt man:

E10
Vi) =Y Afl B S S elafly, 11
_ 1Afl; 3

< Z |Af|1k <Z €k
k J

=3-Vi(2)

5

ETT
> < 32 |Af|1k |]k|
k

Damit konnen wir nachfolgenden Satz zeigen:

Satz 4.5.3. Satz iiber den GW der Verfeinerung
f i [a,b] — R sei R-integrierbar. Dann gilt fiir eine beliebige Folge (z;);en von Zerlegungen
von [a, b] und fiir jede Folge (Z;);eny von zugehorigen Zwischenpunktvektoren(ZPV)

b
llim |zi]| = 0= llim (Ry(z1, 7)) = / f(z)dx

Beweis. Sei ¢ > 0 vorgegeben und z eine Zerlegung von [a,b] mit Vy(z) < 5. Ist L :=
miny, |I], so gibt es wegen [|z|| — 0 ein m € N mit V;5,, ||z]| < L. Nach Lemma [4.2] und
Lemma [4.3] folgt dann:

b 4.2l
Viem |Ry(a,a1) = [ f@)da] £ Vi) <3-V5(2) < e

a

]

Beispiel. z — f(z) = €” ist stetig/monoton iiber jedem Intervall [a b] R—integrierbar.
Wir wihlen die dquidistante Zerlegung z mit 2, = a+k-h, h =%, (k=0,...,N) und
Zwischenpunkt Zp = xj_;. Dann ist

N N
Z e% +(k— l)h — . Z (ea)k’—l b
k=1

k=1
1 ( ) 1— eb—a
— h=e"—— .}
1— e e
h_ {llzll=h}—0
b a b
— (b — - R /
(6 e ) _ 1 w f
{h—0}—1

Nur eine Umformulierung (Verwendung des ¢ — 0 Kriteriums statt dem Folgenkriterium)
ist:
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

Korollar. f : [a,b] — R R-integrierbar. Dann gibt es zu jedem £ > 0 ein § > 0, sodass
fiir jede z um [a, b] und fiir jede Wahl von ZPV 7 gilt

b
Izl < 6 = ‘Rf@,;z) — [ fwys| <

a

Oder in Kurzschreibweise:

/bf(x)dx: lim R;(z,) = lim Z F(@0) Ay

l[2l—0 I=1—0 ;=

B. Grundeigenschaften des R-Integrals

Satz 4.5.4. f: [ ,b] — R™ komponentenweise R-integrierbar
= |f] : [a,b] — R (wobei |f| der Normierung entspricht) R-integrierbar mit

[ s@ad < [ 1)

Bewess.

1. Wir zeigen V!, f R-integrierbar = |f| R-integrierbar. Nach der Umgekehrten 3-
Ecks-Ungleichung, die ja fiir jede Norm giiltig ist, gibt es fiir ein festes Teilintervall
J eine Zerlegung z von [a, b]

Vowes [If(@)] = 1f(@)]] < \f(x)— f@)] < alf(z) - f(2)
042 |fi(z) = fi(2')]

= [Alfll, < OéZ |Afil,

Also ist auch
Vf| < o Z Vf

Zu ¢ > 0 gibt es nun eine Zerlegung z1, ..., zn, von [a,b] mit Vj,(2;) < —=. Fiir die
gemeinsame Verfeinerung z := z; U ... U 2, gilt dann

€
Vig(2) < 042 Vi(2) <oty Vi(z) < am_—— =¢

2. Abschéitzung der Integrale:
Fiir Riemannsche Summen gilt:

N

Z $k A.I'k

N
Ry (2,7) Z z)| Azy >

Grenziibergang ||z|| — oo liefert, da |-| stetig ist, die bekannte Ungleichung:

[ 5@l | [ f@yis
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4.5. Das Riemannsche Integral

Mit der gleichen Methode
e Abschitzung der Varianz zum Beweis der Integrierbarkeit
e Vergleich von Riemannschen Summen zur Abschétzung des Riemannschen Integrals
e lassen sich auch die zwei Sétze und beweisen. (Ubungsaufgabe)

Satz 4.5.5. Rechenregel fiir integrierbare Funktionen
f,g : [a,b] — R seien R-integrierbar. Dann sind auch f+g, f-g, A+ f (A € R) iiber [a, ]
R-integrierbar mit

(@) [2(f +9)(x)dx = [} f(x)dx + [} g(x)dx
(b) Ji Af(x)dx =\ [} f(a)dz

Weiter gilt

(€) Vaewy f(z) < g(x) = [; fa)dx < [ g(x)da

Das R-Integral ist also eine monotones lineares Funktional auf dem Vektorraum R([a, b])
aber auf [a,b] R integr. Funktion

Bemerkung. Die Komposition g o f R-integrierbarer Funktionen f, g braucht nicht R-
integrierbar zu sein. Hierfiir ¢ibt es bise Gegenbeispiele

Satz 4.5.6.

(@) ist f: I C R — Riiber [a,b] C R und [b,c] C R R-integrierbar, dann ist f auch tiber
la, c] integrierbar und es gilt:

[ Fayir = /lbf(x)der [ ryia

(b) ist umgekehrt f iber [a,b] C R integrierbar, so auch iiber jedes Teilintervall [a’, V'] C
[a, 0]

Folgerung. Fiir eine R-integrierbare Abbildung f : [a,b] — R™ gilt:

b
Vaels) 1) < M == | [ f(a)de

<M-(b—a)

Beweis.

[ @ = [\ ae L [ 3ar =100

Eine weitere Folgerung ist:
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

Satz 4.5.7. Mittelwertsatz der Integralrechnung
f i [a,b] — R sei stetig. Dann gibt es ein T € [a, b] mit

b
| f@)de = @) - a)
Bemerkung. Vergleiche mit dem MWS der Differentialrechnung (Satz : Falls f

eine Stammfunktion F' besitzt, gilt:

(s -/ " F(2)da :) F(b) — F(a) = F'(Z)(b— a)

Beweis. f nimmt als stetige Funktion auf [a, b] Minimum und Maximum an, das heift es
existiert
M= max f()=f(zx), m= min f(z) = f(ns).

z€[a,b] z€[a,b]

Dann gilt
Vxe[a,b] m < f(l‘) <M

b
= m(b—a) < / fla)de < M(b— a)

= [ f@) € M) = (7). (o)

Nach dem Zwischenwertsatz (Satz [2.4.11)) existiert ein & € T1Z3 € [a,b] bin f(z) =
1

f(z)dx O
b—a

= C:

C Die Hauptsitze der Differential und Integralrechnung

Definition. Definition der Integrierbarkeit
I C R sei ein beliebiges Intervall. Eine Funktion f: I — R heifit lokal R integrierbar,
wenn sie tGber jedem kompakten Teilintervall [a,b] C I R-integrierbar ist. In diesem
Falle heifst:

( [z f@)dt  falls x> c)

xEIHFC::{ 0 falls :c:c} mit v € 1

(—Jx f(B)dt  falls x<c)

ein R-Integral von f, ebenfalls ist x — [T f(t)dt definiert.

Beispiele.

1. faufla,b] R-integrierbar = f auf [a, b] auch, nach Satz[4.5.6(b) lokal R-integrierbar
2. f auf I (beliebig) stetig/monoton = f auf I lokal R-integrierbar

Wir zeigen, dass in bestimmten Féllen die Begriffe ,Integralfunktion® und ,Stammfunkti-
on“ zusammen fallen. Ist F, eine R-integralfunktion von f, so gibt es nach Rechenregeln
fiir beliebige a,b € I:

Fb)~ Ea)= [ ft)de — |

a

e = [ " (et

a

Zum Beweis betrachte man die Fallunterscheidung nach der Lage von a, b und c.
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4.5. Das Riemannsche Integral

Satz 4.5.8. 1. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
f I C R — R sei lokal R-integrierbar und ¢ € [ beliebig gewdhlt. Dann gilt fiir die
R-Integralfunktion

xE[H%E@):/aﬂWﬁER

C

(a) F. ist stetig

’ Integrieren macht stetig‘

(b) Ist f in zg € I steitg, dann ist F. in xo sogar differentierbar mit F!(xo) = f(zo)

’Integrieren stetiger Funktionen macht ,glatt”

Folgerung. Ist f: I C R — R auf ganz I stetig, so liefert jede R- Integralfunktion eine
Stammfunktion von f

Vaer FU(w) = oo [ (00t L f(x) + F(0

Merke: Jede auf einem Intervall I stetige Funktion besitzt dort eine Stammfunktion

(vrgl. Satz [4.5.2)

Insbesondere gilt:

WMS—LU@ﬁ:ﬂ@—EmN:R—Kﬂm@
Beweis. von Satz [1.5.8]

(a) Sei K C I ein beliebiges kompaktes Teilintervall, dann existiert, da f beschrénkt ist,
ein M > 0 mit

Daraus folgt

/

| f(t)dt‘ <

/

Vearek |Fe(z) — FC(x/)| =

|ﬂww4

[

da x’ < z sein kann

<Mz —2a'| <e, falls |z —2'| <6 := st
M
Dies zeigt, dass F, auf K sogar gleichmifig stetig ist.
(b) Ist f stetig in g, so gibt es zu jedem & > 0 ein § > 0, sodass gilt:
Vier |2 —xo| <= |f(z) — f(zo)| <e

fiir solche x(# x() folgt dann auch:

|Fe(2) = Fe(xo) = F(wo) - (z = xo)| =

[ @ - s ar

<[ 10 = o)l dt] < 2o = wol,

139



4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

also

- f(%)

‘Fc(x) — F.(z0) .

T — 2o

Damit existiert:

lim (FC(‘”) = Fe(zo) f(x0)> = 0, das heift:

=0 T — X
F. — F,
Fl(z0) = lim (z) (z0) = f(x0)
T—T0 T — X

A58 as R-Integral liefert eine Stammfunktion.

Eine Art Umkehrung der obigen Folgerung ist:

Satz 4.5.9. 2. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Ist f: I — R lokal R-integrierbar und besitzt f eine Stammfunktion F': I — R so gilt

b b
Vaser R— [ f@)de = F(b) - Fla) (: s- | f(:z:)dx)
(Das R-Integral ldsst sich also mit Hilfe der Stammfunktion von f ausrechnen

Beweis. Sei z = {xg,x1,...,xy} eine Zerlegung von [a,b] wobei hier immer a < b ange-
nommen wird. Dann gilt nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Satz 4.2.3))

F(ZEk) — F(ZL’;C_l)

T — Tk—1

= I'(z1) = f(zr)

mit einem Zwischenpunkt 7). € |x)_1, z4].
Fiir die Riemannsche Summe beziiglich der Zerlegung 2 und dem so bestimmten Zwi-
schenpunktvektor = [Zy, ..., Zy] gilt dann:

R(2,7) =Y f(@) - (xp —xp1) = D (Flan) — F(zg-1))

1 k=1

Fiir b < a ist der Beweis vollig analog, einzig a und b tauschen die Plitze.
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4.5. Das Riemannsche Integral

Zusammenstellung

’ f besitzt Stammfunktion‘

XV N

il 159 |R— Lb f@)dz = F(b) — F(a) = S — [ f(z)da

4.5.1]\, Va
’ f lokal R—integrierbar‘

fir R(I) :=={f:1 — R | f lokal Integrierbar}
und Z(I) :={f : I — R | f besitzt Stammfunktion}

Beispiele.

1. f lokal R-integrierbar # f besitzt Stammfunktion
x +— f(x) = signx besitzt auf R die Integralfunktion x — Fy(z) = |z|,aber keine
Stammfunktion

2. f besitzt Stammfunktion # f lokal R-integrierbar

Vadsint z>0
IHF(?E):{ 0 " z=0

ist auf [0, co[ Stammfunktion von

3 1 1

xsmf——cosf x>0
= Fl(z) =12 e
o Jlo) = Flo) = {2V o

ist aber auf keinem Intervall Riemann integrierbar, da sie unbeschriankt ist, denn
ﬁ COSi ist fiir x — 0 unbeschrankt

Anwendung des 1. Hauptsatzes (Satz [4.5.8)):
Gegeben: Eine stetige Funktion f.[a, b] — R liefert Aquidistante Zerlegungen z = {0, +

., N}
von [0, 1] mit Zwischenpunkt z;, := x; = <, die Riemannsche Summen:

’N’N"'

Ry(z,Z) = ]1/ : i f (;) mit ]&%Jbé f <J]if> )0 /Olf(:c)da:

k=0

Beispiel.

- 1 1 & 1 1 & 1
B W B W e
ngﬂgo(n Z,Hn) ng%<n,;g+1> RE&<”ZH<2)Q>

1

1
= A T $2dx = [arctan 7]} = %
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

Nur eine Umformung des 2. Hauptsatzes (Satz [4.5.9) ist, wenn F' : I — R diffbar mit R
integrierbare Ableitung F’, so gilt

Voower F(x) = Flao) + / F'(a)dx (4.12)

Eine Verallgemeinerung (setze f statt F') ist:

Satz 4.5.10. Taylor’scher Satz, Integralfunktion
f:ICR — Rsei (p+ 1)-mal diffbar sowie f®+1) lokal R-integrierbar. Dann gilt (mit
Xg € I)

1

"D () (@ — t)Pdt

Vaoer f(x) = Tp’xo (z) + oL

(Integralfunktion des Restgliedes)

Beweis. Vollstindige Induktion: Setze R(x) := I%ffc fPHY(t)(x — t)Pdt. Zu Zeigen ist:
Ry(z) = Rp(m)

1. Induktionsanfang p = 0: siehe

2. Induktionssschritt p — p-+1: Sei f (p+2) mal diffbar und f®+2) lokal R-integrierbar.

Dann ist
t— F(t): = ——— fO () (z — t)PH!
(p+1)!
noch einmal diffbar.
/ 1 (p+2) p+1 1 (p+1) P
t P = oo /0 7 = )

nach Vorraussetzung R-integrierbar. Also gilt:

/ CF(6)dt "R F(x) — F(x0) = —F(y), das heift:
™ o

Rpea(@) = Foy(o) =~

= Ty(a) — Ty (@)

f(p+1)($0)($ _ ﬂfo)pH

Nach Induktionsannahme folgt:
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4.5. Das Riemannsche Integral

D Die Lange parametrisierter Kurven

Eine C' Abbildung ¢ € [a,b] — c(t) € R™ kann als Parameterdarstellung einer
(Raum~) Kurve aufgefasst werden. ¢(t) := % ist der Geschwindigkeitsvektor (¢ = Zeitin-
tervalle). |¢(t)| ist dann die skalare Geschwindigkeit, |-| ist die euklidische Norm. Wir
wollen ihre Lange bestimmen, in dem wir sie durch Sehnenpolygonziige approximie-
ren.

Versuch: Eine Zerlegung z = {to,t1,...,tn} von [a,b] definiert einen Polygonzug der
euklidischen Lange

N
Z (tx) —Ctk1\—z Zcztk —¢i(ty1))?

Anwendung des Mittelwertsatzes (Satz [4.5.7) auf die einzelnen kompakten Funktionen
liefert:

Z ZC (tir) Aty

k=1 | =1
Bemerkung. Wire der Mittelwertsatz auch fir vektorwertige Funktionen richtig, das
hiefle V7, tix = tx, so liefe sich

N
Z ¢(tr)| Aty

als Riemannsche Summe R(z,t) der nach Vorraussetzung stetigen Funktion t — |¢(t)]
auffassen, und erhielte als Grenzwert:

/ e(t)] dt
|| ||—>O

Dies st aber nicht so. Trotzdem st das Ergebnis richtig!
Fiir die Riemannsche Summe R(z,t) := S0, |é(ty)| Aty gilt

lim R(z,t) /| (t)] dt (4.13)

lIz[—=0

Abschitzung der Differenz 1(2)—R(z,t): Nach der Umgekehrten A-Ungleichung (||aly — |bly], <
la — b|,) gilt:

M=

l(z) = R(z,1)|

( Z (t) = Z ) Aty,
\/i [Giti) — citn)] - Aty

B
Il

1

IA
M=

B
Il
—
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

Da jede Komponente auf [a,b] gleichmdfig stetig ist, gibt es zu vorgegebenen & > 0 jeweils
ein 0; > 0 mit
vt’tle[alj] ‘t — i/| (Sl = ‘Cz<t)Cl(t/>| <€

V. mit ||z]| < 0 :=min{dy,...,0mn} folgt dann
1(z) — R(z,t)| < Vme2(b—a) = vVm(b—a)-¢ (=:8)
Dies bedeutet

lim |l(z) — R(2,t)] =0 (4.14)

=l —0

Aus und folgt

lim 1(2) — [ ()| dt = 1

l[2ll—0

Satz 4.5.11. Satz iiber die Linge parametrisierter Kurven
Die parametrisierete Kurve ¢t € [a,b] — c¢(t) € R" sei stetig diffbar, dann konvergiert
die Lénge der eingezogenen Sehnenpolygonziige fiir ||z|| — 0 gegen

b
[ = / (1) dt
also gegen die Lange der Kurve

Beispiel. Bestimmung des Umfanges einer Ellipse

e (0.27) - cft) = () ) €

mit a < b

2w 2
l:/ \/a2sin2t+b2cos2tdt:4b/ 1—kQSin2tdt:4b-E<k,g>
0 0

mit nummerischer Exzentrititk = /1 — (%) = Vollsténdiges elliptisches Integral
nicht elementar Ausdriickbar. Fiir r = a = b gilt natiirlcih [ = 4r - § = 277

E Uneigentliche R-Integrale
Bemerkung. Das R- Integral ist nach Konstruktion nur definiert fir beschrinkte Funk-
tionen auf abgeschlossenen Intervallen. Manchmal mdchte man aber durch die Or-

dinatenmenge anderen Funktionen einen verninftigen Fldcheninhalt zuordnen.

Beispiel.
V>0 / eldt=1—e"—1
0
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4.5. Das Riemannsche Integral

Definition. FEine lokal R-integrierbare Funktion f : a,b] — R mit a < b < oo heifit iber
la,b] uneigentlich R-integrierbar, wenn

/bf(t)dt = lim " F(t)dt

in R (oder eventuell auch uneigentlich) existiert.
Analog sind uneigentliche R-Integrale

b b
/ F(O)dt = lim [ f(t)dt

T—a Jo

tiber |a,b] mit —oo < a < b und ¢ € Ja,b] mit —oo < a <b< oo bei

b c T
/ f(t)dtzglcigll/ f(ydt +Tim [ ()t
integrierbar.
Beispiel.
11 emo (11
Voo / Sdt = —loga _>/ St = +o0
T 0

Bemerkung. Uneigentliche Integrale haben Formal grofe Ahnlichkeiten mit undendli-
chen Funktionenreihen.

7 rde =g [0t e 3 fil) = Jim S 5l
0 0 k=0 TS0

r—00

FEs gelten auch analog die Konvergenzkriterien (Cauchy-Konvergenzkriterium oder Majo-
rantenkriterium,).

Uneigentliche Integrale liefern noch ein niitzliches Konvergenzkriterium fiir unendliche
Reihen:

Satz 4.5.12. Satz iiber Integralkriterien uneigentlicher Integrale
Sei f : [m,+oo[ — R (m € Ny) nichtnegativ und monoton fallend. Dann existiert

¢:= lim <k§%f(l~c) —/:f(t)dt> mit 0 < ¢ < f(m)

n—oo

Insbesondere gilt:

> f(k) konvergiert < / - f(t)dt konvergiert

k=m

Beweis. f ist als monotone Folge R-integrierbar

ViemViek k-1 [(B+1) < f(t) < f(k) (4.15)
= Vi [+ 1) [ F(00dt < f(R) (4.16)
= Vo 3 (1) <: > f<k>> [ rma Y r
k=m k=m+1 m k=m
(4.17)
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4. Differential und Integralrechung in einer Verdnderlichen

Fiir die Partialsumme

und die Integralfunktion s — F(x) = [ f(t)dt folgt:

Vasm F(n+1) < s, < F(n) + f(m)

Fiir die durch ¢, := s, — F/(n) definierte Folge (¢,)n>m

TI0=] fnt1) < [ f(O)dt = spir—sn < F(n+1) — F(n)

(4.18)

(4.19)
(4.20)

& cpe1 < ¢, das heiftt, die Folge ist monoton fallend.

@20 0< /"+1 F(O)dt = F(n+1) — F(n) < s, + F(n)

= 0 < ¢, < f(m) das heift ¢, ist beschrénkt

Also konvergiert (¢;)n>m monoton fallend gegen
c:= lim ¢, € 0, f(m)]

und es gilt:

> f(k) konvergiert < (s,)n>m konvergiert & (F(n)),,, konvergiert

k=m

& ( / * f(tydt) (") " F(£)dt existiert

m neN < T—=00 Jm
Beispiel. Fiir f(z) =1, m =1 erhélt man wegen
F 1 1d 1
= — t =
(¢) = [ Sdt =loga

die Existenz der sogenannten Eulerschen Konstanten

C = lim <Z ]1 — logn> [~ 0,577] € [0, 1]

n—00
k=1

sowie nach die Abschétzung
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5. Difterentialrechnung in mehreren
Variablen

Wir betrachten im folgenden wieder Funktionen f: G C R" — R

r=(x1,2T9,...,2,) — f(z) = f(z1,22,...,24)

Beziehungsweise Abbildungen der Form:
fGCRnH]RWZ xﬁf(x):(fl(x)7f2(x)7me(x))

Forderungen an den Definitionsbereich:
1. G soll offen sein, denn fiir n > 1 ist Diffbarkeit in den Randpunkten problematisch

2. G soll (bogenweise) zusammenhingend sein, ansonsten betrachtet man die Zu-
sammenhangskomponenten einzeln

Definition.
Fine Teilmenge G C R™ heifst ein Gebiet, wenn sie offen und (bogenweise) zusam-
menhdngend ist

5.1. Partielle und totale Diffbarkeit

A. Partielle Diffbarkeit

Definition. Eine Abbildung heift im Punkt z€ G partiell Diffbar, wenn firk =1, ...,
die partiellen Abbildungen f(xy) : xp — f(aocl,i’Q, U Jovn) als stetige Funktion

einer Verinderlichen in Iy, diffbar sind.
Der Wert O),f() - f(k)(aosk) heifit partielle Ableitung von f nach dem k-ten Arqu-

. (0]
ment in x.

Bemerkung.

1. Beim partiellen Differenzieren von f nach x; fasst man die ibrigen Argumente als
Konstanten auf. Man interessiert sich nur dafiir, wie sich f auf achsenparallelen
Geraden verhdlt.

2. Weitere Bezeichnungen:

fir (z1,...,2,) — f(x1,...,2,) auch %f = O f
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5. Differentialrechnung in mehreren Variablen
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5.1. Partielle und totale Diflbarkeit

Aber: f ist in (0,0) nicht stetig, denn

Flo) = = 222 L 20— p(0,0)
= = - — — =
SN R R ’
Rekursiv lassen sich hohere partielle Ableitungen einfiihren
Definition. Eine Abbildung f : G C R™ — R™ heifst p-mal partiell diffbar, wenn alle

p-ten partiellen Ableitungen
Oy Oy [ =0, (Ohpy - Oky) (k... k,€{1,...,n})

existieren und p-mal stetig partiell diffbar (p > 1), wenn zusdtzlich die p-ten partiellen
Ableitungen O, ... O, [ als Abbildung G — R™ stetig sind.
Weitere Bezeichnungen

opP

mf = akp...akl f
of
sz, = 000 § = 0,0.0.0, |

Beispiele.

L (2,y,2) = f(z,y,2) = 2° + 2zyz + y*2
Op f(..)=322+2y* | 92 f(...)=6z ||0.0, f(...)=2z

Oy f(..)=2x2+42yz* | |0,0, f(...)=22|| 0,0, f(...) =2y

9, f(...)=2xy+2y*2 | 0,0, f(...)=2y
= Gilt eventuell immer 0,0, f(a,b,...) = 30, f(a,b,...)?

3

0 sonst

2—aH)y® e
0 fiir y=0
{$[3y2(x2+y2)—2y4]
Oy flz,y) = (z2+y?)2

Va#£0

= 0,0, f(0,0) =0
Ergebnis: ,Nur* partielle diffbare Abbildungen haben misserable Eigenschaften
e Sie brauchen nicht mal stetig zu sein

e partiell Differentiation hangt im allgemeinen von der Reihenfolge ab.
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5. Differentialrechnung in mehreren Variablen

B. (totale) Diffbarkeit

Sei zunéchst m = 1 Vorbild fiir die Definition (Kennzeichnung 1) fiir die Diffbarkeit bei
Funktion einer Verédnderlicher (A...)

Definition. Eine Funktion f: G C R™ — R heift in t€ G (total) Diffbar , wenn in T
stetige Funktion Aq, ..., A, : G — R abbildet.

Veea f(2 ) + Z Ag()(zr— Ty) (5.1)
Der (von der Auswahl unabhingige) Vektor

grad f(#) == (Au(®),..., Au(H)

heifft Gradient von f in T

Bemerkung. (1) Die Funktionen Aq,..., A, mit kann man immmer konstruieren.
Sertze etwa

Ag(z) == ‘__g)(:ck— T [z A2

und Ag(x t) beliebig. Entscheidend ist die Stetigkeit in

(2) Die Funktionen Ay, ..., A, in sind fir n > 1 nicht eindeutig bestimmt, wohl
aber die Grenzwerte
lim Ak(l’),

Tr—x

wenn sie existieren! Siehe Hierzu auch die Ubung 50!

Satz 5.1.0.

(3) Es gilt also fiir f bei der (totalen) Differentiation:

fin Z diffbar = f in T stetig

(als Zusammensetzung in T stetiger Funktionen)

Geometrische Interpretation

Definition. Hessesche Normalform einer Hyperebene |[HNF| (Tangentialhyper-
ebene)
da dquivalent zu

ZAk (5= ) + (=1)(f(2) = f(2)) =0
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5.1. Partielle und totale Diflbarkeit

also mit

Ay () T Ty
: ’ : _ Of -0
Ag(x) T, T,
-1 f(z) £(2)

Deswegen folgt fiir die Tangentialhyperebene
N(#) = grad ()
-1

o

Der Punkt ( v > € R liegt also in der Sekantenhyperebene durch < xo ) mit Nor-
f(z) f(z)
malenvektor (A_(?>

Beim Annihern x —% geht diese iber in eine Tangentialhyperebene mit Normalen-

vektor
o, (grad f(z)
N(%) = <g o >

Folgerung. Eine in 7 (total) diffbare Funktion beistzt in (:%, f(:%)) eine wohlbestimmte

grad f ($)>

Tangentialhyperebene mit Normalenvektor N (%) = ( ]

Beispiele.

1. Der Graph der Funktion (z,y) — f(x,y) = z* + y? ist ein Rotationsparaboloid.
Die Funktion sieht aus, wie eine um den Punkt (0, 0) rotierende Parabel, daher auch
der Name. Wegen

fly)=x-2+y-y
:f(O,O)+A1(:E,y) :L'—FAQ(IE,y) Y

und mit f in (0,0) total diffbar mit grad f(0,0) = <0

0). Die Tangentialebene in

0
(0,0) besitzt also den Normalenvektor N = < 0 >
-1

2. Die Funktion

0 sonst

fl,y) = {fﬁZ VY (z,y) # (0,0)}
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5. Differentialrechnung in mehreren Variablen

ist in (0, 0) total diffbar, denn

y3

f(z,y) :f(0,0)—i—m-x—i— U
:A2(x7y)
Ay(z,y)

_ [ Y (2,y) #(0,0)
Al(”)‘{ 0 <x,y>:<o,o>}

und ist in (0, 0) stetig:

Aa(ey) = A (0.0)] = 2

Also ist f in (0,0) total diffbar.

Ist f: G C R* — R™ vektorwertig und komponentenweise total diffbar, so kann man
die fiir jedes j = 1,...,m existierende Vektorfelder x — Aj(z) = (A (2),...,4,, (z))
zeilenweise zu einem Matrixfeld

zusammenfiigen.

Satz 5.1.1. Eine Abbildung f : G C R® — R™ ist genau dann in z€ G (komponenten-

weise total) diffbar, wenn ein in 7 stetiges Matrixfeld = € G — A(z) € M(m x n,R)

existiert mit
(0]

Voeaf (2) = f(Z) + A(z) - (- 7)
Die Matrix

D f(#) = A <2> € M(m x n,R)
heilst Funktionalmatrix oder Jacobimatrix von f in T
Was steht eigentlich im Gradienten beziehungsweise der Funktionsmatrix?

Satz 5.1.2. Eine in  (total) diffbare Abbildung f : G € R" — R™ ist damit auch
partiell diffbar ind es gilt:

D @)= (0fi®);Z 1 m
k=1,...,n
beziehungsweise fiir m = 1

grad f(£) = (0uf(8)... 0.0 (8))"

Die Umkehrung ist nicht richtig
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5.1. Partielle und totale Diflbarkeit

Beweis. Ohne Einschréinkung sei m = 1. Fiir die partielle Abbildung

foo(wr) = f(%lw--axka---v%n) = f(s%) +Ak(5%1,~->$k>---,5%n) (Tp— %k)

O f(8) = fim TEL B Tn) = [(7)

p 0
Tp—Tk Tp— Ty,

= lim Ak(%l,...,xk,...,xn) = Ag(x)
T—T

]

Vorsicht! Man kann also grad f bzw D f ausrechnen, ohne zu wissen, ob es existiert!!
Auch die Kennzeichnung 2 der Diffbarkeit bei Funktionen mit einer Verinderlichen
lasst sich iibertragen:

f Z Ak l‘k— l’k Z Ak Ilc_ xkz) +R( )

mit R als Restglied

z+— R(z g ( (95)) (i )

fiir das gilt:

o — 2 \ | A=Ungleichun o
OSW@J:KN@_A@,$f> L | A ) — A)
‘[L’— X r— T —_———
R(x) ﬂ 0

0
r— X

f ‘|—Z Ak ZL’k—l-R() Hlit‘

fiir m = 1 gilt das Komponentenweise und man erhalt die

Kennzeichnung:

Eine Abbildung f : G € R — R™ ist genau dann in z€ G (total) diffbar, wenn sie sich
linear approximieren lisst, das heiRt, wenn es eine Matrix der Form A(= D f(r)) €
M(m x n,R) existiert mit

f(x) = f(Z) + A(z— &) + R(x)

mit einem Restglied x — R. Fiir dieses R gilt: lim . R — 0 das heift R(z) =

Tr—

8o

0 (‘x— :%D fiir & —1.
Wie kann man totale Diffbarkeit ,einfach® erkennen (fiir den Hausgebrauch)?
Ein Kriterium ist der
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5. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Satz 5.1.3. Satz iiber die Erkennbarkeit der Diffbarkeit
f:G CR" — R™ sei in 7€ G stetig partiell diffbar. Dann ist sie auch in = (total)
diffbar

Beweis. Nach Vorraussetzung existiert die partielle Ableitung J f in einer wiirfelférmigen
Umgebung U von & und sind in & stetig.
Fiir ein festes « € U\{Z} gilt dann

o o

f(m)—f(%) = Z (f($17---;7°%k+17~--7%n)) — @1, | T 7xk+17--~7*%n>
k=1

Anwendung des 1 dimensionalen Mittelwertsatz auf diffbar partielle Abbildungen ¢ —

o o . . . . _ o .
(X1, ..y That, ..., Tp) liefert jeweils ein zy, € 2y x, sodass gilt:

o

F@) = FB) = O f@rs ey T Bty o) - (em 0)
k=1

Fiir die Funktion
_ o o
= Ap(xy, .o x,) =0 f(21, .. Tk, Thaty - -, Tiy)

folgt dann
lim Ay(x) = 9 f(2),

r—T

da Jy f in T stetig und auch Z(x) =7 konvergent, wenn xy 7, geht. Also sin die Ay’s
. o . . . . o .
in z stetig ergdnzbar und f ist in = total diffbar. m

Zusammenfassung partielle Differentiation und totale Differentiation

finz stetig partiell diffbar

/ 4
f in z diffbar = f in z partiell diffbar

Y v

fin z stetig
Definition. f: G C R" — R™ heifst

p-mal (total) diffbar, wenn f selbst und partielle Ableitungen bis zur Ordnung p total
diffbar sind

p-mal stetig diffbar, wenn die partiellen Ableitungen zusdtzlich noch stetig sind

Satz 5.1.4. f in = p-mal stetig diffbar < f in & p-mal stetig partiell diffbar.
Bezeichnung: f € C?(G)

Beispiel. f(x,y,z) = e«@*¥2) gin(z - y'7) ist 0o oft diffbar

Merkregel: Alle Abbildungen, denen man es ansieht, dass alle partiellen Ableitungen
(zum Beispiel als elementare Funktionen) existieren und stetig sind, sind auch partiell
diffbar.

154



5.1. Partielle und totale Diflbarkeit

C. Differentiationsregeln

Satz 5.1.5. Satz iiber Rechenregeln diffbarer Abbildungen
1. f,g:g C R* = R(R™) seien in ze G diffbar. Dann sind auch f + g, f - g, 5 (falls
defininiert) in  diffbar mit den iiblichen Rechenregeln fiir die partiellen Ableitungen.
2. Kettenregel
f:GCR"— G C R™ sei in z€ G diffbar sowie
g:éCRm%Rpin?jzzf(i)eé
Dann ist auch go f: G — RP in & diffbar mit
D(g o f)(&) = Dg(f())Df(%)
das heift (vrgl. Matrizenmultiplikation aus Lineare Algebra):

VEYE0ug 0 )i = D (0,97) ((2)0fs 3)
g0 1) = 32 ) - )

Beispiel. Sei (z,y) — f(x,y) diffbar. Dann gilt fiir Polarkoordinaten(r,t) — (r - cost,r -
sint) = g(r,t)

dg(rt) Of . o f o
% o (r-cost,r-sint)cost + o (r-cost,r-sint)sint
dg(rt) 9f

0
(r-cost,r-sint) (—r-sint) + —f(r-cost,r-sint) - cost

dy

ot Ox

Bewess.

1. wie iiblich mit den A-Ungleichungen

2.
£(@) = 1)+ M) - )} {y = /(@)
9(y) = 9(2) + Da(y) (y— V) } y= f(z)
g(F () = g(f(®) + Ao(f(2)) - (F(2) — F(2))
=go f(x) + Az(f(ﬂf)z Ay(z)-(z— )
A(z)
hat
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5. Differentialrechnung in mehreren Variablen

D. Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen

Satz 5.1.6. Satz von Schwarz
f:gCR" = R™seiin re G 2 mal total diffbar. Dann sind die 2 partiellen Ableitungen
in  vertauschbar, das heift, es gilt:

Vk,z:1 ..... n 3zakf(5%) = akalf(%)

Beweis. Ohne Einschrédnkung gilt m = 1, n = 2 (da immer 2 Variablen betroffen sind)
sowie 2= (0,0). Wir zeigen also fiir eine in (0,0) 2 mal differenzierbare Funktion (z,y) €
G CR? — f(x,y) € R, dass 0,0, f(0,0) = 9,0 —2 f(0,0) ist.

Sei (z,y) mit x # 0, y # 0 aus einer quadratischen Umgebung von (0,0) fest gewihlt.
Fiir die Funktion

le [07 1] = gl(t) = f(tl’,y) - f(tl’,O) €

R
f(xvty) - f(07ty> €R

~
u}—t
|
N
no
—
~
SN~——
I

gilt dann

91(1) — 91(0) = f(z,y) — f(2,0) — £(0,y) + f(0,0)
= g2(1) — 92(0)
g'(t) = [0 f(tz,y) — 01 f(tz,0)] x
= [0 f(0,0) + Ay (tx,y) + Ap(te,y)y — 01 f(0,0) — Ayq(tx, 0)tx — 0]
= [Aq(tx,y) — Ay (tz, 0)] ta® + Ara(ta, y)zy

mit

lim An(w 3/) 0101 f(070)7

(x,9)—(0,0)
lim Ap(x 001 f(0,0
ey 2125 Y) = 9201 J(0,0)

und analog

95(t) = Aoy (z, ty)zy + [Aoa(m, ty) — Ana(0, ty)] ty?
mit

lim A21($ y) (9182 f(O, O),

(z,9)—(0,0)

lim AQQ(% y) (9282 f(O, O)

(z,9)—(0,0)
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5.2. Die Taylorschen Sétze

Anwendung des Mittelwertsatzes (Satz [4.2.3) auf g1, g liefert:

91(1) = g1(0) = g1 (t1) = g5(t2) = g2(1) — (0)
mit ¢, to €0, 1[. Speziell fiir z = y (# 0) erhélt man also Werte ¢1(z), t2(x) € )0, 1[ mit
Ay (t(z) -z, ) — A (ti(z) - 2,0)] -ty (x) + Aoty (z) - 2, )
= Aoy (z,te(x) - x) + [Age(z, te(z) - ) — A0, to(z) - )] to(2)
Fiir x — 0 folgt daraus, da A in (0,0) stetig und #;(z), t2(x) € |0, 1] beschrankt ist:

0+ A2(0,0) = Ay (0,0) 40
= O0r01 f(O, 0) = 0105 f(O, 0)

]

Folgerung. f : G C R* — R™ sei p-mal diffbar (p > 2). Dann sind alle partiellen
Ableitungen der Ordnung p unabhéngig von der Reihenfolge, das heift fiir die Permutation
™€ Sp gilt:

Oky - Oy f = Okn(p) - - Okm(1) f

5.2. Die Taylorschen Satze

Ziel: Approximation einer Funktion f : G C R" — R in der Umgebung von (o0.E.)
Z:= 0 € G durch Polynome (in n Variablen) etwa in der Darstellung

Monom vom Grad r

P n
—_—
P(x) =" > Gkky Thir---: Tk

r=0k,...kr=1

n n
:ao—l—Zakmk—I— Z ATy + . ..
k=1 k=1

=ag + (a,2) + 27 Ax

Der Grad von p sei dir grokte Zahl p, sodass ein Koeffizient ay,, ... ax, # 0 auftritt.
Die Koeffizienten ay, , . . ., ay, konnen als symmetrisch angenommen werden, d.h. ax_,,, . .
Ay, - - - ak, fir jede Permutation m € S,. Notfalls ersetze man ay,, ... .ay, durch ay, 5, =

1
) ZWGST akﬂ(l) Ce akm).

Beispiel. In (27 Az)” = 27 ATz kann A notfalls auch durch A := 1(A+ A7) ersetz werden.

1
2

Unter dieser Symmetrievoraussetzung kann man mit vollstindiger Induktion zeigen:
8[1 e 8;7, p(O) = 8ZT C 8,1 p(O) == r|dll~~lr

und man erhélt:
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5. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Satz 5.2.1. Satz iiber die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen des p-
ten Taylorpolynoms

f:GCR" — Rseiin 0 € G p-mal diffbar (p € Ny). Dann gibt es genau ein Polynom
x +— T,(x) hochstens vom Grade p mit

Y=oVl =1 On..1, p(0) = Oyy..4, £(0O)

namlich

p

1 n
x— Ty(x) := o Z Okyokr F(O)g, ... 2,
0

r= k. kr=1
genannt p-tes Taylorpolynom von f im Punkte 0

Bemerkung. Bei Entwicklung um einen anderen, beliebig gewdhiten Punkt 9%7& 0 ersetze
man die 0 einfach durch & und Ty, durch xy,— %kj

Zur Gestalt des Restgliedes R, = f — T):
Sei zunéchst f in U,(0). Gilt dann fiir die Funktion

g:t€0,1]—g(t):= f(tx) eR

nach der Kettenregel

JO) =3 0 flta)-
k=1

g”(t) = i 018k f(tl’) Tk - Xy

k=1

und so weiter bis schliefilich

n

VgD = Y Ok Ok f(ET)why T,

K1, kp=1

Anwendung des 1 dimensionalen Taylorsatzes 1.Form (Satz [4.4.2)) auf g liefert

P11 1 .
g(1) =3, o0+ gy O 1T it 6 €101
r=0 '~ ’

Satz 5.2.2. Taylorscher Satz, 2. Form
f: G CR" — R sei in einer Umgebung Us(0) von 0 € G (p + 1)-mal diftbar. Dann gibt
es zu jedem z € Us(0) ein 6 € 0, 1] mit

1 n
| Z ak1~~~kp+1f<gx>xk1 s Tl

f(x) =Ty(x) + (p+1)! Ft oo depin=1

(Lagrangesche Form des Restgliedes)
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5.2. Die Taylorschen Sétze

Bemerkung.

1. fir %;é 0 ersetze man wieder 0 durch T und xy; durch xy,— %kj und 0x durch
T =1 4+0(z— 7).

2. Fiir p = 0 erhdlt man den Mittelwertsatz
f(x) = f(zo) + (grad f(z),z— 1)

mit T =1 +0(z— ) und 6 €10, 1]

Sei jetzt f nur in x = 0 p 4+ 1 mal diffbar. Dann ist
7 R(@) = f(@) = Ty ()

sowie f in U,(0) noch p-mal diftbar und Satz liefert mit 60, € ]0, 1[:

Z leakpR(Qxx)xklxk

P

Da alle 0, ...0, R in = 0 nochmal diffbar sind, gilt nach Definition der Diffbarkeit:

akl..ﬁkp R(ZE):0+Z Akl...Akp(l')'(L‘k
k=1

mit

!

1iIT(l]Ak1 .. .Akp(l’) = 8k1 . 8k R(O) =0

P

zusammen folgt:

R(x) == > Ago Ay, (0n-2)0, - ap, -3,

p+1

und

Z a]ﬂ...akp_H f(O)'.CIZ'l'...'ZL'p+1

= DY (D) Ak Ay (020)0 + Ok Oy F(O)] gy

Apy B, (7)
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5. Differentialrechnung in mehreren Variablen
mit

:%:ll»I(l] AklAkp-‘rl ([L’) =0+ ak’l ce akp-H f(O)’

da A in 0 stetig ist mit lim, o A(z) = 0 und 6, € ]0, 1] beschrinkt ist.

Ergebnis:

Satz 5.2.3. Taylorscher Satz, 1. Form
f:GCR" — Rseiin 0 € G (p+1)-mal diffbar. Dann gibt es ein x = 0 steitge Funktionen
Akl...k . Ug(O) — R mit

p+1
(1) f(x> = TP('r) + m Z’Zl...kp_'.l:l Ak‘1...k‘p+1 (x)xkl e xkp-l»l

(2) Akykpr(0) = Oyoyyy £(0)

Bemerkung. Fir p =0 erhdlt man die Definition der Diffbarkeit zurick

Aus der Taylorformel erhilt man noch

f(.%') = Tp+1($) + » Z (Akl . Akp+1 (x) — Akl ... Akp+l (O)) Ty v Thyyy

= Tpr1(2) + Rpya(z) mit:

x/ﬂl’ . ‘xkp+l

oo Rl _ 1

|
< ’x|p+1 S (p—}-l)‘\Akl ...Akp+1($) _Ak1 "'Akarl(O)l

2] ||
N——r

N~

—0 fiir x—0 A DS
Rp+1($) o O

also lim |:z;|p+1

Ubergang p + 1 — p liefert:
Folgerung. f: G C R" — R sei in 0 € G p mal diffbar. Dann gilt:
f(@) =T(z)+O(zf") z—0
Spezialfille p = 1 bei beliebigen Entwicklungspunkt : Mit dem Gradienten

grad f(r) = (3kf(13>)k=1,...n

und der Hesse-Matrix (die Symmetisch, falls f in « 2 mal diffbar ist)

Hy = (alakf(x>)k,z=1 ,,,,, n
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5.3. Lokale Extrema

gilt:

Fla) = FB) + (grad f(B),a— £) + 2 ((r— HTAD) - (o $)
wobei A(7) = H(z)
= f(@) + (grad f(2),2— T) + ;(x —x2)" Hy(z) - (z— )
mit 7 =& +0(z— ), wobei 6 € ]0,1]

= f(z) + <gradf(5):),x— 303> + ;(x— )" Hp(0)(z—7) + O (‘:p— x

5.3. Lokale Extrema

Definition. Eine Funktion f : D C R® — R besitzt in  ein lokales Minimum, wenn die
Umgebung von U C D um T ezistiert und auferdem gilt:

Voer flz) > f(Z)

Analog folgt das lokale Mazimum wobei hier natiirlich das > mit dem < ersetzt werden
Muss. )

Wichtig: Lokale Extrema konnen nur in Innenpunkten teD auftreten, niemals in Rand-
punkten.

Satz 5.3.1. Satz der notwendigen Bedingungen fiir lokale Extrema
f:G CR" — R sel in einer Umgebung von z€ G diffbar.. Dann gilt:
f besitzt in T ein lokales Extrema = grad f() =0

Beweis. f besitzt in Z ein lokales Extremum = jede partielle Funktion 2 — f(%l, U 7
) mit k = 1,...,n besitzt in 7 ein lokales Extremum = 0y f(aot) =0, k=1,...,n. [O
Bemerkung.

1. Beim Beweis wird an sich nur die partielle Diffbarkeit bendtigt

2. Punkte x mit grad f(z) = 0 heifien auch stationdre Punkte oder kritische Punk-
te von f. Sie sind ,,Kandidaten® fiir lokale Extremal

Geometrische Bedingung ist also, dass die Tangentialhyperebene horizontal
15t

3. Die Bedingung ist nicht hinreichend!

Beispiel. f(x,y) = 2 — y?. Es gilt grad f(0,0) = <8>, aber es gilt: V0 f(x,0) >

0N Vy20f(0,y) < 0, der Graph ist ein Hyperbolischer Paraboloid mit einer
Sattelflache.
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5. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema findet man mit Hilfe der ,2. Ableitung®,
der Hesse-Matrix H; (0,0 f)ik=1,.n- Sie besitzt kein ,Vorzeichen* als Ersatz dient die
Definitheit

Definition. Sei A C M(m x n,R) eine symmetrische Matriz. sie definiert eine quadrat-
siche Form

qa :R" >R, 2 qu(z) :=2" Az = azjzy
ok
positiv definit, falls g4 = 7 Az > 0 fiir x #0
negativ definit, falls g4 = 27 Az < 0 fiir x #0
positiv semidefinit, falls g4 = 27 Az >0V,
negativ semidefinit, falls g4 = 27 Az < 0 VY,
indefinit falls y, 2 € R"™ existiert mit qa(y) = yT Ay < 0 < 2T Az = qa(2)

Satz 5.3.2. Satz iiber lokale Extrema
f:g CR"— R seiinz 2 mal diffbar mit grad f(Z) = 0. Dann gilt also mit der
Hesse-Matrix Hf(§7)

(a) H;(z) positiv (negativ) definit = f besitzt in & ein (strenges) lokales Minimum
(Maximum)

(b) H;(2) indefinit = f besitzt in 7 kein lokales Extremum
(c) H;(Z) echt indefinit = kann man keine Aussage treffen
Beispiel.
f(z,y) = 2* £ y* = grad f(0,0) =0, H;(0,0) =0 (echt semidefinit)
Keine Entscheidung moglich.

flz,y) =2*+y* = (0,0) lokales Min.
flz,y) =2*—y* = (0,0) Satelpunkt

=(z* +y*)

2ty
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5.3. Lokale Extrema

Beweis. Sei ohne Einschriankung = 0.

(a) nach dem Taylorschen Satz (Satz [5.2.3) gilt f(z) = f(0) + 0 + 27 H;(0)z + R(z)
mit lim, o % = 0. Falls H;(0) positiv definit ist, nimmt die stetige Funktion
y — y' H;(0)y auf der kompakten Sphire {y € R" | |y| = 1} ein positives
Minimum m > 0 an.
Wegen lim,_. % = 0 existiert eine Umgebung U von 0 mit

v

R@) _m
2

wel|z)?

Daraus folgt

also ist

" H(0)x + R(z) > 0
das heifst f(x) > f(0).

Es liegt also ein lokales Minimum vor.

(b) Nach Vorraussetzung existiert y, z € R"\{0} mit y* H;(0)y < 0 < 27 H;(0)z. Fiir
die Funktion ¢; : t — f(t-y) gilt dann in Us(0):

g1=_ O [(t-y)-yr = (grad f(ty),y),
k

also
91(0)=0
und
gl () =" 00k f(ty) -yx-y=y" Hslty)y,
Kl
also

91(0) =y" Hy(0)y <0
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5. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Also besitzt g in ¢ = 0 (das heifit auch z = 0) ein strenges lokales Minimum.
Also kann f selbst in x = 0 weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum
besitzen.

]

Wie erkennt man die definitheit einer Matix?

(1) Moglichkeit aus der Linearen Algebra:
Symetrische (n x n) sind reell diagonalisierbar, genauer: Es existiert eine Or-
thonormalbasis (ONB) (ey,...e,) aus Eigenvektoren (EV) zu Eigenwerten
(EW) A,....\, € R (das heift A-e; =z;-¢; (c=1,...,n))

Satz 5.3.3. Satz der Definitheit
Eine symetrisch Matrix A € M (n x n,R) ist genau dann

e positiv definit, wenn alle Eigenwerte (EW) positiv sind

e negativ definit, wenn alle EW negativ sind

e positiv semidefinit, wenn EW > 0 sind

e negativ semidefinit, wenn EW < 0 sind

e indefinit, wenn sowohl positive als auch negative EW existieren

Beweis.

Beziiglich einer ONB-Darstellung x = > (;e; mit Eigenvektoren (EV)

et Az = (z, Az) =Y G (ei, Aex)
ik

e

1

=Y GGk (ei, ex) =
ik

v k
6zk

n
=T Az

Daraus ist alles ablesbar!

]

(2) Moglichkeit Betrachtung der k-reihigen Hauptdeterminanten und Unterdeter-
minanten
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5.3. Lokale Extrema

Satz 5.3.4. Kriterium von Hurwitz
Eine symetrische Matrix A € M (n x n,R) ist genau dann positiv definit, wenn

ayp - Qg
popdet {10t >0

a1 -+ Gk
ist. Dann folgt, A ist negativ definit, wenn — A positiv definit ist.

Beweis. nur fiir n = 2, der Rest ist Thema fiir die Lineare Algebra.
Fiir ay; # 0 gilt:

2 2
Go(z) = a7 + 20127172 + a90T5

2
a12 1 2 2
= a1 <1U1 + 332) + — (ay1a22 — aj,y) 25
a1 al] ——
det A

W= A positiv definit = ay; = qq <<(1]>> >0, det A = iQA <<—a12>> <0

ail

b= an >0, det A > 0 = Vo qa(z) > 0, denn 29 = 0 = g4 = apa?, x93 # 0 =
qa(z) > ﬁdet Axs

]

Beispiel.

flr,y)=2®+y* =9z -y +27

grad f(x,y) = @zj 35) a <8>
=()=0)
bzw:
)=
= Hy(z,y) = <% g;)

Es folgt also
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5. Differentialrechnung in mehreren Variablen

1. H(0,0) = <_09 _09> = Hurwitz-Kriterium (Satz[5.3.4) nicht brauchbar, da det Hy =

0. Also verwenden wir Satz [5.3.3] Bestimmung der Eigenwerte von A := Hj:

xa(A) =det(A—AE) =X -9 =0
)\1/2 == :*:9

Hy ist damit also identifiziert und in (0, 0) liegt kein lokales Extremum vor.

2. H¢(3,3) = <i§) I&?) Nach dem Satz von Hurwitz sit H; in diesem Punkt positiv

definit, somit liegt in (3, 3) ein lokales Minimum vor.

Ergdnzungen: Die Suche nach absoluten Extrema (globalen Extrema) ist im all-
gemeinen schwierig.

Gegeben: f: D C R" — R stetig, im inneren ]13 2 mal diffbar.

1. Fall: D ist kompakt Dann existiert nach dem Satz Maxima und Minima. Die
Extrema kénnen

(@) Im inneren D angenommen werden. Dann sind es auch lokale Extrema und
konnen demnach mit Hilfe der Differentialrechnung eventuell! gefunden wer-
den.

(b) auf dem Rand 9D. Dann sind es sogenannte Randextrema und kénnen durch
gesonderte Untersuchungen gefunden werden.

Rezept: Bestimmung aller kritischen Punkte in ]ﬁ) und aller Randextrema. Der
kleinste Wert liefert das absolute Minimum und der grofste Wert das abso-
lute Maximum.

2. Fall D ist nicht kompakt Dann brauchen iiberhaupt keine absoluten Extrema zu
existieren, konnen aber! Es existiert allerdings kein Rezept zur Bestimmung!

Beispiel. f wie in der letzten Funktion, D = R2 In (3, 3) liegt ein lokales Minimum vor
mit f(3,3) = 0. Es gilt aber

lim f(x,0) = 2® + 27 — +o0

xr—+00

Es gibt kein absolutes Maximum oder Minimum.

5.4. Lokale Umkehrsatze

Gegeben: f:G C R* — B C R", ohne Einschrankung surjektiv (setze B := f[G])

Frage:
Unter welchen Vorraussetzungen ist f invertierbar (umkehrbar)?
Existiert also ein f~!: B — G?
Ist mit f auch f~! diffbar?
was ist (Df~1)(z)?

166
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Fiir n = 1 ist das Problem weitestgehend gelGst:
f I CR — R auf dem offenen Intervall I diffbar mit

Veer f'(x) # 0= f ist streng Monoton
= f ist injektiv mit J := f[I]| wieder ein offenes Intervall

= eine f~! : J — I, die nach Satz [2.4.13 stetig und nach Satz (Satz iiber die
Ableitung der Umkehrfunktion) sogar diffbar ist mit

Bei n > 1 ist die Antwort schwieriger, weil es keinen Monotoniebegriff wie bei n = 1 gibt.
Beispiel.

f:G:=1]0,00] x R — R*{(0,0)}
(ryt) — f(r,t) = (r-cost,r - sint)T

ist surjektiv und diffbar. Die Funktionsmatrix

sint rcost

D fr) = (

cost —rsin t>

ist iiberall wegen

Vinea det D f((r,t) = r # 0 definiert.

Trotzdem ist f nicht injektiv

f(r,t+2m) = f(r,t).

Aber f ist lokal invertierbar, das heifit jeder Punkt (rg,tg) € G besitzt eine Umgebung
U, etwa U := |0, 00[ X |tg — 7,19 + 7[, sodass f|y bijektiv ist.

V := f[U] = ,geschlitzte Ebene®.

A. Die Operatornorm

Matrizen A € M (m x n,R) konnte man bisher als (m;n) Tupel A € R™" auffassen.
Damit waren definiert:

e Normen |A|, zum Beispiel |A|,, |A];, ..., |4]

o
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5. Differentialrechnung in mehreren Variablen

e Umgebung Ui(Ay) : {A e M (m xn,R)[|[A— Ay <e}
e Konvergenz, zum Beispiel lim o A(z) = Df(z)

e Stetigkeit, etwa von Abbildungen z € R” — A(z) € M (m x n,R)

< komponentenweise Konvergenz (Stetigkeit)
Nachteile dieser Aquivalenznormen:

e Sie beriicksichtigen nicht, das Matrizen A lineare Operatoren z € R* — A € R™
sind (M (m x n,R) = L(R", R™))

e Sie sind nicht Erweiterbar auf andere Abbildungsraume
Deshalb:

Satz 5.4.1. Satz der Operatornorm
In dem VR M (m x n,R) wird durch

[A]l := max{[A - z[[ |« = 1}
ein Norm definiert, genannt die Operatornorm. Diese hat die Eigenschaften:
(@) Voer [A-a| < ||A[l - |2] YVaewm (mxnr)
(b) 1B All < |IBI[- | Al Yaenr (mxnr), YBerm pxmp)
(c) [E—-A|l <1 = Areguldr Vacy (mxnpr)
(im R™, R™ werden jeweils die euklidischen Normen verwendet)

Beweis. Existenz: Die stetige Funktion x € R” — |Az| € R nimmt auf der kompakten
Sphire S"! = {z € R" | |z| = 1} ihr Maximum an. Also ist ||A|| wohl definiert und
Normeigenschaften sind leicht zu iiberpriifen:

Eigenschaften

(@) VarolA 2| = |AZ

]
(b)

o < [l A} ]|

(a)
Vo |(B - A)z| = |B(Az)| < ||B| |[Az| < [ B| - [|A] |
= Via=1 (B = A) -z < || B]| - | 4]
= [|A- Bl < [[All-[IB]]

(c) A nicht reguldr = es existiert ein z # 0 mit A - z = 0. Fiir ein solches z gilt dann

x x T
(E-A)z=x=FEF-A)—=—=|E-A|>|(F-A)—|=1
x| ] ]
Diese Operatornorm || A|| ist mit der euklidischen Norm |A| (und damit auch mit [A], ,...,[A|,)
vertréiglich. O
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Satz 5.4.2. Satz iiber Konvergenz und Stetigkeit bei der Operatornorm
Im Matrizenraum M (m x n,R) liefern die Operatornorm und die euklidische Norm die-
selben Umgebungssysteme und damit denselben Konvergenz- und Stetigkeitsbegrif

Beweis.

(a) Wir miissen ||A]| und |A| gegeneinander abschétzen.

ax
Sei A = : mit Zeilensystem a; € R". Dann gilt:
am,
a17
=V, |A- x|
am7
m m n 9
Z ( aj, <Z ]a]| > = <ZZ a?k) |z
j=1 j=1k=1
=|4”-
S Vi [A-aP < 4]
= [|A[l < ||

(b) Fiir die Standardbasis (e, ..., e,) des R™ gilt

m

L AP =Y <A

k=1

= [A] < Vi A

14| = Z(Z )Sn-||A||2

Zusammen: Jede Umgebung beziiglich || - || ist auch Umgebung beziiglich ||
Aus dem Mittelwertsatz vektorwertiger Funktionen (Ubung 52) folgt:

fiir [a, b] stetige Funktionen in ]a, b[ diffbare Abbildung g : [a, b] — R™ lésst sich folgender
wichtiger Satz ableiten:
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Satz 5.4.3. Satz iiber die Abschitzungs Vektorvertiger Funktionen
Fiir eine diffbare Abbildung f : UT(J%) C R* — R™ gilt:
Existiert eine Konstante M > 0 mit

D f@)] < M,

2€Us (&

so ist auch
vx,ye[]&(g) ‘f(y) - f(:(})| < M |y — l‘|

Bewess.

Zu z,y € Us(Z) betrachte man die Abbildung

tel0,1]—g(t): = flz+tly—2)) € R™ mit
Voci<1 §(t) =D f(z+t(y —x)) - (y — ) [Kettenregel]

also

Vocier 19'(0)| = 1D f(x+tly —x)) - (y—2)] < |ID flx+ty —2))| -y — ]
<M -y -zl

der obige Mittelwertsatz liefert:

1f(y) = f(@)] = 19(1) = g(0)] < [g'(1)[ - [1 =0
< M-y —

Der Satz gilt auch bei beliebigen streng konvexen Defitionsbereichen D, wenn f in ]]O)
diffbar ist.

Veep ||D f(z)| <M
= Voy [f(Y) = f(@)| <M

|y — |

B. Der Banachsche Fixpunktsatz

Im Folgenden sei X ein vollstdndig normierter Raum (Banach Raum), das heifst
also, jede Cauchy-Folge konvergiert.

Beispiele.
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o R"™ beziiglich |-|,, |-];,---

) ||oo
o M(mxn,R) [y, |-
o C(K) beziiglich || f]| := max{|f(z)| | x € K}

Satz 5.4.4. Banachscher Fixpunktsatz
Sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines Banach-Raumes X und f : A — A eine
kontrahierende Selbstabbildung, das heift es gilt:

Voyea |f(y) — f(x)| < Ly — (5.2)

mit einer Konstanten L [0, 1] Dann besitzt f in A genau einen Fixpunkt z mit f(z) = .
Man erhilt als Grenzwert fiir jede durch

Vien Tig1 = f(ar) (5.3)

rechnerisch gebildeten Folge bei beliebigen Startwert xy € A und es gilt die Abschét-
zung

Lk:
1—-L

Vien |2 — 2] < |21 — 20

Bemerkung.

1. Abbildungen mit den Eigenschaften (aber L > 0 beliebig) heiffen auch lokal
Lipschitz-Stetig. Die Zahl L heifst demnach eine Lipschitzkonstante

£

2. L-stetige Abbildungen sind auch stetig (zu ¢ > 0 kann man ein 6 := §

L #0). Die Umkehrung ist im allgemeinen nicht richtig.

wdhlen, falls

3. Der Fizpunktsatz gilt auch in vollstdndig metrischen Rdumen

Bewess.

Eindeutigkeit:

Existenz Sei x5 € A beliebig, Wegen f[A] C A wird durch eine Folge (7 € A)ren,
definiert. Wir zeigen, dass sie eine Cauchy-Folge bildet.
Zunéchst gilt Vv, yea:

) —f@)| < L-ly—a| (5.4)
= |7(v) = (@) < 1fy) = f(@)] < L |y — ] (5.5)
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5. Differentialrechnung in mehreren Variablen

und mittels vollstdndiger Induktion:

Vien |/*(y) = fH@)| < L¥ly —af (5.7)

Daraus folgt fiir beliebige j, k € N

(5.8)
L =< |fF(r.) = fF @Lk _ 5.9
Thgy — o =< |fHay) = Foao)| < LF |2y — ol (5.9)
S L (|.I'j — Ij_1| + |1Ej_1 — ZE]‘_2’ + ...+ |Z131 — l'0|) (510)
= LF (|77 (@) = £ (o) + - + o — o) (5.11)

5 . .
SLF (DT D74 4+ L+ 1) - |y — (5.12)

1-L7
BED L

<=l -l (5.14)

Wegen (L*) — 0 gibt es zu jedem £ > 0 ein m € N, sodass Vi, jen gilt: LF <
1-L
|z1—ol
(xk)ken ist also eine Cauchy-Folge, die wegen vollstindiger Induktion von z einen
Grenzwert T € X besitzt. Da V 2, € A und A abgeschlossen ist, ist sogar = € A.
Aus der Rekursionsformel xp; = f(xy) folgt, da f stetig ist, dass z = f(Z) ist,
das heifst  ist ein Fixpunkt von f. Grenziibergang j — oo in liefert noch die

Abschatzung:

- also gy — x| < % “|x1 — xo] < e (und das ist auch richtig fiir z; = x).

Lk
— L

|ff—$k’§1 |z — o

C. Der Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit

Satz 5.4.5. Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit
f: G CR" — R" sei stetig diffbar und € G ein Punkt mit regulirer Funktionalmatrix
D f(r). Dann gilt:

(a) f ist lokal um = invertierbar, das heifit, es existieren offene Umgebungen U von
z und V von f(z), sodass f|, : U — V eine Bijektion ist.

(b) Die Umkehrabbildung f~!: V — U ist ebenfalls stetig diffbar mit
-1

VyerD 71 y) = (D f(f(v)))

Beweis.
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(a) Wir kénnen annehmen, dass 7= 0, Y= f(x) = 0, ansonsten wihlt man den Ubergang
z— f(z) = fla+ T) — f(x), sowie dass D f(r) = E. Ansonsten wihlt man den
Ubergang: z — f(x) = D f(0)"': f(z). Dann ist wirklich D f(0) = D f(0)~! :
D f(0)=E. i
Offenbar gilt f ist bijektiv/diffbar < f bijektiv/diffbar.

1. Ziel: Auflgsung der Gleichung f(z) = y nach z in der Umgebung von 0.

Methode: Transformation auf ein Fixpunkt-Problem:
Fiir ein festes y € R™ betrachten wir die Abbildung

reG—gy(r):=0v—flz)+yeR

=y.Dax— Dy () = Ep f(xr) stetig
0 gibt es ein r > 0 mit Uy (0) C G,

mit der Eigenschaft: g,(z) = z & f(z)
ist und f C' diffbar ist. Mit Dy, (0) =
sodass

Vet 1Dg, (@) = |1E =D f(2)] < ;(Zr £)

uns somit nach Satz 5.4.3]

1
V. wetm@ 199(x) — gy(2')] < 3 |z — 2| (5.15)
gy ist also kontrahierend mit L-konstante L = 1. Speziell fiir y € U,(0) gilt
weiter
1
Ve, wetm@ 195(@)] < 19y(2) = 9,(0)[ + |yl < 5 |z +y[ < 2r (5.16)

das heifst, Us,(0) — Us,-(0) ist eine Selbstabbildung abgeschlossener Teilmen-

gen.

Nach dem Fixpunktsatz (Satz besitzt also jedes solcher g, einen Fix-

punkt z € Us,(0), der wegen Gleichung sogar im Inneren von Us,(0) liegt.

Zu jedem y € U,(0) gibt es also genau ein x € Us,(0) mit f(z) = y.

Setze V := U,(0) (offen) und U := f~'[V]N Uy (0). Dann ist f~* : V. — U
——— N —

offen offen

definiert.
2. f71:V = U ist stetig. Fiiry, v € V und z := f~(y), 2’ = [~1(y):

<

|z — '] < |go(x) — go(a)| + | f(x) — f()| [z — 2| + [y — /|

N | —

also |f1(y) — f7 ()| leq2 - |y — y/| (< &) fiir [y —y/| <6 := ¢
3. D fx)ist Vo e U (sogar ¥V x € U, (0)) invertierbar

v € Un(0) = o, (@) = 1B~ D f(@)]| < 322D f(x)

regulir, da die Umkehrmatrix existiert.
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D. Der Satz iiber implizite Funktionen

Gegeben: F(z,y) = 0 mit D, F reguldr.
Definiere (z,y) — F(z,y) := (z, F(z,y)). Invertiere diese (z,y) — F~!(z,2) = (z,g(z, 2)).
Fir z — f(x) := g(z,0) gilt dann:

F(z, f(z)) =0
Anwendung der Kettenregel auf die C' Funktion
x> (h(z)) : = F(z, f(z)) =0
liefert
E
D i) = D e S0 ()
— (D, Fa).D, Fla ) (p )

= D, F(x)f(z)- E+ D, F(z, f{(x)) + D f(x) =0

Da F auf ganz U x V regulér, ist auch (wegen gleicher Determinante) D, F(z, f(z)) auf
ganz U reguldr und man kann nach D f(z) auflésen.

Aufgabe fiir alle, denen m und n zu grok waren. Sinngemaéfes Abschreiben fiir den Fall
m =n = 1. Wem das nichts niitzt: die Spezialfille betrachten.

Beispiel.
F(z,y) = e* % + 32 — 5y

kann nicht explizit nach x bzw. y aufgelost werden. Speziell gilt:

es ist:

also
Oy F(3,2) =—-8+#0
Es existiert also eine lokale C'' Funktion
reU3)— f(x) e V(2)

mit
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E. lokale Extrema unter Nebenbedingung

Vorbetrachtung: Gegeben ist eine C! Funktion f: G C R? - R
Gesucht sind die lokalen Extrema von f auf der Nullstellenmenge Ny (G) einer weiteren
C' Funktion F : G C R" — R das heikt also Punkt 2€ Np(G) mit

f(x) > (L) f(@) fir z € Us(Z) N Np(G)

Man sucht also (bedingte) lokale Extrema von f unter der Nebenbedingung F =0

Beispiel.

fla,y) =x4y G =R
F(z,y) =" +y* - 1, Np(R?) = 5"

Losung: Milchméadchenrechnung:
e Auflésen von F(x,y) = 0 nach y = g(z) (oder x = g(y))

e Einsetzen in f liefert eine Pullback-Funktion

v f(x) = f(z,9(x))

e Untersuchung von fauf lokale Extrema

y:g(x):j:m
f(z)=z+V1— a2

Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema:

. 1

f’(x)zliFﬁ:O(:)ix:\/l—xQ

1
S r+ —

V2
o)

Kandidaten fiir lokale Extrema auf S' sind also z,y = £75(1,1) (da S* komapkt

ist, wird dort sogar das globale Minimum /Maximum f(z,y) = /2 angenommen)

[Oder setze f(t) := f(cost,sint), te [0,2#]]

Problem: Eine explizite Auflésung ist meistens nicht moglich, was dann?
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Préazisierung und Verallgemeinerung

Gegeben C' Funktion f: G C R"” — R (Zielfunktion)

C! Abbildungen F : G C R™ — R™ siche definition m < n Nebenbedingung

Annahme fist in 7€ Ny (G) lokal extremal unter der Nebenbeidingung F = 0 (herleitung

einer notwendigen Bedingung)

Vorraussetzung rg D F(7) = m(< n), das heift D F(Z) besitzt maximalen Rang. Dann

176

lassen sich in D F(z) m linear unabhingige Spalten auswihlen, das heifit es exitie-

ren xy,, .. .1, , sodas die Teilmatrix (gif (%))j 1 ., regular. Durch Umnum-
. =1,...,
=1,...,n
merierung folgt (x;,,...,2,) = (Y1, Ym> Tn-mils---,Z) und man kann dann
setzen x = (z1,...x,) = (T1, . ., Ty, Y1, - - - Ym) = (T, y). Dann ist die Teilmatrix

DF (39:, J regulir und nach dem Satz iiber implizite Funktionen existiert eine C' Ab-
bildung g : U CR"™ — V C R", Z +— y = ¢g(Z) mit g(%) =y Np(U x V))graphg
und

D g(#) =~ [, FEH)] - [D. PGy (5.17)

Da (Z,y) = f|npwxv) in (9%),% lokal extremal ist, ist auch z — f(Z,g(Z)) =: f(Z)

in 7€ U lokal extremal, das heifst, es muss gelten:
~ 0 — o0 o 0 o o
grad(f(z))" = D f(z) = D; f(z) + Dy f(z,¥)- D g(x)

- 0 o 0 o 0171 2 9
" D; D, f(&)~ D, f(2,0) |D, F(2,0)]  Ds F(Z,5) =0
~ -— s -~ - J_/_/

\
I1Xr—m 1xm NS mXxXn—m
mxm

v

'

AeM(1,m)
D; f(2,0) = A- Dy F(z, ¥)
Nach Definition von A ist auch
D, f(#,9) = AD, F(z.9)
also insgesammt
Df(#) =A-DF@& &= (z,9)

In dieser Gleichung ist die Auszeichnung von der Variablen nicht mehr zu erkennen.
Mit A = (Aq, ..., Ap) erhélt man

On (1) =3 Nidh Fy(f)
j=1
bezeihungsweise

grad f(7) = f: ), grad Fj()

=1
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Das Ergebnis ist:

Satz 5.4.6. Lagrangesche Multiplikatorenregel

f:GCR"— Rund F : R" — R™ (m < n) seien C' Abbildungen, sowie 7€ G
ein Punkt mit F(z) = 0 und rg D F(Z) = m. Ist dann f in & lokal Extremal unter
der Nebenbedingung F' = 0, so existieren sogenannte Lagrangesche Multiplikatioren
AL, ... Ay € R mit

grad f(z) = Y )\, grad F(Z)

Praktische Anwendung zur Bestimmung bedingter lokaler Extrema. Man 16se im Bereich
G :={z € G|rgD F(x) =m} das (nichtlineare) Gleichungssystem:

F(z)=0; f(z)=>_ X\grad Fj(z) = insges. m + n Gleichungen
m Gleichungen N =1 _

n Gleichungen

fiir die m+n Variablen zy, ..., 2, [A1,..., \y]. Die Losungen x = (xy, ..., 2,)T sind dann
Kandidaten fiir lokale Extrema von f unter der Nebenbedingung F' = 0 im Bereich G’
Wichtig: Weitere solche Kandidaten kénnen im Punkt = € G auftreten, wenn F(x) = 0
aber rg D F(x) < m gilt.

Beispiel.

flayz)=rv+y+=
~—_——
Kugel
F(z,y,2) =2 +y* + 2> -1 Np(R?) =1
rg D F(z,y,z) =1g(22,2y,22) = 1

Fiir (z,y,2) # (0,0,0) ¢ Np(R3) 16sbar ist

(1 = 22492+ 22 =r = y—z = 3
t] = A2 = 5 =1
1 = A2y A = £
1= a2 A= ¥

Ergebnis (z,y,2) = j:%(l, 1,1). Beiden Punkte liefern sogar die absoluten Extrema, da
S? im Punkt R? kompakt ist.

Noch eine Anwendung;:

Gegeben: quadratische Fortsetzung x € R? — q4(z) = 27 Az mit symmetrischer Matrix.

Behauptung: Ihr Maximum p auf der Einheitssphire S*~! C R™ ist gleich der grofiten
Eigenwert der Matrix A. Es wird ein zugehériger Eigenvektor # von A angenommen.
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5. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Beweis. Das (absolute) Maximum z von ¢, auf S*~' wird einem Punkt € S"' ange-
nommen und ist damit auch vielleicht Maximum von g4 unter der Nebenbedingung

0

Flz)=Y ;-1
k=1

Also existiert ein Multiplikator A € R mit grad qa(z) = Agrad F(r). Wegen grad g4 =
2-A-x, grad F(Z) = 2z gilt damit A- Z= )\ Z, das heift Z ist Eigenvektor zum Eigenwert
A

Ko

Wegen j1 = qua(r) = <906,A- :%> = )\‘%‘ = ) ist pu selbst dieser Eigenwert. Fiir einen
weiteren Eigenwert A mit zugleich Eigenvektor %o (|79| = 1) folgt schlieklich ga(Zo) =
(Zo, A~ o) = X |Zo|* = X < p, das heifit p ist ein grokter Eigenwert von A. O

5.5. Parameterabhangiges R-Integral

Gegeben: Eine Funktion t € [a,b] — f(t,z1,...,2,) € R, die von Parametern z1, ..., x,
also von einem Punkt x € G C R" stetig/diffbar abhéngt.

Frage: Unter welche Vorraussetzungen héngt auch das R-Integral F(x) = [ f(t,z)dt
stetig diffbar von x ab?

Gilt also

b
lim F(z) = lin})/ f(t,x)dt

T—T z—x’a

b

? b o o
L [im feayat= [Cfd)ac= F(d)

beziehungsweise fiir n = 1

ij(x): d Lb F(t,2)dt

dx
» (b0
:/l % (t,l’)dt

Generell ist dazu gleichmiifige Konvergenz /stetigkeit notig. Hier ist das allerdings nicht
so tragisch!

Satz 5.5.1.

(@) f:la,b] xGCRxR" =R, (t,z) — f(t, ) sei stetig auf G
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5.5. Parameterabhingiges R-Integral

(b) Existiere zusétzlich auch die partielle Ableitung (¢, x) — a%kf(t, x) als stetige Funk-
tion (k =1,...,n) so ist auch F stetig diffbar mit

0 b 0
Vaea @F@) = ). 91, (t, ) dt

Erweiterung auf uneigentliche Integrale
Es muss zuétzlich gelten fiir

(a) dass [° f(t,x) dt beziiglich = gleichmékig konvergiert
(b) dass [°0,f(t,x)dt beziiglich z gleichméfig konvergiert

Bewess.

(a) Sei 2 G beliebig und_U C G eine kompakte Umgebung von #. Dann ist f auf dem
Kompaktum [a,b] x U sogar gleichmifig stetig. Insbesondere gibt es:

ve>036>0vx,m’€(]vt6[a,b} (|ZE - I/| <= |f(t,$) - f(ta I,)‘ < 6)

also auch:
0 o) b ,
T N (‘x— B <= |F@ - F@)| < [1fto) - £t )]t < (b - a)> ,

da [Pe = ¢ [°1 = £(b— a). Demnach ist F stetig in @

(b1) Héngt f nur von einem Parameter x € I C R ab, so gilt wie unter (a) in einem
kompakte Umgebung U von € I

ve>035>0vx,x’€lj (|ZIJ - JI/| <o= Vte[a,b} |a:r f(t,l‘) - am f(tv'r/” < 5)

also auch:

Vower 0 <z —2'|y <0 = Vil

AaT

Op f(t,2(t) — 0, f(t,7)| < ¢
und folglich

— 0, f(t,2)|dt < e(b—a)
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5. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Demnach ist

F/(Z%) — lim F(ZE) — F(‘%)

o
r—T s

é/bar F(t, ) dt

o
T

da (t,z) — 0, f(t, ) stetig ist, ist nach (a) auch  — F’(x) stetig.

(b2) Héingt f von mehreren Parametern ab, so zeigt (b1), dass F' nach allen Variablen
stetig partiell diffbar ist, also sogar (total) diffbar.

O

Folgerung. Im Fall n = 1 kann man sie stetige Funktion 2 — F(z) = [? f(t, 2) dt noch-
mal im Intervall [¢, d] integrieren und darf beide Integrationen miteinander vertauschen.

Satz 5.5.2. Satz iiber die Vertauschung der Integrationsreihenfolge
Ist (t,z) € [a,b] X [¢,d] — f(t,x) € R stetig, so gilt:

[1 (Lbf(t,x)dt> dx:/ab <Adf(t,x)dx> dt

Bewess.

Die Funktion
Y
vy o) = [ Fla) do

ist nach dem 1. Hauptsatz diffbar mit

b

Vyelea 95) = F(y) = [ f(ty)dt und 6(c) = 0

a

Fiir die Funktion

b

v 0= [ty

mit
glty): = [ f(tw)as

gilt wegen 0, f(t,y) = f(t,y) = stetig nach dem letzten Satz (Satz [5.5.2)) Teil (b)
ebenfalls

)= [ 9 gttt = [ 7t y)a
f(ty)
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5.5. Parameterabhingiges R-Integral

und

Also ist 1) = ¢ insbesondere ®(d) = V(d).

Folgerung.

Wir betrachten jetzt die parameterabhéngige Integrale der Form

xHF(x):L?:)f(t,x)dt (x el CR)

mit zudtzlich Variablen Integrationsgrenzen.
dt = (b(x) —a(z)) d7
Die Substitution
t =a(zx)+ 7(b(x) — a(z))
liefert die Funktion

Al fla(z) +7(b(x) — a(x)),z) - (b(z) — a(z)) dr
01 g(tz) dr

und es gilt

x € [ — a(x),b(x) stetig
(t,7) € A:={(t,z) €ER* | x € [,t € a(x),b(x)} — f(t,z) € R stetig
= (1,2) € [0,1] x [ — g(7,7) € R stetig

Bl e 1 F(z) € R stetig.

Beweis.

Ist zunéchst x — d'(z),b'(z), (t,x) — O f(t,z), O, f(t,x) definiert und stetig. Dann
folgt, dass auch
Or g(1,2) =0; f(a(x) + 7(b(z) — a(x)
10, fla(@) + (b(z) — alx)), 2) - 1- (b{e) — a(x)) + F(a(z))
+7(b(x) — a(x)), z) - (V'(x) — a'(x))
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5. Differentialrechnung in mehreren Variablen

als stetige Funktion existiert

1
= F'(x) :/) Oy g(1,2) dr
19

= [ - U a@) + 70z) — a@)), )] - (@ (@) + 70 (2) — (@) dr
+ [ flate) + (b(a) — a(e)),2) 5
+;S@f@@a

= [falw) + 7(b(z) — a(a)), ) - (@ (x) + 70 () — ()]

b(x)
oo O, f(t,z)dt

=f(b(z),x) - b'(x) — fa(z),x) - d'(x) + O, f(t,x)dt

Merkregel:

Man betrachte die Funktion

b

G@mM:/f@@&

a

mit
b
@G@mm:/@f@@a
Oy G(x,a,b) =f(b, x)
aa G(.CE,G,, b) = f((L, b)
wegen

gilt nach der Kettenregel

Erginzung.

Interessante parameterabhdingige Integrale sind meist unetgentlich, etwa von der Form

ﬂ@zﬁ%@@&
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5.5. Parameterabhingiges R-Integral

gilt dann auch Satz[5.5.1)?

Zusdtzliches Problem (etwa bei Stetigkeit)

lim F(x) = lim f(t z)dt = lim lim

a 0 T—(X
r—T {E*?.’E Tr—x

/ftxdt—hm Tofl

T—X Jr—x

Hierzu ist zweifache Vertauschung des Grenzwertes nitig. Die erste ist nach Satz[5.5.1]
erlaubt, falls (t,x) — f(t,x) stetig ist. Fiir die zweite Vertauschung ist die gletichmdflige
Konvergenz des Integrals

/ ft,x dt—Thm /Tf(t,x)dt
beziiglich des Parameters x der Form
lim »° fi(2)
k=1
von néten. Doch was soll das sein?

Fin uneigentliches R-Integral [>° f(t,x)dt heifit beziglich x € I C R gleichmdf$ig kon-
vergent, wenn

/Toof(t,x)dt‘ <e

Ve>0372av7>7—0vm61

Gleichwertig ist das cauchy-Kriterium

!

/T T2 at

v5>03727'0v7,7">7'0vx61 <e€

Das Wererstrafische Majorantenkriterium fir gleichmdfige Konvergenze lautet:

Vaerisa |/ (t.2)] < g(0) und [~ g(t)¢
= 00X f(t,x)dt konvergieren Gleichmdfig (und absolut) beziiglich x € I

Damit ist die Erweiterung von Satz begrindet.

statt eines Beweises lieber ein

Beispiel. Frage existiert [5° 32t dt?
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5. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Gegeben:

184

-0.57321

_4pSint

F(x):/ooof(t,x)dt:[)we Tedt (12 0)

[5° f(t, x) dt konvergiert fiir € [a, co[ (mit a > 0 beliebig) gleichméifig. Das
Majorantenkriterium liefert:

vx>avg>0 ‘f(t’ x)’ S e*tﬂf S efat

o0 1 < 1
/ e—at dt — —at:| —
0 0

——e
existiert. Also ist [ auf [a, oo] stetig und da a > 0 beliebig ist, sogar auf |, 00|

a

a

[0, f(t,x)dt konvergiert auch fiir z € [a, 0], (mit (¢ > 0) gleichméfig.
Hier liefert das Majorantenkrierium:

VesaViso 102 f(t,x)] = ‘—e’m sint‘ < e ™ (wie oben)

Also ist F'in [a, 0o und sogar in |0, oo[ (stetig) diffbar und es gilt:

—tx o0
F'(x) = —cofe ™sintdt = . .. allkpwe (zsint + cost) )
1
1422
= F(z) = ¢ — arctanz
Wegen
|F(x)] < /Ooe_txdt _ 1
—Jo o
ist
lim F(z) =0=c- g
das heifst

Va0 F(x)g — arctan x



5.5. Parameterabhingiges R-Integral

Gilt auch

lim F(z) =

T
z—0 2

i/ STt = F(0)
0 t

7u zeigen ist, dass

/Oo f(t,x) dt konvergiert fiir z € [0, 00] gleichmifig
0

Das Majorantenkriterium ist hier unbrauchbar, weil [5° #2¢ nicht absolut kon-
vergent.
Also wenden wir Cauchy-Kriterium an
FiiralleZOundT’>T<7'0:2?k
7’ 1 rt. Integr. b . 1 ™ T et sint + cost
/ (et sint) - dt| "™ nteg {— ‘ (zsintcost) } — / e (zsin os?) ds
T 4 14+ .732 t - r 14 ZE2 t2
1 11 1 1"
citaieen(ted) e
_1+1‘2<$+ ) 7'+7" +1+$2(x+ ) tl,
14+2 2 2k
= -<—<e¢
1+227 7 71
——
>k
mit k = max %, z € [0, 00|
Also ist wirklich
% sint m
—dt = =
ot
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6. Gewohnliche
Differentialgleichungen

6.1. Problemstellung und geometrische Interpretation

Allgemein ist eine Differentialgleichung eine Gleichung (,differentielle Relation“) zwischen
Funktionen (einer und mehrerer Verdnderlicher) und ihren Ableitungen. Das Losen ei-
ner Differentialgleichung bedeutet die Bestimmung — evtl. unter Anfangsbedingungen,
Randbedingungen oder sonstigen Bedingungen — derjenigen Funktionen (,Integrale der
Differentialgleichung®), die diese Relation erfiillen.

A. Gewdhnliche Differentialgleichungen (ODE)

Definition. Fine Gleichung der Form y' = f(z,y) mit einer gesuchten (vektorwertigen)
Funktion © € I C R — y(x) € R™ und einer vorgegebenen Funktion [ : (x,y) € D C
R x R™ +— f(z,y) € R™ heifit (explizite) gewéhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung.
Dabei nennt man D den Definitionsbereich der Differentialgleichung.

Bemerkung.

1. Fiir eine Losung muss also graphy = {(x,y(x)) e R | w € I} C D und
Vaer ¥'(x) = f(z,y(x)) gelten.

2. Fir m =1 definiert y' ein Richtungsfeld auf D und der Wert f(x,y) = p = tana
kann als Steigung interpretiert werden. In diesem Fall sucht man Funktionen x +—
y(x), die in dieses Richtungsfeld ,passen®. Der Tripel (z,y,p) = (x,y,f(x,y)) aus
dem Punkt (x,y) und der Richtung p heifit Linienelement.

3. Es gibt auch implizite gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung. Diese haben

die Form F(z,y,y') = 0 und sind nicht immer eindeutig nach y' auflésbar. Zu
einem Punkt (x,y) kénnen dann — etwa wie bei (y')*> = y — mehrere Richtungen p
existieren.

4. Firm > 1 ist y(z) = (yl(x),...,ym(x)) sowie Y (x) = (y'l(x), . ,yjn(x)) und
flz,y) = (fl(x, Yty oo s Ym)s s frn (T y1, - - ,ym)) Dann spricht man von Differen-
tialgleichungssystemen 1. Ordnung mit der ausfiirlichen Form

y,l = fl(mayla"wym)

y;n = fm(x7y17 s Jym)
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6. Gewohnliche Differentialgleichungen

Definition. Eine Gleichung der Form y® = f(z,y',...,y"~Y) mit einer gesuchten Funk-
tion x € I C R y(z) € R und einer vorgegebenen Funktion f: D C R x R? — R heifit
(explizite) gewohnliche Differentialgleichung p-ter Ordnung.

Bemerkung. Eine gewdhnliche Differentialgleichung p-ter Ordnung ldsst sich in ein Sys-

tem 1. Ordnung umwandeln. Mit den FunktionenY : z € I — Y (2) = (y(z),...,y? V(2)) €
R und F : (z,Y1,...,Y,) € D — (Yg,...ﬂ@,f(x,Yl,...,Yp)) e RP st y® = f(x,y,...,y"V)
dquivalent zu Y' = F(x,Y). Daher kénnen Sitze zu Differentialgleichungen 1. Ordnung

auf Differentialgleichungen héherer Ordnung tibertragen werden.

Bemerkung

Bemerkung. Bei gewdéhnlichen Differentialgleichungen ' = f(z,y) mit (z,y) € D un-
tersucht man

1. die — evtl. von einer ,Integrationskonstanten” abhdingige — allgemeine Losung.

2. die Liosbarkeit des Anfangswertproblems (AWP). Dabei wird nach einer Losung fir
y' = f(x,y) gefragt, so dass y(xo) = yo fir (xe,yo) € D gilt. Weiter untersucht man
den Definitionsbereich I der Lisungsfunktion und ob die Lésung eindeutig ist.

3. die Stabilitdt der Losungen. Dazu betrachtet man das Verhalten der Lésungen bei
Modifikation der Anfangsbedingung bzw. der Funktion f.

B. Partielle Differentialgleichungen (PDE)

Definition. Eine Gleichung der Form grady = f(z,y) bzw. Vi_, Owy = fr(z,y) mit
einer gesuchten Funktion v € G C R" — y(z) € R und einer vorgegebenen Funktion
fi(x,y) € DCR" xR f(x,y) € R heifst (explizite) partielle Differentialgleichung 1.
Ordnung mit Definitionsbereich D.

Bemerkung. Man betrachte das C*-Vektorfeld X : G C R® — R™ und suche ein Ska-
larfeld f : G C R" — R mit grad f = X bzw. Vi_, Opf = Xi. Insbesondere ist dann f
eine C?-Funktion und nach Satz 5.1.5 gilt Vi =1 Ok0;f = 0;0,f. Wegen 0x0;f = OpX; er-
halt man damit fir die Losbarkeit von grad f = X die notwendige Integrabilititsbedingung
Vi ic1 Oy = 0; .

Beispiel.
1. Welche Funktionen f : G C R? — R erfiillen fiir
X:(r,y) €GCR*— <2§Qy> € G C R?
die Gleichung grad f = X7 Fiir eine Losung gilt insbesondere 0, f (x,y) = X;(z,y) =
2zy, d.h. f(z,y) = 22y +g(y). Weiter ist 2° + ¢'(y) = 9, f(x,y) = Xa(z,y) = 2% und
man erhilt ¢'(y) = 0 = g(y) = c fiir einen konstanten Wert ¢ € R. Insgesamt sind

daher alle Losungen durch f(z,y) = %y + ¢ gegeben. Da das System 16sbar ist, gilt
folglich b X, (z,y) = 2z = 01 Xs(x, y).
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6.2. Elementare Lésungsmethoden

2. Fiir das differenzierbare Vektorfeld

2
. 2 z 2
X:(x,y) eGCR H<2my>chR

gilt nun 0, X (z,y) = 0 und 0, X5(z,y) = 2y. Daher existiert keine Losungsfunktion
f:G— Rmit 0 f = X und Oy f = AXs. Fiir eine solche Funktion miisste 0, f(x,y) =
? & flr,y) = %x?’ + g(y) sowie 0, f(x,y) = 2zy und daher ¢'(y) = 2zy gelten.

Bemerkung. Partielle Differentialgleichungen héherer Ordnung — etwa die Laplacesche
Differentialgleichung Ay = Oy f + Owf = 0 in der Ebene — sind kaum systematisch
behandelbar. Dennoch sind sie fiir viele Anwendungen von Bedeutung.

6.2. Elementare Losungsmethoden

Wir geben Beispiele gewdhnlicher Differentialgleichungen, die sich elementar 16sen las-
sen. ,,Elementar” schliefst dabei das Auffinden von Stammfunktionen und das Bilden von
Umkehrfunktionen ein.

A. Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Definition. Eine gewdhnliche Differentialgleichung der Form y' = f(x) -y + g(x) mit
f,g € C°(I — R) heift lineare Differentialgleichung 1. Ordnung mit Definitionsbereich
D =1 x R. Dabei heifit die Gleichung inhomogen, falls g = 0 gilt. Ansonsten nennt man
sie inhomogen mit der ,Stérfunktion® g.

Bemerkung.
1. FEine homogene lineare Differentialgleichung y' = f(x) -y besitzt stets die triviale
Losungy :x € I —0€eR, dh y=0.Ist F = [ [ eine fest gewdhite Stammfunktion

von f, so ist y, = el eine nichttriviale Lisung.

2. Seinuny: I CI— R eine beliebige Lé’sung Dann ist wegen V__7 yn(x) > 0 stets

u = y definiert mit v’ = (ye™F) = y'e " —ye~F' f = 0. Daher ist u konstant und
es folgt y = c - yp fiir c € R. Da dann y sogar auf ganz 1 definiert ist, bildet die
Losungsmenge des Systems y = f(x) -y einen eindimensionalen Unterraum von

CY(I) mit der Basis yj,.

Beispiel. Fiir das auf I =] — 7, +7[ definierte System gy’ 4 tanz - y = 0 findet man
den Losungsraum durch Bestlmmung einer Stammfunktion F(z) von f(x) = —tanuz.
Wegen f(x) = —322 oilt F(z) = In(cosz) und man erhilt die allgemeine Losung y(r) =

1 Ccosx
¢-en(eosT) — ¢ cogp mit ¢ € R.

Bemerkung.
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6. Gewohnliche Differentialgleichungen

1. Seiy, : I — R ein partikuldres Integral — d.h. eine spezielle Losung der inhomogenen
Differentialgleichung v = f(x) -y + g(x). Dann gilt v = f(x) -y + g(x) < (y —
yp) = f(x) - (y — yp). Damit ist eine Funktion y : I — R genau dann eine Lisung
der inhomogenen Differentialgleichung, wenn y — vy, eine Lisung der zugehorigen
homogenen Differentialgleichung ist.

2. Eine spezielle Losung vy, findet man stets durch ,Variation der Konstanten®. Der
Ansatz y(z) = c(x) - yp(x) mit einer Lisung y, = ef der zugehirigen homogenen
Differentialgleichung liefert y = ¢ -ef" +c-ef' - f = -e' +y-f. Firy =f-y+g
folgt damit ¢ - eF = g und man erhilt c = [ g-e ¥ + ¢y. Fine spezielle Lisung ist
also y, = ([ g-e7F)-el".

3. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung y' = f(z) -y + g(z) hat nach 1 und
2 die Form y = y, + ¢ -y, wobei y, eine spezielle Losung der inhomogenen und yp,
eine nichttriviale Losung der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung ist. Die
Lisungsmenge bildetl also einen eindimensionalen affinen Unterraum von C'(I).

Beispiel. Die zu y' +tanz -y = 2sinz mit |z| < § gehdrende homogene Differential-

gleichung besitzt die allgemeine Losung y(x) = ¢ - cosx mit ¢ € R. Nun suchen wir eine
spezielle Lésung v, = —tanx - y, + 2sinz und betrachten y(r) = c¢(z) - cosz. Es folgt

d(z)-cosz —y(z)-tanz
d(z)-cosx —c(x)-cosx-tanx

= d(x)-cosx —c(x) -sinz = 9(z) = —tanz - y(z) + 2sinx

und daher ¢/(z) - cosz = 2sinx = (x) = 2tanz. Somit ist y,(x) etwa durch ¢(z) =
—2In(cos z) gegeben. Insgesamt lautet die allgemeine Losung y(z) = (0—2 In(cos x)) -COS T
mit ¢ € R.

Satz 6.2.1. Satz iiber DGL 1. Ordnung
Eine Differentialgleichung 1. Ordnung 3/ = f(z) -y + g(x) mit f,g € C°(I) besitzt durch
jeden Punkt (zo,v0) € I X R genau eine auf ganz [ definierte Losung mit der Darstellung

V:EGI y(x) — (yo + /mg<t) . e_F(t) dt) . eF(m)7
xo

wobei F(x) = [ f(t)dt gilt.

Beweis. Eine spezielle Losung der Differentialgleichung 3/ = f(z) - y + g(x) ist durch
y(z) = [2 g(t) - e FDdt-eF@ mit F(z) = [Z f(t)dt gegeben. Ebenso ist y(z) = e
eine spezielle Losung der homogenen Differentialgleichung ¢ = f(x) - y. Damit hat die
allgemeine Losung von y' = f(z) -y + g(z) die Form y(z) = (c+ [ g(t) - e TP dt) - eF'@)
fiir c € R. Mit y(zg) = yo ist dann ¢ = yy eindeutig bestimmt. O

B. Getrennte Veranderliche

Definition. Fine gewdchnliche Differentialgleichung der Form y' = f(z) - g(y) mit f €
C°(Jy) sowie g € C°(Jy) heift Differentialgleichung 1. Ordnung mit getrennten Verinder-
lichen und st auf D = J; x Jy definiert.
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Bemerkung. Wir bestimmen eine Losung y der Differentialgleichung y' = f(x)-g(y) mit
einem festen Punkt y(xo) = yo. Dazu unterscheiden wir zwei Fille:

1. Fir g(yo) =0 sty :x € J; — yo € R eine konstante Losung mit (xg,yo) € graphy.
Diese Lisung ist aber nicht eindeutig; es konnen weitere Funktionen y mit y(xo) = yo
und y' = f(z) - g(y) existieren.

2. Seinun g(yo) # 0. Da g stetig ist, gilt dann etwa g(y) > 0 in einer ganzen Umgebung
Ulyo). Fiir eine lokale C'-Losung x — y(x) durch (xq,yo) muss dann g?z;((a;))) = f(x)

und daher ()
X y X
L sty 2= L, 70
(

gelten. Durch die Substitution y(t

) = s erhalt man
z g y(z)
|- W) _ g = I g
= 9(y(t)) w  g(s)
und damit G(y(z)) = F(z) mit den Stammfunktionen F(z) = [ f(t)dt und
Gl) = [ 91 ds. Wegen G'(y) = le) ist nun G in U(yo) monton und daher injek-

tiv. Somit existiert eindeutig eine Umkehrfunktion G, so dass y(x) = G_l(F(x)>
in einem Intervall I C J, um xo qilt. Diese Funktion ist wirklich eine Lisung des
Anfangswertproblems, da

und mit F(zo) = 0 und G(yo) = 0 auch y(zo) = G~ (F (o)) = yo gilt.

Dabei ist eine Losung im 2. Fall nach Konstruktion lokal — in einer Umgebung von z
— eindeutig. Auferhalb — an einer Stelle (Z,7) mit g(7) = 0 — konnen sich die Losungen
verzweigen.

Satz 6.2.2. Satz iiber das Anfangswertproblem
Bei einer Differentialgleichung v/ = f(z) - g(y) mit f € C°(J;) und g € C°(Jy) ist das
Anfangswertproblem y(zq) = yo fiir alle (xg,y0) € J1 X Jo 16sbar.

1. Fiir g(yo) =01ist y : ¢ € J; — o € R eine Losung.

2. Fiir g(yo) # 0 existiert eine in einem Intervall I C J; um x definierte und lokal
eindeutige L('jsung mit der Darstellung y(z) = G~ (F(z)), wobei F(z) = [ f(t)dt
und G(y) = fyo 575y ds gilt.

Beispiele. Die leferentlalglelchung Yy =y* mit o € QT \ {1} besitzt die triviale Losung
y = 0. Fiir Losungen y # 0 muss y~ %y =1 < % = z + c gelten. In diesem Fall erhélt

man y(z) = ((1 — a)(z+¢)) =" =

1. Zunichst betrachten wir ' = y? — d.h. a = 2 — mit Definitionsbereich D = R x R.
Dann liefert der Fall y # 0 die Losung y(z) = —x%c. Die Anfangsbedingung y(zg) =

yo # 0 fithrt zu ¢ = —(I0+yf10) und damit zu y(z) = —x_(x;%) = Tt =z0) (enthélt

fiir yo = 0 sogar die triviale Losung y = 0). Insgesamt erhalten wir:
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6. Gewohnliche Differentialgleichungen

a) Durch jeden Punkt (x¢,y9) € D = R? verlduft genau eine Losung.
b) Die Losungen sind allerdings fiir yo # 0 nicht mehr auf ganz R definiert.

2. Nun untersuchen wir vy’ = ¢ fi;r o =2, dh. y = 42 Der Fall y # 0 liefert
die Lésungen y(z) = (%(z + ¢))” und die Anfangsbedingung y(zo) = yo fithrt zu
1

¢ = 3y$ — xo. Die Losungsgesamtheit ist damit

0 fiir yo =0

%(x — ) + yé))g fiir alle (z9, o) € R? (d.h. auch fiir yy = 0)

y(l’) = (

und als Ergebnis erhalten wir:
a) Durch jeden Punkt (zg,y0) € D = R? verliuft mindestens eine Losung.

b) Eine Losung durch (zg,yo) mit yo # 0 ist lokal eindeutig, verzweigt sich aber
beim Einmiinden in die z-Achse.

¢) Durch einen Punkt (z,0) verlaufen die Losungen y(z) = 0, y(z) = (%(:1: —

3 : . . L :
x0)))" sowie C'-Zusammensetzungen dieser Funktionen, die sich weiter ver-
zweigen konnen.

3. Der Grund des unterschiedlichen Verhaltens fiir verschiedene Werte fiir « liegt dabei
in der Gestalt des Differenzenquotienten von y — y<, also in

fw) =@ _y* =¥ fiwg=o ol = {lclly fiir —a
Y — y Y — y T\/ﬂ fur e >

|
winy DN

Fir a = % ist der Differenzenquotient in der Umgebung von y = 0 nicht beschrénkt,
i . . . L2 2 _
d.h. es existiert keine Lipschitzkonstante L mit |y3 — 73| < L- |y —7|.

6.3. Allgemeine Satze iiber Differentialgleichungen 1.
Ordnung

Wir betrachten Differentialgleichungssysteme der Form ¢’ = f(x,y) in R™ mit Definiti-
onsbereich D C R x R™.

A. Die Lipschitzbedingung

Definition. 1. Eine Abbildung (z,y) € D C R x R™ — f(x,y) € R™ erfillt auf D
eine (globale) Lipschitzbedingung bzgl. y, wenn eine sog. Lipschitzkonstante L > 0
mit

v(x,y)ED V(z@)eD |f(1:,y) - f(x,@)| S L- |y - y|

existiert.

2. Sie erfillt auf D eine lokale Lipschitzbedingung bzgl. y, wenn jeder Punkt (z,y) € D
eine Umgebung U besitzt, so dass f|lunp eine globale L-Bedingung bzgl. y erfullt.
Man sagt, dass f in diesem Fall L-stetig bzw. L-beschrankt ist.
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6.3. Allgemeine Sétze iiber Differentialgleichungen 1. Ordnung

Bemerkung.

1. Besitzt f fiir 1 < k <m auf einem Gebiet G C R x R™ stetige partielle Ableitungen
(z,y) — %(:p,y), so erfillt f dort eine lokale L-Bedingung bzgl. .

2. Erfillt f einem Gebiet G C R x R™ eine lokale L-Bedingung bzgl. y, so erfillt f
auf jeder kompakten Teilmenge U C G sogar eine globale L-Bedingunyg.

Beispiel.

1. Die Funktion (x,y) — f(x,y) = |y| ist auf G = R x R nicht nach y differenzierbar.
Dennoch ist f dort L-beschrankt: |f(z,y) — f(z,7)| = ‘|y| - |g|‘ <1l-ly—T1|-

2. Etwa f(z,y) = y§ besitzt in keiner Umgebung von (¢, 0) eine L-Konstante.

B. Zusammenstellung der Hauptsatze
Gegeben sei die Differentialgleichung ¢ = f(x,y) auf einem Gebiet G C R x R™.

Satz 6.3.1. Existenzsatz von Peano
f: G CRxR™ — R™ sei stetig. Dann verlduft durch jeden Punkt (zo, y9) € G mindestens
eine Losung.

Satz 6.3.2. Fortsetzungssatz

f:G CRXxR™ — R™ gei stetig. Dann verlduft jede (maximal fortgesetzte) Losung
x € I — y(x) € R™ in G von ,Rand zu Rand“, d.h. sie endet niemals in einem (Innen-
)Punkt von G.

Satz 6.3.3. Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f

f G CRxR™— R™ sei stetig und lokal L-beschrankt. Dann existiert durch jeden
Punkt (z9,v9) € G genau eine lokale Losung x € I — y(x) € R™ (die so fortgesetzt
werden kann, dass sie in G von ,Rand zu Rand“ verlduft).

Satz 6.3.4. Satz iiber lineare Differentialgleichungssysteme

Sei f: (z,y) € G =1xR™— A(z) -y + b(r) durch stetige Funktionen = € I —
A(z) und = € I — b(x) bestimmt. Dann sind die eindeutig existierenden Losungen des
Anfangswertproblems auf ganz [ definiert.

C. Der Satz von Picard-Lindelof

Gegeben sei fiir die stetige sowie bzgl. y lokal L-beschrinkte Funktion f: G C RxR™ —
R™ das Anfangswertproblem

(%) y' = flw,y) Ny(x) =9

und gesucht sei eine lokal eindeutige Lésung y : I C R — R™. Fiir eine solche Lsung
erhélt man durch Integration die Aquivalenz von (%) zu

(#%) Vaer y(z) = § + / F(t,y(t)) dt.
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6. Gewohnliche Differentialgleichungen

Definiert man nun den Operator 7' : y € C°(I — R™) — Ty € C°(I — R™) durch
Veer Ty(z) = g+ [ f(t.y(t)) dt, so ist (x*) dquivalent zu der Fixpunktgleichung y = T'y.

Bemerkung. Finen solchen ,Fizpunkt® wollen wir mit Hilfe des Banachschen Fixpunkt-
satzes durch sukzessive Approzrimation — ,Picardsche Iteration” — bestimmen. Dazu beginnt
man mit einer Anfangsndherung yo : I — R fiir yo(z) = y — etwa yo = y — und betrachtet

lel v1="TYyo
(Verbesserung?) yo = Ty

: (Konvergenz?)
y=Ty (T stetig?) (Losung?)

Beispiel. Fiir das Anfangswertproblem 3’ = y mit y(z) = y beginnen wir die Iteration
mit yo(z) = y und erhalten iiber

yi(xr) = Ty(z) = g+ [fydt = yo(1+($—57))

ye = Typ-(x) = Xz — )

T—T

durch Grenzwertbildung k& — oo die Losung y(x) =9 - e

Bemerkung. Wir dberprifen nun die Voraussetzungen des Banachschen Fizpunktsatzes
5.4.4:

1. Sei I = [& — a,% + a] fir a > 0 ein kompaktes Intervall. Dann ist X = C°(I —
R™) zusammen mit der Mazimumsnorm ||y|| = max, 7 |y(z)| nach Satz 2.5.4 ein
Banachraum.

2. Wir suchen nun ein geeignetes Intervall I und eine abgeschlossene Teilmenge A C
C°I — R™), welche der Picardsche Operator T auf sich selbst abbildet, um sicher-
zugehen, dass die Picardsche Iteration definiert ist und nicht aus dem Gebiert G
herausfiihrt.

Lemma 6.1. Ist die Abbildung (z,y) € G C R x R™ +— f(z,y) € R™ auf dem Gebiet
G stetig, so besitzt jeder Punkt (i,7) € G eine kompakte Quaderumgebung I x Q C G
mit [ = [z —a,2+a] und Q = {y € R™ | |y — §|oo < b} fiir a > 0 sowie b > 0, so dass
a-M < bmit M = max{|f(z,y)| | (z,y) € T x Q} gilt. Durch den Operator T wird
dann jeder C°-Abbildung y : I — @Q wieder eine C°-Abbildung Ty : I — () zugeordnet,
also eine Selbstabbildung T': A — A auf der abgeschlossenen Teilmenge A = C°(T — Q)
des Banachraumes C°(I — R™) definiert. Insbesondere ist in 7 x @ bei beliebiger C°-
Startabbildung yo : I — @ die Picardsche Iteration Viey yr+1 = Ty durchfiihrbar.

Bewess.

(a) Da G offen ist, existiert um (&,4) eine Quaderumgebung I' x @ C G mit I =
[z —d,z+d]und Q = {y € R™ | |y — §|le < b}. Dort ist die stetige Funktion
f nach Satz 2.4.8 beschréinkt, d.h. V__ V, & |f(z,y)| < M’ fiir ein M’ > 0. Man
setze nun a = min{a’, 1} sowie I = [# —a,& +a]. Dann gilt T ¢ T = M =
max{[ (@) | (e.y) € 1% @} < M und M -a < M0 < M'- &, = b
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(b) Fiir eine C°-Abbildung y : I — Q gilt nach Satz 4.5.4 und Satz 4.5.5
Vicosora Ty(@)=3l = | [ £(t.9(0) dt| < [T1F(Ey0)de < M-z < Mea <.

Analog folgt Vi u<sci |Ty(z) — y| < b und man erhilt Ty(z) € Q fiir alle z € 1,
d.h. TyECO(IHQ)

(c) Fiir y € CA existiert ein 7 € T mit y(7) € Q < ¢ = |y(T) — | > b. Fiir alle § € U.(y),
also mit ||y — y|| = max 7 |y(2) — y(z)| < e = ¢ — b, gilt dann ebenfalls

9(@) =9l = 1(y(@) - 9) = (y(@) - 5@)| = ly@) = 9| = |y(T) - §@)| > c—e =1

und man erhilt U.(y) C CA. Daher ist die Teilmenge A C C°(T — R™) abgeschlos-
sen.

O

Bemerkung. Fir m = 1 gilt Ty : I CR — Q C R mit [ = [ — a,% + a] und
Q = [y—b,y+b]. In diesem Fall lisst sich die Bedingung a-M < b wegenV, 7 |(Ty) (z)| =
|f(:v,y( ))| <M< Z geometrisch interpretieren, da der Graph von Ty dann zwischen
Geraden mit der Steigung :I:g verldauft.

Bemerkung. Als letzte Voraussetzung des Fizpunktsatzes ist zu prifen, ob T : A — A
kontrahierend ist.

3. Da die Funktion f bzgl. y lokal L-bechrinkt ist, erfillt sie auf dem kompakten Quader
I x Q C G eine globale L-Bedingung bzgl. y. Damit gilt fir v, 7 € A und alle v € T
stets

leled|Ty(z) — Ty(z)|

JEF(ty(®) = FT0) At < |16 y@) = £(6T0)] )
FL-[y(t) —g(®)]dt] < & L~ [ly — 9l dt|
L-ly =yl - |z — ] < L-|ly—7ll-a

A

also auch [Ty —Ty|| < L-a-|ly—7|| = L' - ||y —y||. Durch Modifikation von a kann
man erreichen, dass dabei L' = L -a <1 gilt. Aus ||Ty — Ty|| < L' - ||y — gl|| folgt
insbesondere die Stetigkeit von T : A — A.

Bemerkung. Die Verkleinerung von a st allerdings unnotig. Man kann iniCO([) auch
mit einer durch o > 0 ,gewichteten Norm® ||y||, = max{|y(z)|-e " | x € I} arbeiten,
die wieder Banachrdume liefert. Dann gilt

Vsetness ITy(@) = Tg@)] < [ L-ly(t) —5(0)| at

= [ L) =g - e et < [T L flyt) = 5]l - e e

Q

_ e e L . _
=me—mww(a—a)ge (®) ~ 7Ol
Damit folgt vacé[/\a}>a: Ty(t) — Tyt)] - e=*® < L ||y(t) — Y(t)||a und dhnlich ergibt sich
y(t)

V,etnacs [Tu(t) - U|€”<L!Mﬂ Gl Insgesamt erhilt man also |[Ty(t) -
T5(t)lla < £ - [y(t) = 5(0)|las wobei £ < 1 fiir a > L gilt.
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Bemerkung. Die Voraussetzungen 1 bis 3 zeigen nun, dass der Fizpunktsatz 5.4.4 an-
wendbar ist und genau ein Fizpunkt 7 € A — d.h. genau eine Lisung 5 : [ — @Q des
Anfangswertproblems y' = f(x,y) Ny(x) =y — ezistiert.

Satz 6.3.5. Satz von Picard-Lindel6f

Sei (z,y) € G C RxR™ — f(x,y) € R™ auf dem Gebiet G stetig und bzgl. y lokal
L-beschriankt. Dann gibt es zu jedem Punkt (z,7) € G eine kompakte Quaderumgebung
I xQ C G, so dass das Anfangswertproblem ' = f(z,y) Ay(2) = ¢ eine auf I eindeutige
Losung y : I — @ besitzt, welche man bei beliebiger C°-Startabbildung 1 : I — Q mit
yo(z) = y durch Picardsche Iteration Vien yri1 = Tyry1 als Grenzwert y = limy_ o yg
gewinnen kann.

6.4. Lineare Differentialgleichungen

A. Lineare Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung

Satz 6.4.1. Satz iiber 16sungen von linearen DGL

Ein lineares Differentialgleichungssystem 1. Ordnung v’ = A(z)y + b(z) in R™ mit A, b €
C°(I) besitzt durch jeden Punkt (z,9) € I x R™ genau eine Losung. Diese ist auf ganz T
definiert und kann durch Picardsche Iteration gewonnen werden.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch eine Modifikation des Beweises von Satz 6.3.2
und betrachten ein beliebiges kompaktes Intervall Iy C I mit & € I.

1. Wegen G = I x R™ ist der Operator y — Ty fiir alle y : [y — R™ definiert und
liefert eine Selbstabbildung T : C°(Iy — R™) — C%(Iy — R™). Die Konstruktion
einer Quaderumgebung I x @Q bzw. der Menge A = C°(I — Q) ist unnétig.

2. Da die Funktion x € Iy — ||A(z)|| auf einem kompakten Intervall stetig ist, existiert
L = max, 7 ||A(7)||. Nach Satz 5.4.2 gilt damit V |A(z)| < a- ||A(z)|| < a- L
und man erhilt

Voel, Yugerm [f(2,y) = f(2,9)] = [A(2)(y = 9)| < - Lly = 7],

d.h. (z,y) — f(x,y) = A(x)y + b(z) erfiillt auf ganz I, eine globale L-Bedingung
bzgl. y. Durch Verwendung einer gewichteten Norm erreicht man, dass y — Ty
kontrahierend ist.

wGYQ

]

Der Banachsche Fixpunktsatz liefert nun eine eindeutige Losung v : Io — R™. Da Iy C I
beliebig gewihlt wurde, ist diese Losung sogar auf ganz I definiert.

Satz 6.4.2. 1. Die Losungsmenge L eines homogenen linearen Differentialgleichungs-
systems ¢/ = A(z)y in R™ mit A € C°(I) bildet einen m-dimensionalen Unterraum
von C*(I — R™). Jede Losung lisst sich also als Linearkombination von m linear
unabhéngigen Lésungen darstellen.

2. Fiir jeden Punkt x € [ 'ist I, : y € £ — y(x) € R™ ein Isomorphismus. Die lineare
Unabhéngigkeit von Losungen muss also nur an einer festen (aber beliebigen) Stelle
x € [ iiberpriift werden.

196



6.4. Lineare Diflerentialgleichungen

Beweis. 1. Offensichtich ist £ ein Unterraum, denn mit v,y ist auch ciy; + coy» eine
Losung von ' = A(z)y. Nun bestimmen wir eine Basis von £ und wihlen dazu ein
festes © € I. Die m Anfangswertprobleme y(z) = e, — wobei ¢, fiir 1 < k < m die
Standardbasis von R bezeichnet — besitzen nach Satz 6.4.1 jeweils eine eindeutige
Losung yy, die wegen

auw=0=| 1 | =D aer=Y ayu(@) =0
k=1 k=1 k=1

Cm

linear unabhingig sind. Fiir eine beliebige Losung y € C'(I — R™) mit etwa
y(T) = ¢ = Y0t cper gilt zudem y(x) = Y00, cker = Y0, cryr(2). Die Eindeu-
tigkeitsaussage aus Satz 6.4.1 liefert y = 7", cxyx, d.h. die Abildungen v, ..., yn
erzeugen den ganzen Losungsraum £ und bilden insgesamt eine Basis.

2. Da die Linearitat von [, klar ist, betrachten wir Kernl, = {y € £ | y(x) = 0}. Aus
der eindeutigen Losbarkeit des Anfangswertproblems y(0) = 0 folgt sofort Kernl, =
{0} und man erhélt die Injektivitét von [,. Da aber [, linear ist und dim £ = dim R™
gilt, ist [, sogar bijektiv.

[

Beispiel. Das homogene System

besitzt die Lésungen

n@) = (") wnd o) = (G507,

COS & sin x

die wegen

)00 = (1 )

linear unabhéngig sind. Daher bilden y;,y> eine Basis des Losungsraums £ und jede
Losung ist eine Linearkombination

Y = C1y1 + coyp mit ¢1,c0 € R

Bemerkung.

1. FEine Basis y1, . .., Ym des Losungsraums L heifit auch ein Fundamentalsystem (oder
ein Hauptsystem) der homogenen Differentialgleichung in R™.
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2. Man kann m beliebige Losungen yi, ..., Yym spaltenweise zu einer (m x m)-Matriz
Y = (y1,--.,Yn) anordnen, genannt Wronski-Matriz mit zugehiriger Wronski-Determinante
x €1 — w(x) =detY(zr) € R. Sie geniigt der Matrizdifferentialgleichung Y’ =
Az) - Y.

3. Falls y1,...,Yym ein Fundamentalsystem ist, heifst ¥ = (y1,...,Ym) eine Fundamen-
talmatriz der homogenen Differentialgleichung. Nach Satz 6.4.2 ist eine Wronski-
Matriz Y genau dann eine Fundamentalmatriz, wenn ein © € I mit w(z) # 0
existiert. Bei beliebigen Funktionen y1,...,ym € CY(I) D L kann es allerdings vor-
kommen, dass (y1,...,Ym) requldr ist, aber Yper y1(2), ..., ym(x) linear abhdngig
sind.

4. Die allgemeine ldsung eines homogenen Systems kann man schreiben in der Form
Y= > cyr =Y - c mit einer Fundamentalmatriz Y und c € R™.

Satz 6.4.3.

1. Die Losungsmenge einer inhomogenen linearen Differentialgleichung v = A(z)y +
b(z) in R™ mit A,b € C°(I) bildet einen m-dimensionalen affinen Unterraum von
C(I). Fiir jede Losung gilt dann

Y=uyp+ > lp=Yyp+Y-c
k=1

fiir ein ¢ € R™, wobei y, eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung
und ) eine Fundamentalmatrix des zugehorigen homogenen Systems ist.

2. Ein partikuldres Integral y, kann aus einer Fundamentalmatrix ) des homogenen
Systems durch Variation der Konstanten

=Y [

bestimmt werden.

Beweis.

1. Die erste Aussage ist analog zu dem eindimensionalen Fall in Kapitel 6.2, denn y
ist genau dann eine Losung von y' = A(z)y + b(x), wenn y — y, eine Losung von
Yy = A(x)y ist.

2. Da fiir die Fundamentalmatrix )} der homogenen Differentialgleichung v = A(zx)y
stets Y/ = A - Y gilt, liefert der Ansatz y(z) = Y(z) - ¢(z) die Beziehung

Y=Y etV =AYtV d=Ay+Y-¢

und die Annahme y/'(z) = A(z)y(z) + b(z) fithrt zu der Bedingung b = ) - ¢. Dieses
lineare Gleichungssystem y,¢} + ... + yn ¢, = b kann — da Y regulir ist — eindeutig
nach ¢ aufgelost werden. Explizit gilt

c’:y_1~b<:>c:/(y_1~b)—|—5

mit einer vernachlissigbaren additiven Konstanten ¢ € R, d.h. y, =Y - [(Y ™' - b).
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]

Bemerkung. Differentialgleichungssysteme y' = f(x,y) — auch lineare System y' =
A(z)y + b(x) — sind nur selten explizit losbar. Anders ist es im Falle homogener linearer
Systeme mit konstanten Koeffizienten, d.h. im Falle von y' = A-y mit A € M(m x m,R).
Die Lisungsidee besteht dabei aus der Ahnlichkeitstransformation der Matriz A durch eine
requlire Transformationsmatriz T auf eine einfache Normalform J = T-1AT. Dann ist
z genau dann eine Losung von 2/ = J -z, wenn y =T - z eine Lisung von y' = A -y ist
(denny =T =TJz=TJT 'y = Ay).

Spezialfall 1: Sei A reell diagonalisierbar, d.h. A = TDT™' mit D = diag(\y, ..., \n)-
T = (z1,...,2m) enthdlt dann (spaltenweise) die Eigenvektoren zu den Figenwerten
A,y A von A, Dann ist Z(z) = diag(eM®,..., e’ %) eine Fundamentalmatriz
von z' = Dz, denn es gilt

)\1€>\1$
Z(x) = =D - Z(x) sowie det Z(0) =det E =1 # 0,
)\me)\'mx

und Y(x) = T - Z(x) eine Fundamentalmatriz von y' = Ay. Ihre Spalten x —
yr(x) = 2™ liefern dann Fundamentallbsungen von y' = Ay.

Spezialfall 2:

A sei dhnlich zu einer Jordan-Matriz J mit reellen Figenwerten Ay, ..., \, — d.h.

J=T1AT =
mit Jordan-Blocken
Ao 1
Ao -
J, = € M(ly X 1y, R).
S
Aa

Eine Funktionalmatriz von 2’ = Jz ist dann

Zl(l')
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mit Blocken der Form

1 =« %xQ e ﬁxla_l
1 T e (la£2)!$la_2
Zo(z) = 1 cete?,
T

1

wobei det Z(0) = det E =1 # 0 gilt. Eine Fundamentalmatriz von y' = Ay ist dann
V(z)=TZ(x).

Allgemeinfall:

A besitze echt komplexe Eigenwerte \. Diese treten wegen

det(A — AE) =0 & det(A — AF) =det(A— \F) =0

aber als konjugiert kompleze Paare (X, \) mit gleichen Vielfachheiten auf. Auch die
zugehorigen Figenvektoren und Hauptvektoren sind wegen

(A= AE)zpy1 = 21, & (A — AE)Zpyq = %),

stets konjugiert komplexr wahlbar. Man kann also annehmen, dass

A
J = . de:(”Jziizy”,awujh”)

<
Q

gilt. Die Fundamentalmatrizen Z(x) von z' = Jz bzw. Y(x) = TZ(x) von y' = Ay
besitzen also die komplexe Gestalt

Z,]
Z = - baw. Y= (.. [y u]- [T )

N
°
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6.4. Lineare Diflerentialgleichungen

Die echt komplezwertigen Lésungspaare (y,7) kann man durch die reellen Losungs-
paare (Y1, Yo) mit

i = Re(y) = 5(y+7)
bzw.
o= n(y) = -y~ 7)

ersetzen und erhdlt eine reelle Funklionalmalriz

Y= (, Re(y1), ..., Re(y) .-, Im(y1), ..., Im(y) ,)

Beispiele.

Gegeben sei das homogene lineare Differentialgleichungssystem

0 1 Y =
’:A:< )@{1 )
P 0T e = w

Die Eigenwerte von A sind als Nullstellen des charakteristischen Polynoms

XA(t>:‘_t 1

1 _t‘:t2—1:(t—1)(t+1)

durch A\; = 1 und Ay = 2 gegeben, d.h. A ist reell diagonalisierbar. Die Eigenvektoren
21 bzw. 2z erhélt man als Losung des Gleichungssystems (A — A\ 2F)z = 0, also
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6. Gewohnliche Differentialgleichungen

eine Fundamentalmatrix von 2z’ = Tz ist, ist

—e [§]

Vo) =120 = (] %)

eine Fundamentalmatrix von vy = Ay, d.h.

1 —x —x : 1 T T
y1(z) = )¢t =~ae sowie yo(z) = 1) e = =e

sind die Fundamentallésungen von y' = Ay.

Wir untersuchen das Differentialgleichungssystem i’ = Ay, wobei

Al
A= A

I

schon eine Jordan-Matrix ist. Dann ist

V(z) = 1 = M
. e et

eine Fundamentalmatrix und

1 T 0
yi(z) =10 e/\xa Yao(w) = 1e* und ys(z) = | 0 | e
0 0 1

ein Fundamentalsystem.
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6.4. Lineare Diflerentialgleichungen

Gegeben sei

1 -1 Yi = Y1— Y
"= A =< > @{1 )
P )P T e = mw

Die Matrix A besitzt die Eigenwerte \; o = 1 £ ¢ mit den Eigenvektoren

z = <i> und 29 = %1 = <_12> ,

d.h. es ist

J_<AA>_G+i1_JuMT_@M@_<i;§.

Damit erhalt man

sowie

Z‘e(lJri)x _ie(lfi):p

L 1@x>=@wy@»

el el

ﬂ@:Tﬂ@:<

Wegen e(1+1)? = %' = % (cos x + isinz) gilt

7i(x) = Re (y(x)) = <—sinas> o

COsS T

und

Bale) = m (y(x) = (Cor ) e

sin x

Damit erhélt man das reelle Fundamentalsystem

V() = <— sinz  cos x> o

cosx sinzx
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6. Gewohnliche Differentialgleichungen

B. Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung

Eine lineare Differentialgleichung héherer Ordnung besitzt die Standardform

mit a,, = lund ay, ..., a,_1 € C°(I) und lisst sich ausfiihrlich durch ™ +a,, 1 (z)y™1+
...+ ao(x)y = b(z) beschreiben. Es kann durch 7, = y*~Y, also
Yy
y= : :
y(m_l)

in das lineare Differentialgleichungssystem 1. Ordnung

0 1 0 e 0 0
0 0 o0 _
j = gl | =A@ T
0 1 bz)
—ap(z) —ar(x) —az(x) - —ap,_1(x)

umgeformt werden, d.h. die fiir Systeme 1. Ordnung gewonnenen Ergebnisse kann man
auf Systeme hoherer Ordnung sinngeméf iibertragen.

Satz 6.4.4.

1. Bei einer linearen Differentialgleichung héherer Ordnung der Form (x) gibt es zu
den vorgegeben Anfangsbedingungen y(zo) = yo, v'(z0) = p1, ..., y™ VN (z0) = P
genau eine Losung y : [ — R. Diese ist auf ganz [ definiert.

2. Die Losungsmenge bildet

e im homogenen Fall b = 0 einen m-dimensionalen linearen Unterraum
e im inhomogenen Fall b # 0 einen m-dimensionalen affinen Unterraum

des Vektorraums C™(I).

Bemerkung. Wir betrachten weitere Ubertragungen von Begriffen und Eigenschaften li-
nearer Differentialgleichungssysteme auf Differentialgleichungen hoherer Ordnunyg.

1. Die Wronski-Matriz bzw. Fundamentalmatriz einer homogenen Differentialgleichung
Yo ar(x)y® =0 ist

Bl
y(m) - ! :x ‘. ym: ZU
gy @) ey Y(2)

und besitzt die gleichen FEigenschaften wie die Wronski-Matriz bzw. Fundamental-
matriz eines linearen Differentialgleichungssystems.
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6.4. Lineare Diflerentialgleichungen

2. Zur Bestimmung einer speziellen Lisung y,(x) = Y(z) - c¢(x) einer inhomogenen
Differentialgleichung héherer Ordnung kann man fir
Yp

Yp = :
,y[()m—l)

eine Variation der Konstanten durchfihren. Zu Losen ist dann

o fma o e, = 00
y-c’:b@{ : : ?
W e+ o+ N, = b(x))

Die eindeutig existierenden Lésungen ¢, ..., c.. fihren zu ci,..., ¢y, womit man

Yp = C1Y1 + ... + Y, erhilt.
Beispiele. Wir untersuchen die Gleichung " = = + y.

1.

Zunichst betrachten wir die homogene Gleichung y” —y = 0 und sehen die Losungen
y1(x) = coshx, yo(z) = sinhz, ys(x) = €*, ys(x) = e*. Wegen

det Y(x) = det (y,l y?

U Yo

~ det coshx sinhz
= %\ sinhz coshz

) =140

bildet (y1,y2) ein Fundamentalsystem und wegen

i e:) = det Y(0) = —2£0

e —e

bildet (y3,v4) ein weiteres Fundamentalsystem.

2. Ein partikulares Integral der inhomogenen Differentialgleichung iy’ —y = x finden wir
durch Variation der Konstanten iiber den Ansatz y,(z) = ¢;(z) cosh z + co(z) sinh .

Es ist zu Losen
{c’l(x) coshx + dy(x)sinhe = 0}

di(z)sinhz + dy(z)coshe = =z
Man erhélt ¢ (z) = —zsinhx bzw. ¢,(x) = x coshz und damit ¢;(x) = —z coshz +
sinhx bzw. cy(x) = xsinhaz — cosha. Dies fithrt zu y,(z) = —x und daher zu der
allgemeinen Losung y(z) = —x + ¢; cosh z + ¢o sinh .
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6. Gewohnliche Differentialgleichungen

Bemerkung.

Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung sind nur selten explizit losbar, wenn die
Koeffizienten von x abhdngen. Anders ist es bei homogenen linearen Differentialgleichun-
gen hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten der Form

Sumznzoaky(k) =0 fir a,, =1Nag,...,0n_1 € R.

Der Lisungsansatz y(x) = e liefert

m

Z ak(e)‘x)(k) = (Z ap\F)e Loe Z ap\F =0,
k=0 k=0 k=0

d.h. genau die Nullstellen \; des sog. charakteristischen Polynoms t — x(t) = 1", axt”
der Differentialgleichung sind Lisungen der Form x +— e**. Dies ergibt i.A. aber nicht
genug Funktionen, um eine Basis des Losungsraums zu bilden.

e Das charakteristische Polynom zerfillt in C vollstandig in Linearfaktoren x(t) = (t—

)8 (E= ) mit paarweise verschiedenen \; € C und l; € N, wobei Y5, I, = m
gilt. Man kann zeigen, dass die Funktion

Az h—1 \x ArT ArT lr—1 M\

Az
yre Tt T e e e T e T)

x— (e
ein evtl. komplexes Fundamentalsytem der Differentialgleichung darstellt.

Echt komplexe Nullstelle von x treten als konjugiert kompleres Paar (\,\) = (o +

i3, — i) mit gleichen Vielfachheiten auf und liefern konjugiert kompleze Losungs-

22 s g(x) = a#e’). Diese kann man ersetzen durch reelle

)\x) —

paare (z — y(x) = zte
Lésungspaare (x — 71(z) = Re(z#e??) = z+e®® cos(fBx),x — Po(x) = Im(ate
xHe” sin(ﬁm)).

Beispiele.

1. Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung v — 4" + 3y —y = 0 ist
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X)) =t —t*+t—1=(t*+1)(t —1) = (t —4)(t +14)(t — 1). Daher erhiilt man das
komplexe Fundamentalsystem z — (¢, e~ e®) und das reelle Fundamentalsystem
x +— (cosx,sinz,e”).

Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung y™® + 2y” + y = 0 ist
x#) =t +2t2 4+ 1= (1> + 1) = (t — 1)%(t +4)%. Daher erhilt man das komplexe
Fundamentalsystem z +— (e, ze™ e ze™) und das reelle Fundamentalsystem
x +— (cosz,xcosx,sinx, rsin).

Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung v — y” = 0 ist x(t) =
t3 —t* = t*(t — 1). Daher erhélt man das Fundamentalsystem x +— (1, x,e%).



7. Integralrechnung in mehreren
Veranderlichen

7.1. Das Riemannsche Integral iiber Quaderbereichen

Wir betrachten beschriankte Funktionen f : Q C R™ — R auf einem abgeschlossenen
Quader Q = [ X...x I, mit ¥y <x<y, I = [ag, bx] C R. Der Ordinatenmenge {(z,y) € R™ x
R|lzeQAye0f(x)} soll ein erniinfitges (vorzeichenversehenes) (n + 1)-dimensionales
Volumen zugeordnet werden.

A. Verallgemeinerung des Riemannschen Integrals iiber Intervallen

Wir iibertragen die Begriffe der eindimensionalen Integralrechung aus Kapitel [4.5

e Zerlegung: Fiir n = 1 ist eine Zerlegung eine Teilmenge Z = {a = ¢y < 77 <
... < x5 = b} des Intervalls I = [a,b] und liefert Teilintervalle I, = [z)_1, z;]. Fiir
n > 1 ist eine Zerlegung ein kartesisches Produkt Z = Z; x ... x Z,,, das Teilquader
Qky . oy = D1k X ... X Iy, liefert. Durch eine bijektive Zuordnung {(k, ..., k,)} —

{1,..., N} erhiilt man die Teilquader Q1,...,Qy mit Qp = IV x ... x I\".

e Inhalt und Feinheit: Fiir n = 1 ist der Inhalt eines Teilintervalls |Iz| = Axy
und die Feinheit einer Zerlegung | Z|| = max, _, & [lx|. Fiir n > 1 ist der Inhalt
eines Teilquaders |Q| = \1,51)\ e \1,5")\ und die Feinheit einer Zerlegung ||Z] =
mac{|Z1]. ., |1 Zall}

e Verfeinerung: Fiir n = 1 ist Z’' genau dann feiner als Z, wenn 7’ O Z gilt. Fiir
n > 1ist Z’ genau dann feiner als Z, wenn Vi<x<, Z; feiner als Z gilt (d.h. alle
Quaderecken von Z sind auch Quaderecken von Z').

¢ Riemannsche Summen und Variation von f bzgl. Z: Die Riemannsche Ober-
summe ist

N
Rp(Z) = 3 My |Ql
k=1

mit M), = sup,cq, f(z). Die Riemannsche Untersumme ist

N
Ry(Z) =3 my, |Q4l
k=1
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7. Integralrechnung in mehreren Verdnderlichen

mit my, = inf,cq, f(z). Dabel existieren M), und my, stets, da f(Qr) C R beschrankt
und nichtleer ist. Die Variation oder Schwankungssumme von f bzgl. Z ist

Vi(Z) = Ry(Z) — By(Z) = ;; [Aflg, 1@kl

mit [Aflg, = sup{|f(z) = F(@)] | 2.7 € Qu).
¢ Riemannsche Ober- und Unterintegral: Das Riemannsche Oberintegral ist
Ry = inf{R;(Z) | Zist Zerlegung}
und das Riemannsche Unterintegral ist

R; = sup{R;(Z) | Z ist Zerlegung}.

Definition. FEine beschrinkte Funktion f : (Q C R™ — R ist dber dem abgeschlossenen
Quader genau dann Riemann-integrierbar, wenn R; = Ry gilt. Das Riemann-Integral ist
dann

Rf:Rf:Rf:A?f(x)dx:/Qf(xl,...,xn)d(xl,...,xn).

Bemerkung. Auch die Kriterien der eindimensionalen Integralrechung aus Kapitel [{.5]
lassen sich sinngemdf tibertragen:

o Satz liefert die Kennzeichnung der Riemann-Integrierbarkeit:

f:Q CR" — R Riemann-integrierbar < V.o 3zeriequng z V§(Z) < €

Beweis.

,=" Bssei f:Q CR" — R Riemann-integrierbar mit R; = [ f(z)dr und € > 0
beliebig. Dann existieren Zerlegungen 71, Z; von @ mit Ry 4 5 > Ry(Z;) und
Ry — 5 < Ry(Z). Da die Zerlegung Z = Z, U Z, feiner als Z, bzw. Z, ist, gilt
Ri(Z) < Ry(Z,) bzw. R;(Z) > Ry(Z>) und man erhilt

Vi(2) = By(2) = B{(2) < Rp(Z) = By(Z) < (Ry+5) = (B —5) = =

»& Zu zeigen ist Ry = R;. Zu einem beliebigen e > 0 existiert nun eine Zerlegung

Z mit Vi(Z) = Ry(Z) — Ry(Z) < e. Wegen Ry(Z) < Ry < Ry < Ry(Z) gilt
dann auch R; —R; < €. Dace > 0 beliebig gewihlt werden kann, folgt R, = Ry.

]

o Satz[{.5.9 liefert eine hinreichende Bedingung der Riemann-Integrierbarkeit:

f:Q — R stetig = f Riemann-integrierbar
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7.1. Das Riemannsche Integral iiber Quaderbereichen

o Ein Zwischenpunktvektor zur Zerlegung Z ist T = (Ty,...,Ty) mit Vo, T € Qg
und eine Riemannsche Summe von f bzgl. Z und T ist Ry(Z,T) = Yon_y f(T)|Qxl.
Fiir eine Riemann-integrierbare Funktion f : Q — R liefert Satz[{.5.5 damit

lim || 21 = 0 = lim Ry(%,7) = A)f(:p)dx
und ein Korollar davon ist

Yeso oo (I12]] < 6 = ‘RJ«Z,Q;) —/Qf(x)da; <o)

bzw. in kurzer Schreibweise lim)z—o Rf(Z,T) = [q f(x)dz.

Die Grundeigenschaften der eindimensionalen Integralrechung lassen sich ebenfalls auf
beschrinkte Funktionen f : () — R iibertragen.

e Wenn f auf @ Riemann-integrierbar ist, ist gemaf Satz auch |f| auf |Q|

Riemann-integrierbar mit

| @] < [ 15(@)lda.

Beweis. Zunéchst zeigen wir die Riemann-Integrierbarkeit von |f| und finden dazu
fiir ein vorgegebenes € > 0 eine Zerlegung Z mit Vs (Z) < €. Fiir jede Zerlegung Z
von () folgt mit der umgekehrten Dreiecksungleichung

Vewear I1f@)] = F@I] < 1f(@) = )] < [Afla, = |AlfI],, < IAfla,
und daher

N N
Vin(2) = X[ Al 1, 10u1 < 3 18 10,104 = Vi(2).

Da f Riemann-integrierbar ist, existiert eine Zerlegung Z mit Vy(Z) < ¢, also mit
Vin(Z) <e.

Nun zeigen wir die Dreiecksungleichung der Integralrechnung und verwenden dazu
die Eigenschaft lim| zy—o Rf(Z,T) = [q f(x)dx. Fiir beliebige Riemannsche Summen

gilt
N N
Ry (Z,7)| = |3 f@) 1Qul| < D0 1f (@) 1Qu] = Ry (2, 7).
k=1 k=1
Da || stetig ist, liefert der Grenziibergang die angegebene Ungleichung. ]
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7. Integralrechnung in mehreren Verdnderlichen

B. Der Satz von Fubini fiir Quaderbereiche

Wir fiihren die Berechnung von Mehrfachintegralen auf die iterierte Berechnung von
Einfachintegralen — etwa mit Hilfe von Stammfunktionen — zuriick.

Lemma 7.1. P C R?, Q C RY seien Quader und x € P+— g(z) e R,y € Q — h(y) € R
seien Riemann-integrierbar. Dann ist auch (z,y) € P x Q C R? x R? — f(z,y) =
g(x)h(y) € R iiber dem Quader P x () Riemann-integrierbar mit

[, fawday) = ([ g@iz) ([ nwy).

Beweis. Die Funktionen g und A sind nach Voraussetzung Riemann-integrierbar und da-
mit beschriankt, d.h. es existiert ein M > 0 mit Vyep |g(x)] < M und V,eq |h(z)] < M.

1. Integrierbarkeit von f:
Zerlegungen Z; von P und Z5 von () liefern Zerlegungen Z = Z; X Zy von P X Q)
und umgekehrt. Fiir jeweilige Teilquader P;, @, und P; x @, gilt

(,9), (¢, y) € Py x Qy,
= |f(@,y) = F@ )| = |(9(x) = 9(@)h(y) + (hly) = h(¥))g(x")
\ g(@) = g(@))h()| +|(hy) = h(y))g(")
M (|g(x) = g(2)| + |h(y) = h(y/)])
< M (|Agly, + ALy, )

und damit |Af]PjXQk < M(|Ag|p,+|Ah|g, ). Falls nun fiir ein vorgegebenes £ > 0 die

Zerlegungen Z; bzw. Zy so gewahlt werden, dass V,(Z;) < 2M\Q| bzw. Vi, (Zs) < 2M€|P|
gilt, folgt

= Z |Af|ijQk | Pj X Q]
< ZM (1891, + 1Aklg, ) Py X @l
=|P;j||Qxl
= M- KZ |Aglp, |le> 2 1@kl + (Z |Ahlg, |le> > IPjI}
J k k J
=M (Vo(Z1) - Q[+ Vi(Za) - |P|) < ¢
d.h. f ist Riemann-integrierbar.

2. Integral von f:
Zwischenpunktvektoren T zu Z; und g zu Z, liefern Zwischenpunktvektoren (Z,7)
7u Z = Z1 X Zy und umgekehrt. Fiir diese gilt

Ry (2, (z fojvyk [P X Qxl

R @ hm)
= <Zg(fvj)|Pj\> (; h(ym@k\)

= Ry(Z1,7) - Ry(Z2,7).
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7.1. Das Riemannsche Integral iiber Quaderbereichen

Wegen || Z1]|, | Z2|| — 0 < || Z]] — 0 folgt die Behauptung durch Grenziibergang.

Satz 7.1.1. Satz von Fubini fiir Quaderbereiche
(r,y) € PxQ C R? xR? — f(z,y) € R sei Riemann-integrierbar und fiir alle x € P
existiere F'(x) = [, f(z,y)dy. Dann ist F' iiber P Riemann-integrierbar und es gilt

LXQ f(@,y)d(z, y) = AF(m)dm.

Beweis.

1. Integrierbarkeit von F"
Fiir eine Zerlegung Z = Z; x Zy von P x () mit Teilquadern P; x @), gilt

Vawer, |F(e) = F@)] = |[ (Fe.) = 7))

> [ (Flay) - @) dy‘

k k

< S| [, ()~ )

<3, ) = S )l dy < 181 g 1

und damit auch
k

Falls nun fiir ein vorgegebenes ¢ > 0 die Zerlegung Z so gewéhlt wird, dass V;(Z) < ¢

gilt, folgt:
Vi(Z1) =Y _|AF|p [Pl <) (Z VPSS |Qk|> 1P| (7.1)
J J k
=2 |Aflpxq, 1@k x Pil = V§(Z) <e, (7.2)
Jk

d.h. F' ist Riemann-integrierbar.

2. Integral von F:
Da fiir eine beliebige Zerlegung Z = Z; X Z, und einen beliebigen Zwischenpunkt-
vektor 7 zu Z; stets Rp(Z)) < Rp(Z1,T) < Rp(Zy) sowie Rp(Zy) < [p F(x)dr <
Rp(Z;) gilt, erhélt man

<

‘RF(Zba:)—LF(x)dx < Br(Z) = Rp(2)) = Vil Z)

Vi(Z). (7.3)
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7. Integralrechnung in mehreren Verdnderlichen

Weiter liefert obiges Lemma mit x € P; — g(z) = 1 und y — h(y) = f(z;,y) fiir
alle Teilquader P; x @) stets

ijg f(@j,y9)d(z,y) = LjXQg(x)h(y)d(way) = <ng(w)dfr> (/Q h(y)dy>

() (o) s nn

=Y F() |7
=X, ,XQf@,y)d(as,y)
—ZLXQk ().

Daraus folgt

‘RF(ZhI> - ﬁXQ f(%y)d(x,y)‘ _

(7.4)
S fpo f@ o) =3 [ o)
(7.5)
=132 o, U = ) <32 [ 17(w9) = fo)ldGag)
' (7.6)
< Z |Af|ijQk |P; x Q| = Vi(2).
' (7.7)

Aus 1} und 1) folgt nun ‘fp F(z)dr — [pyq f(ﬂ%y)d(%y)‘ < 2Vy(Z). Da aber

zu jedem € > 0 eine Zerlegung Z mit 2V;(Z) < e existiert, gilt [p F(z)dr =
fPXQ f(xv y)d(l‘,y)

Bemerkung.

1. Nach Satz und Satz qilt fiir eine stetige Funktion f : Q C R — R mit
Q = [a1,b1] X ... X [an, by,] stets

/fxl,..., (551,---,%):/:" (---([lljlf(xl,...,xn)d:El)---)dmn

unabhdngig von der Rethenfolge.
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7.1. Das Riemannsche Integral iiber Quaderbereichen

2. Aus der Ezistenz von

[ (L stowria)

4ﬂ%www>

folgt nicht die Existenz von

auf Q = a1, b1] X [az, by].
Beispiel. Es sei f: Q) =[0,1] x [0,1] — R durch

i
(z,y) EQ'—’f(x>y):{ ;m fﬁi z;%

definiert.

e Dann existiert fiir alle y € [0, 1] die Funktion

1 1 .
Plo) = [ fade={ Byer i 1R -1,

fir

also existiert auch

1 1
/ F(y)dy = / ldy = 1.
0 0

Es ist daher

Al (Alf(x,y)dl) dy—1.

e Sei nun Z = Z; X Z eine beliebige Zerlegung von [0, 1] x [0, 1] mit etwa Z; = {0 =
o<z <...<zxy=1}sowie Zo ={0=yy <wy1 <...<yy =1} und 0.B.d.A.
sei x; = % € Zy. In den Teilrechtecken Qjx = [xj_1, ;] X [yk—1, ys] gilt dann

IN . 1—2z;, fir 0<j<lI
Qjk 2z — 1 fir [+1<7< N’

also
M N
Vi(Z) =3 IAflo,lQikl = D2 1A flgAzy - Ayx = D (D [Aflg, Ary) Ay
J.k Jik k=1 j=1
M l
= (Z Ayk) (Z (1—2z;1)Az; + Z (2z; — 1)ij>
= =1 j=l+1
=1
l N l N
= (X Ar+ 3 2mA3;) — (320 A2+ 3 Ax)
j=1 j=l+1 j=1 j=l+1

- Rg<Zl,f) - Rh<Z1,T/)
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7. Integralrechnung in mehreren Verdnderlichen

mit den Riemannschen Summen Ry (Z;,T) bzw. R,(Z;,7') der stetigen Funktionen

o gl) = 1 fir z< %
I =2 fir =« > %
bzw.
2z fir <1
= =3
v = h{z) { 1 fir z>3
fir 7 = (x1,...,2n) bzw. T = (zo, ..., xN_1). Also ist

lim Vi(Z)= lim R,(Z.T)— lim Ry(Z.,T
1Z]|=0 1(2) 1Z1]—0 o(21,7) 1Z1]—0 w2, 7)

= Alg(x)dx—%)lh(x)cm = ; # 0,

d.h. f ist iiber ) nicht Riemann-integrierbar.

7.2. Das Riemannsche Integral iiber
Jordan-messbaren Bereichen

Wir erweitern den Integralbegriff auf beschrinkte Funktionen iiber (nicht notwendig
quaderformigen) beschriankten Bereichen B C R™. Dabei ist jeder Menge B C R die sog.
charakteristische Funktion

1 fir € B
T X =0 fir re¢B

zugeordnet. Ist eine Abbildung f : B — R vorgegeben und ) D B ein — da B beschrankt
ist, existierender — beliebiger Quader, so ist die triviale Fortsetzung xpf von f durch

_[fl@) fir  zcB
xEQHXBf(w)_{() fir z€Q\B

definiert.

Definition. Eine beschrinkte Funktion f: B C R® — R auf dem beschrinkten Bereich
B heifit (iiber B) Riemann-integrierbar, wenn ihre triviale Fortsetzung xgf : Q — R
auf einem (und damit jedem) Quader Q) O B Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall sei

Aﬂ@h—@mﬂmm

Bemerkung.

1. Die Integrierbarkeit von f dber B hingt also von der Funktion f (,Hohe“) und von
dem Bereich B (,Grundfliche®) ab. Dabei ist jedoch xpf auf Q — selbst wenn f auf
B stetig ist — 1. A. unstetig.
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7.2. Das Riemannsche Integral iiber Jordan-messbaren Bereichen

2. Wir untersuchen zundchst, ob die Funktion v € B — 1 € R dber B integrierbar ist.

Nach der Regel

Volumen (im R"™) = Grundfliche (im R™) - Hdéhe
[p ldx = n(B) : 1

muss die Menge B in diesem Fall ,messbar® sein.

Definition. Fine Teilmenge B C R"™ heifit Jordan-messbar, wenn (sie beschrinkt ist
und) fir einen Quader Q D B das Riemann-Integral

u(B) = [ 1dr = [ xp(x)ds

existiert, wobei u(B) Jordan-Mafl von B heifit. Eine Teilmenge N C R" heifit Jordan-
Nullmenge, wenn sie das Jordan-Maf$ (B) = 0 besitzt.

Bemerkung.

1. Diese Definition des Jordan-Mafes u(B) = [ 1dx ist unbefriedigend, da ein ,Fli-
cheninhalt” durch ein ,,Volumen® definiert wird.

2. Jordan-Nullmengen N konnen keine Innenpunkle besilzen, denn sonst gibe es einen
Wiirfel W C N mit p(N) > p(W) = [W| > 0. Fiir die Menge N aller Innenpunkte
der Menge N gilt also: N ist Jordan-Nullmenge = N = ().

Beispiel. Es gilt offenbar p(0) = 0 und u(Q) = |Q|. Die Menge B = QN Q? = {(z,y) €
Q C R? | 2,y € Q} ist nicht Jordan-messbar, da fiir alle Teilquader Q. einer beliebigen
Zerlegung Z von @ stets |Axp(7)|g,, = 1 gilt und damit V, ,(Z) = |Q| ist.

Bemerkung.

1. Man hat lange versucht, jeder (beschrinkten) Teilmenge B C R"™ ein Maf u(B) mit
den Minimaleigenschaften
(1) [Positivitdt] (B) >0
(2) [Bewegungsinvarianz| Kongruente Mengen haben das gleiche Majfs

(3) [Normierung] u(Q) = |Q| fir Quader @ C R"
(4) [Additivitdt] ANB =0 = p(AUB) = p(A) + pu(B)

zuzuordnen. Fir n > 3 existiert ein solches Maf jedoch nicht (Kugelparadoxon
von BANACH-TARSKI) und fir 1 < n <2 ist ein solches Mafl nicht eindeutig.

2. Die Jordansche Mafltheorie (— Riemannsche Integrationstheorie) liefert
ein Maf u(B) nur fir duferst ,gutartige“ Mengen B C R™. Die Lebesquesche Majf-
theorie (— Lebesquesche Integrationstheorie) liefert ein Mafi \(B) fir eine viel gré-
Bere Anzahl von Mengen (aber auch nicht fir alle). Man muss stets das Lebesgue-
Maj$ bzw. die (Lebesgue-) Nullmenge bzw. das Lebesque-Integral und das Jordan-Majf
bzw. die Jordan-Nullmenge bzw. das Riemann-Integral unterscheiden. Im Lebesque-
schen Sinne ist etwa B = Q N Q* C R? messbar mit \(B) = 0.
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7. Integralrechnung in mehreren Verdnderlichen

Definition. Fine Quadersumme (Quadergebiude) S C R" ist eine endliche — euvtl.
leere — Vereinigung S = Uj_; Q; nichtentarteter Quader Q1,...,Q, C R" mit paarweise

disjunkten Innenpunktmengen, d.h. V; C,DQj N Qk = (). Der Inhalt einer Quadersumme
sei |S| = 251 1Qjl-
Satz 7.2.1.

1. B C R" Jordan-messbar < zu jedem ¢ > 0 existieren Quadersummen S C B C T
mit [T| —|S]| <¢

2. N C R” Jordan-Nullmenge < zu jedem ¢ > 0 existiert eine Quadersumme 7" D N
mit [T < e

Beweis.

1. Nach Definition ist die beschrinkte Menge B C R" genau dann Jordan-messbar,
wenn fiir die charakteristische Funktion xg(z) = f(x) und einen Quader Q O B das

Riemann-Integral
x)dx
| 7@

,=" Nach Voraussetzung existiert zu einem vorgegebenen ¢ > 0 eine Zerlegung 7
von (Q O B mit Vy(Z) < €. Dabei gilt

= ) Mg Qx| + > M- |Ql = > Q4

QkCEB =0 QuNB£D ] -1 QrNB#D

existiert.

sowie

=y Mk Qul + > Mk Qx| = > |Qxl Fiir die Quadersummen

QCB ] QuCBAD 5 QkCB
U Qk: cBc |J Q=
QrCB QrNB#D

gilt daher |T'| —|S| = Ry(Z) — Ry(Z2) = V(Z) < ¢

»,<="* Die nach Voraussetzung existierenden Quadersummen S C B C T mit |T| —
|S| < e lassen sich als endliche (!) Vereinigungen — evtl. nach weiteren Un-
terteilungen — zu Zerlegungen Z; bzw. Z, eines umfassenden Quaders ) O B
erginzen. Fiir die gemeinsame Verfeinerung Z von Z; und Z; gilt dann

~— ~—
Z ist mindestens so fein wie 73 innen kénnen Teilquader hinzukommen

R(Z) > Ry (Zy) > 5]

sowie

Ry(Z) < Ry(Zs)

<
~—~ ~—
Z ist mindestens so fein wie Zs aufien konnen Teilquader wegfallen

also Vi(Z) = Ry(Z) — R;(Z) < |T| —|S| < e.

7],
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7.2. Das Riemannsche Integral iiber Jordan-messbaren Bereichen

2. Nach Definition ist eine Jordan-Nullmenge eine Jordan-messbare Teilmenge N C
R™, so dass gilt

éf(ac)dx =0

mit der charakteristische Funktion yy(z) = f(x) und einem Quader Q O N.

,=* Bei einer Jordan-Nullmenge N gilt fiir jede Quadersumme S C N stets S = ()
und damit |S| = 0, sonst besdke N Innenpunkte. Die Anwendung von 1. liefert
nun die Behauptung.

<= Mit S =0 C N ist N nach 1. insbesondere Jordan-messbar, d.h. es gilt
0<R; =R, = A?f(x)dx.

Zu jedem € > 0 kann man nun eine Zerlegung Z von @ O 7" D N konstruieren
mit

0< Ry <RyZ)<|T|<e,
d.h. es ist Ry = 0.
L]

Bemerkung. Satz[7.2.1 kann als intrinsische, integralfreie Definition der Jordan-Messbarkeit
verwendet werden. Bei der Entscheidung der Jordan-Messbarkeit einer beschrankten Men-

ge B C R™ spielen dann nur endliche Vereinigungen von Quadern eine Rolle, die B von
innen bzw. von auflen approximieren. Auch das Jordan-Maf$ selbst kann integralfrei be-
schrieben werden.

Definition. Fiir eine beschrinkte Menge B C R" emistiert p(B) = sup{|S| : S C
B ist Quadersumme} bzw. (B) = inf{|T| : T D B ist Quadersumme} und heifit das
innere Jordan-Maf bzw. das dufere Jordan-Maf von B.

Korollar.

1. B C R" Jordan-messbar < u(B) = 7i(B) [= u(B)]
2. N C R" Jordan-Nullmenge < f(N) = 0 [= p(N)]

Bewess.

1. Nach Satz ist B C R” genau dann Jordan-messbar, wenn zu jedem ¢ > 0
Quadersummen S C B C T mit |T| — |S| < ¢ existieren.

,= Selen S C B C T Quadersummen mit |T'| — |S| < e fiir ein vorgegebenes
e > 0. Dann gilt wegen |S| < u(B) < f(B) < |T| auch fi(B) — u(B) < €. Da

€ > 0 beliebig gewdhlt werden kann und stets pu(B) < u(B) < fi(B) gilt, folgt
(B) = u(B) = p(B).
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7. Integralrechnung in mehreren Verdnderlichen

,<=" Nach Definition von Supremum bzw. Infimum existieren Quadersummen S C
B C T mit u(B) — 5 < |S| baw. fi(B) + 5 > |T|. Wegen u(B) = fi(B) folgt
dann |T| —|S]| < e, d h. B ist Jordan- messbar mit p(B) = u(B) = [i(B).

2. Die Behauptung folgt unmittelbar aus der ersten Aussage.
O

Bemerkung. Wir geben einige Eigenschaften des inneren und dufSeren Jordan-Mafies im
R™ an:

1. AC B = pu(A) < u(B) und fi(A) < fu(B)

2. w(B) = u(B) und (B) = ( B)
3. u(Q\ B) =|Q| — n(B) fiir einen Quader Q O B

4. (OB) =(B) - u(B)

Beweis.

1. Die Aussage ist eine direkte Folgerung der Definition von Supremum und Infimum.

2. Zunéchst zeigen wir H(B) = (B). Sei dazu ¢ > 0 vorgegeben und S C B eine
Quadersumme mit pu(B) — 5 < [S]. Eine Verkleinerung der Teilquader Q C B
von S C B um ein ¢ > 0 in jeder Dimension liefert nun abgeschlossene Teilquader
Qs C Q C B. Insgesamt erhilt man eine Quadersumme S5 C B wobei fiir geniigend

kleine § > 0 stets |S| — |Ss5| < 5 gilt. Es folgt

g
wB) = wB )3|Sa| > 8-5 & w®)-e
BOB oS [S|-1Ss1<5 w(B)-£<|S|

also 0 < p(B) — ,u(B) < e. Da € > 0 beliebig gewahlt wurde, gilt ,u(B) wu(B).
Der zweite Teil der Aussage ist trivial, da fiir jede Quadersumme 7" C R" wegen
T =T stets BCT < BCT gilt.

3. Zu jeder Quadersumme S C B gibt es genau eine Ergéinzungsquadersumme
SOQ\Bmit SUS=Q und |S|+ 5| = |Q|. Damit folgt

A(Q\ B) = inf{|S| : § 5 Q\ B} =inf{|Q| - S| : S € B}
— Q| — sup{|S| : S € B} = |Q| - u(B)

4. Zunéichst gilt
f(0B) = a(Q\ (Q\ 9B)) = Q| — u(Q \ 0B)

und analog fi(B) = |Q| — u(Q \ B). Fiir einen Quader @ D B gilt weiter Q \ 0B =
BUQ\ B und wegen BNQ\ B = 0 folgt

QI = 7i(0B) = p(Q\ 9B) = u(B) + w(Q \ B) = u(B) + |Q| —

I
= 7(B) ~ u(B)R = i(B) — u(B) = H(0B).
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7.2. Das Riemannsche Integral iiber Jordan-messbaren Bereichen

Satz 7.2.2.

1. B C R™ Jordan-messbar = B und B Jordan-messbar mit u(B) = u(B) = u(B)

2. B C R™ Jordan-messhar < 0B Jordan-Nullmenge

Bewess.

o

1. Fiir jede beschrinkte Menge B C R" gilt stets H<B) < 7i(B). Damit folgt aus

o

AB) S EB) o uB)=p(B)
BcB B ist Jordan-messbar

die Jordan-Messbarkeit von B mit u(B) = m(B) = w(B)

u(B) < 7i(B) und

p(B). Analog gilt

aB)=pB) =
B ist Jordan-messbar BCB

d.h. B ist Jordan-messbar mit u(B) = u(B).

2. Fiir jede beschrinkte Menge B C R" gilt stets fi(0B) = fi(B) — pu(B). Damit folgt:
B Jordan-messbar < 7i(B) = u(B) < 1u(0B) = 0 < 0B Jordan-Nullmenge.

O

Beispiel. Damit eine Menge Jordan-messbar ist, muss ihr Rand ,diinn“ — d.h. eine Jordan-
Nullmenge — sein. Eine Menge mit einem ,dicken* Rand ist etwa B = [0, 1]NQ, denn es gilt
OB = {z € R | in jeder Umgebung von x liegt ein Punkt aus B und ein Punkt aus R \
B} =10,1].

Lemma 7.2. Sei p : K C R" — R" auf dem Kompaktum K Lipschitz-stetig. Dann gilt
(p[K]) < M - @(K) mit M > 0. Insbesondere gilt also: K Jordan-Nullmenge = ¢[K]
Jordan-Nullmenge.

Beweis. Auf der kompakten Menge K besitzt f eine globale Lipschitz-Konstante L > 0
mit

Vower |p(z) — ()] < Ll —2'|.

Sei nun € > 0 vorgegeben. Dann existiert wegen fi( K') = inf{|T'| : T' D K ist Quadersumme}
eine Quadersumme 1" = Uy, Q; O K mit |T'| < 7i(K) + €. Ist dabei d; die grokte bzw.
¢; die kleinste Kantenlidnge eines Teilquader ();, so kann man — evtl. nach Unterteilung
— annehmen, dass d; < 2¢ gilt. Da fiir das Verhéltnis von Maximumsnorm | - |,, und
euklidischer Norm | - | nach Satz [2.1.3| fiir alle 2 € R" stets |2| < |z und |2| < V/n|z|w
gilt, folgt fiir K; = K N @ nun

v:c,a:’eKl |l’ - I,| S \/ﬁ|l’ - x,|oo S \/ﬁdl S 2\/50[
= Vower, |0(r) = 0(2)| <lo(r) = (2)] < Lz — 2’| < 2v/nLe,
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7. Integralrechnung in mehreren Verdnderlichen

d.h. es ist @[K;] C W, mit einem Wiirfel der Kantenlédnge 2v/nLc;. Wegen K = Up<<, K
ergibt sich also p[K] = ¢[Up<i<, K] = Up<i<, 0[Ki] C Up<i<, Wi Da die — nicht notwen-
dige disjunkte — Vereinigung Uy<;<, W zu einer Quadersumme S D p[K] reduzierbar ist,
folgt schlieRlich o

AlK]) <15 < YWl = Y @vaLe)"

1=0 1=0
— (VL)' Y o < MY Qi = MIT| < M(a(K) + )
=0 1=0
=M
und da € > 0 beliebig gewéhlt wurde, erhdlt man die Behauptung. O]

Satz 7.2.3. Sei ¢ : K C R?P — R” mit p < n auf dem Kompaktum K C RP Lipschitz-
stetig (etwa Cl-differenzierbar auf einem Gebiet G D K). Dann ist das Bild ¢[K] eine
Jordan-Nullmenge im R".

Beweis. Die Menge K = {(z,0) € R" | z € K} C R" ist ebenfalls abgeschlossen sowie
beschrénkt und daher kompakt. Aufderdem ist K eine Jordan-Nullmenge, da fiir jedes
e > 0 eine Quadersummen 7' O K mit |T| < e gewahlt werden kann. Da schliefslich
¢ : K C R? — R" eine lokale Lipschitz-Bedingung erfiillt, ist auch @ : (z,0) € K C R" —
¢(x) € R™ Lipschitz-stetig. Insgesamt ist also p[K] = ¢[K] eine Jordan-Nullmenge im
R™. O
Korollar. Ein beschriankter Bereich B C R" ist dann Jordan-messbar, wenn sich der
Rand 0B als endliche Vereinigung von Bildern ¢[K| kompakter Mengen K C RP unter
C'-Abbildungen mit p < n darstellen lisst.

Beispiel. Ein Kreis B = K;(0) = {x € R? : |z| < 1} C R? ist Jordan-messbar, da fiir die
stetig differenzierbare Abbildung

prueR— <C.Osu> € R?
sin u

und die kompakte Menge K = [0,27] C R gilt p[K] = 0B =S'={zr € R*: |z| =1} C
R2. Ebenso sind alle anderen elemtar-geometrischen Objekte (Ellipsoide, Kegel,
Paraboloide) Jordan-messbar.

Satz 7.2.4. Ist f : N C R” — R eine beschréankte Funktion auf einer Jordan-Nullmenge
N C R", so existiert

A{ f(x)dx = 0.

Beweis. Sei Vyen |f(x)] < M. Da N eine Jordan-Nullmenge ist, existiert zu jedem ¢ > 0
eine Zerlegung Z eines Quaders @ D N mit |T'| < 55 fiir

2M
QrNN#D

Dann ist aber

Vinr(Z) = Y [Aflg @kl <2M D" |Qk| =2M|T| <e.
QrNN#D QrNN(D
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7.2. Das Riemannsche Integral iiber Jordan-messbaren Bereichen

Korollar.

1. Man kann Riemann-integrierbare Funktionen f : B C R" — R willkiirlich auf
Jordan-Nullmengen N C B abdndern, ohne die Riemann-Integrierbarkeit und den
Wert des Integrals zu dndern, denn wegen xpf = xpw~/ + xnf gilt

/Bf(a:)da::é\Nf(x)dx+Af(x)dx:[B\ dx—i—/ dx—/ flx

2. Insbesondere ist

[Bf(z)dx:éf(x)dx:/gf(x)dx

falls B Jordan-messbar ist und eines dieser Integrale existiert.

Satz 7.2.5. Sei B C R" Jordan-messbar und f : B — R beschrankt. Weiter sei f stetig
— evtl. auker auf einer Jordan-Nullmenge N C B (,fast iiberall stetig“ im Jordanschen
Sinne). Dann ist f iiber B Riemann-integrierbar.

Bewers. Mit f ist auch xgf : @ D B — R beschrinkt und stetig bis auf eine Jordan-
Nullmenge N C N UHB. Man kann also 0.B.d.A. f=xsf:Q — R und N =N
annehmen. Sei nun V,cq |f(z)] < M und € > 0 vorgegeben. Da N eine Jordan-Nullmenge
ist, existiert eine Zerlegung Z C () mit

Z |Qr| <e.

QrNNF#D

Wir zerlegen @ in die Quadersummen S = Ug, y4p @r mit |S| < e und T = Ug, nn=p @k
mit |T'| < |Q|. Da T als endliche Vereinigung kompakter Mengen selbst kompakt ist, ist
f nach Satz 2.4.10 auf T sogar gleichmifig stetig, d.h.

F550 Vawer [v — 2| <6 = [f(z) - f(@)] <e.

Durch Ubergang zu einer feineren Zerlegung Z’' O Z kann man erreichen, dass fiir alle
Teilquader z, 2’ € Q) = |xr — 2’| < J gilt. Damit erhélt man

= > [Afloyl@ul+ > 1AS1g, Q4]
Q. CS Q,.CT

<2M > Q4+ D |Qul =2M|S| 4+ €|T| < e(2M + |Q)).
Q. CS QLCT

]

Satz 7.2.6. Sei f: B C R" — R Riemann-integrierbar. Dann ist graph f = {(z, f(x)) €
R"™! | z € B} eine Jordan-Nullmenge im R"*.

Beweis. Sei Q D B ein Quader. Dann ist nach Voraussetzung xpf : @ — R Riemann-
integrierbar, d.h. es existiert eine Zerlegung Z C @ mit V), ¢(Z) < e. Mit M, =

sup{xsf(z) | x € Q} und my = inf{xpf(x) | € Qk} gilt nun
Viar(Z) = 2 J(My — mp )| Q| = 3 1Qu x [mue, Mi]l.
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7. Integralrechnung in mehreren Verdnderlichen

Wahlt man im Falle M = my eine grofere Intervallgrenze Mk = M}, + 6 > my, so erhilt
man eine Quadersumme

T= | Qux[m,MJUu [J Qkx [mk,Mk] D graph xpf D graph f

M >my Mp=my
im R™! mit

ITI= > 1Qk x [my, Mi]l + > 1Qk x [y, My]| < 2e.

Mk>mk Mk:mk

v

-

=Vyzr(2) <e fiir ein geeignetes ¢

]

Beispiel. Der Rand einer Vollkugel K"t = {z € R""! : |z| < r} C R""! ist die Sphére
St ={z € R: |z| =r}. Dabei ist S stiickweise Graph der stetigen Abbildung

oh iz € K CR" — £y/r2 — |z]? € R,
denn (z,2,11) € S* & |z + |zo1* = (@, 2001)]? = 7 & |22 < 7 und 2,41 =
i\/m &z e KM und 2,11 = ¢'L(x). Jetzt kann man analog zu

K}! = [-r,r] C R Jordan-messbar
Saz2 ¢} iiber K! Riemann-integrierbar
SatzB28 61 — oraph ! C R? Jordan-Nullmenge
Satz 2.2 K? C R? Jordan-messbar

induktiv schliefen, dass alle n-Sphéren S bzw. Kugeln K im R"*! Jordan-Nullmengen
bzw. Jordan-messbar sind.

7.3. Der Satz von Fubini und der Transformationssatz
fiir Riemann-Integrale

A. Der Satz von Fubini

Satz 7.3.1. (z,y) € B C R x R? — f(x,y) € R sei Riemann-integrierbar und fiir alle
r € B ={x € RP| I cps (z,y) € B} existiere das Riemann-Integral

Fa)= [ fla.y)dy

x

iber B, = {y € R?| (x,y) € B}. Dann ist F iiber B’ Riemann-integrierbar mit

y)d(z,y) = / F(z)da.
[, @ day) = [ Fad
Beweis. Fiir einen Quader P X () D B betrachten wir die charakteristischen Funktionen

X5 : PxQ — Rsowie xp : P — Rund yp, : @ — R. Dann gilt xg(x,y) = xm(x) x5, (y)
und wegen
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(1) (z,y) € PxQ — xpf(z,y) € R ist Riemann-integrierbar

(2) Fir x € B’ gilt

/QxBf(%y)dyZészf(x,y)dyzé f(z,y)dy = F(x)

x

und fiir x € B’ gilt
z,y)dy = / Ody = 0,
/Q xsf(z,y)dy o 0%
d.h. fir alle z € P existiert
F(z) = /Q x5/ (@,y)dy = x5 F(x)

liefert Satz nun

[, i@y ® [ sy

Satz:ﬂjﬁ(m)d:c & AXB’F@:)dx :/ F(z)dz.

B/

Definition. Fin Bereich B C R"*! der Gestalt B = {(z,y) € R"xR | z € B’ und ¢(z)
y < (x)} fir eine Teilmenge B’ C R™ und Funktionen p,v : B' — R mit V,ep ()
Y(x) heifst einfacher Bereich oder Normalbereich bzgl. der y-Koordinaten.

INIA O

Korollar. (Integration iiber Normalbereichen) ¢,¢ : B’ — R seien auf einem
Jordan-messbaren Bereich B’ C R" beschriankt und stetig mit V,ep p(z) < ¢(x). Weiter
sei (z,y) € BC R"™ — f(x,y) € R auf dem Normalbereich B = {(z,y) e R" xR | x €
B’ und ¢(x) <y < (z)} stetig und beschriankt. Dann existiert

[t = [ ([ ey ) o

Beweis. Es sind die Voraussetzungen von Satz zu iiberpriifen. Dazu zeigen wir:

(1) Der Normalbereich B ist Jordan-messbar, denn nach Satz [7.2.5]ist dann (z,y) €
B — f(z,y) Riemann-integrierbar.
Jordan-Messbarkeit: Es ist 0B C graph U graph¢ U B” mit B” = {(x,y) | z €
OB’ und y € [¢(x),¢(x)]}. Nun untersuchen wir die einzelnen Komponenten dieser
Vereinigung:

a) Da B’ Jordan-messbar ist und ¢, ¢ beschriankt sowie stetig sind, sind die Gra-
phen von ¢, 1 nach Satz und Satz Jordan-Nullmengen.

b) Aus der Beschrianktheit von ¢, folgt weiter Voeop [p(2),¥(x)] C [m, M],
d.h. B" C 0B’ x [m, M]. Da 0B’ eine Jordan-Nullmenge im R”" ist, ist auch
OB’ x [m, M| eine Jordan-Nullmenge im R"*.
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7. Integralrechnung in mehreren Verdnderlichen

Insgesamt ist also OB eine Jordan-Nullmenge, d.h. B ist nach Satz Jordan-
messbar.

(2) Fiir alle x € B’ existiert
¥(@)
Fa)= [ Sy = [ fey)dy.
x
Bx:[@(x)vw(z)]

Riemann-Integrierbarkeit: Fiir alle z € B' ist y € R — f(z,y) € R stetig und
somit tiber dem Intervall B, = [¢(x), ¢ (z)] Riemann-integrierbar.

]

Bemerkung.

1. Da (z,y) € B — f(z,y) = 1 auf jedem Normalbereich B C R"™! stetig und be-
schrankt ist, existiert stets das Riemann-Integral

P(x)
/ ldx = / </ 1dy> dx.
B B \Jy(z)

Daher ist jeder Normalbereich Jordan-messbar mit
u(B) = [ (o(2) = v())da.

2. Im R? gilt fiir einen Normalbereich B = {(x,y) € R* | x € [a,b] und p(x) <y <
¥(x)} bzgl. der y-Koordinaten

Af(x,y)d(%y) :l’ </£j)f(x7y)dy> dz.

Falls B auch ein Normalbereich bzgl. der x-Koordinaten ist, d.h. falls etwa B =
{(z,y) e R? |y € [a,b] und p(y) < x < (y)} gilt, erhilt man zusitzlich

[ttt = [ ([ e.ipde)

3. Im R3 gilt fiir einen Bereich B = {(x,y,2) € R® | x € [a,b] und ()
U(x) und a(z,y) < z < B(x,y)} mit B' = {(z,y) € R* | z € [a,b] und p(z)
W(x)} sukzessive

éf(x,y,z Ty, 2 / (/ﬁixy?) _ )dz> sy
/ </ (A :;;) f(iB,y,Z)dZ> dy) dz.

<
<

IAINA

Y
Y
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Beispiel. Wegen u(K?) = {(x,y) € R? | 2?4+ y* <r?} = {(x,y) e R? | x € [-r,r] und —

V2 — 2?2 <y < /r? — 22} erhélt man das Jordan-Mafs
+r 1 +r
w(K?) = / 2Vr? — x2dx = {2 <x\/7“2 — 22 + r? arcsin x)} = r27.
-r r

Korollar. (Prinzip von Cavalieri) Sei B C R x R" Jordan-messbar mit V, yycp © €

[a,b] und fiir alle z € [a, b] existiere das Jordan-Mak u(B,) von B, = {y € R" | (z,y) €
B}. Dann ist @ — u(B,) tiber [a,b] Riemann-integrierbar mit

Bemerkung. Seien B, B C R x R" Jordan-messbar mit Vyen ¥ x € [a,b] und

. (z,y)eg
fir alle x € [a,b] existieren die Jordan-Mafe p(B,) = pu(B.). Dann folgt

p(B)= [ w(Boydr = [ u(Boydr = u(B)

Beispiel. Es sei B = K? = {(z,y,2) € R® | 22 + ¢y* + 2* < r?}. Dann gilt Yz y)ep © €
[—r,+r] und Voery) Be = {(y,2) € R? | y* + 22 < r? —2?} = K%, mit p(B,) =
(r* — 2?)m. Also ist
+r 1 % 4
w(K?) = / (r* —zHmdr = [r% — 3x3] = 7

B. Der Transformationssatz

Bemerkung. Sei ¢ : K = [a,b] — I C R stetig differenzierbar mit ¥icre @' (t) # 0 und
f I — R stetig. Dann existieren die folgenden Integrale und nach der Substitionsregel

fir eindimensionale Riemann-Integrale (Satz gilt

w(b) b
[, f@ydz= [ e)¢ 0t
Da fiir das Bildintervall p[K] gilt

 (lp(a),o(®)] fir Viex ¢(t) >0
“”[K]{w),go(a)] fiir Voexe (1) < 0

erhdlt man die Darstellung

/ fla d:c—/f (t)]dt.

Satz 7.3.2. (Transformationssatz)

Sei p : G C R" — R" auf einem Gebiet G stetig differenzierbar und auf der kompakten
sowie Jordan-messbaren Teilmenge K C G injektiv und reguldr — d.h. V,cx det Dp(u) #
0. Ist dann f : ¢[K] — R stetig, so existieren die folgenden Integrale und es gilt

/@[K] flw)de = /K fp(u))| det D (u)|du.

Dabei gilt die Aussage auch dann, wenn ¢ auf einer Jordan-Nullmenge N C K nicht
injektiv oder nicht regulér ist.
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7. Integralrechnung in mehreren Verdnderlichen

Beweis. Wir skizzieren lediglich die Beweisidee durch Approximation der Integrale, eine
Verfeinerung dieser Approximation liefert im Grenzfall die geforderte Gleichheit. Zunéchst
folgt aus den Voraussetzungen des Satzes die Existenz der Integrale, d.h. es ist lediglich
ihre Gleichheit zu untersuchen.

(1)

Eine Approximation von K durch Quadersummen S = J Q. liefert eine Approxima-
tion des Bildes ¢[K] durch eine Summe ¢[S] = U ¢[Qx] krummflichig begrenzter
Bereiche By, = ¢[Qg]. Fiir hinreichend kleine Quader Q) gilt mit u; € Q) nach
den Taylorschen Sétzen ¢|g, (u) =~ p(ux) + Do(ug)(u — ug), d.h. ¢|g, ldsst sich
durch eine affin-lineare Abbildung u — @(u) = Au + b approximieren (dabei hat
der Translationsanteil b € R™ keinen Einfluss auf die Volumenberechnung). Also ist
By = ¢[Qx] = ¢|Qk] ndherungsweise ein Parallelotop.

Fiir das Volumen eines Parallelotops P C R"™ als Bild des Einheitswiirfels W € R"
unter der linearen Abbildung u — Awu mit einer Matrix A = (a4, ..., a,) gilt u(P) =
w(AW]) = |det(ay, ..., a,)| = |det A|. Fiir einen Quader Q C R™ mit den Kanten-
léngen dl,.. d, folgt daher p(A[Q]) = |det(dyay,...,dya,)| = |det(aq, ..., a,)| -
dy, - |det Al - |Q]. Also erhélt man u(By) =~ pu(@[Qk]) = | det Do(ug)| - [Qxl-

Aus (1) und (2) folgt nun insgesamt

/w[K} f@)de =" fle)(Be) = f((p(uk))u(Bk)
~ Y fplur)) - |det Do(uy)| - Qx| = [K f(p(w))] det Dy(u)|du

Bemerkung.

1.
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Ebene Polarkoordinaten: Wir untersuchen Integrale iiber Kreisscheiben Kg C
R2. Die Transformation

¢ (r,t) € R* — (rcost,rsint)
ist Cl-differenzierbar mit det Do(r,t) = r. Auf Q = [0, R] x [—m, 7] mit p[Q] = Kr
ist @ injektiv — bis auf die Jordan-Nullmengen {0} X [—m, 7] sowie [0, R] x {—m, 7} —

und reguldr — bis auf die Jordan-Nullmenge {0} x [—m, w|. Fir eine stetige Funktion
f: Kgr— R gilt also

/KRf(x,y)d(a?,y) /r f(rcost,rsint)d(r,t)

_/ (/ r- f(rcost, rsmt)dr)d

Mit f(z,y) = f(\/xz + y?) fir eine Funktion f: [0, R] — R ergibt sich der Spezialfall

A(R fz,y)d(z,y) = 27 /ORT - F(r)dr



7.3. Der Satz von Fubini und der Transformationssatz fiir Riemann-Integrale

2. Rdumliche Polarkoordinaten: Nun betrachten wir Integrale tiber Kugeln Kr C
R3. Die Transformation

¢ (r,p,9) € R® = (rcos pcosd, rsingcos, rsin i)

ist C'-differenzierbar mit det D(r,,9) = r?cos?. Auf Q = [0, R] x [—m, 7] x
(=2, Z] mit ¢[Q] = Kg ist ¢ injektiv — bis auf die Jordan-Nullmengen {0} x [—m, 7] x

272 .
5,5 [0, Rl x{—n, 7} x[-5, 5] sowie [0, R| x [-7, 7| x{—5, 5} — und reguldr — bis
auf die Jordan-Nullmengen {0} x [—m, 7] x [— 2, Z] sowie [0, R] x [-m, 7] x {—Z, Z}.

Fiir eine stetige Funktion f: Kr — R gilt also
Jo fv. 2w, 2) = [ cosdf (6(r. 0. 9))d(r. 0. )
R

_ i </: (AR r2 cos 9 f ((r, @,ﬁ))dr> d(p) a9

2

3. Zylinderkoordinaten Ein Zylinder Z = {(z,y,2z) € R® | (z,y) € Kg und z €
0, H]} ist das Bild ¢[Q] eines Quaders @ = [ R] x [—m, x| x [0, H] unter der
Transformation

o:(r,p,z) € R? — (rcosp,rsing, 2)
mit det Do(r, p, 2) = r2.

Beispiele. Zunichst geben wir Beispiele fiir die Verwendung ebener Polarkoordinaten,
d.h. wir betrachten Integrale iiber K C R2.

1. Mit f =1 erhélt man

w(Kg) = /KR ld(z,y) = /j; ([)R Td?“) dt = R*r.

2. Die Funktion f(z,y) \/R2 (22 4+ y2) beschreibt iiber der Kreisscheibe Kp die
Halbkugel Hg mit

/Wz? (@ + p)d(x, ):/Z%erdr)dt

_/ [— V=] dtzsz?’.

3. Fiir die Funktion f(z,y) = e~ (" +¥") gilt

/KR flz,y)d(x,y) = /:r </0R e_TQdT> dt = (1 — e ).

Integration von f(x,y) iiber dem Quader Qr = [~ R, R]? liefert

o tetten = [ ([ a)an = ([ )
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7. Integralrechnung in mehreren Verdnderlichen

und wegen Kp C Qr C K 35 erhélt man

2 R 2 2 2
(1l —e ) < (/Re_x dx) <w(l—e 2,

Der Grenziibergang R — oo ergibt dann

/Oo e dr = /7.

Fiir die Gammafunktion ' : RT — R mit I'(z + 1) = «['(x) fiir alle z > 0 — also
insbesondere I'(n 4+ 1) = n! fiir alle n € Ny — folgt damit

1 00 itution o 1 B oo
F(§> - / t— 3ot gy Substitutio / e ody = 2/ e dy = Nz
0 0o X 0

Nun betrachten wir Integrale iiber K C R? und verwenden riumliche Polarkoordinaten.

4. Mit f =1 erhalt man

M(KR):/KRld(:E,y):/iT (/7; (/ORchosﬁdr> dgp) dﬂzgwR?’.

7.4. Der Flacheninhalt p-dimensionaler Flachen im R"

Das Jordan-Mak u(B) im R™ gibt das n-dimensionale Volumen eines ,festen Korpers
B C R"™ an. Dabei ist eine p-dimensionale Fliche als Bild einer kompakten Menge unter
eine C'-Funktion R? — R™ fiir p < n nach Satz eine Jordan-Nullmenge. Fiir solche
Fliachen M C R” suchen wir einen p-dimensionalen Flicheninhalt — ein p-Areal a,(M).

Bemerkung.

1. Fir eindimensionale Fldchen — also Kurven — im R"™ ist das Problem bereits in Satz

4.5.11) geldst: Falls die Teilmenge M C R"™ eine Cl-Parameterdarstellung t € I —
c(t) € M besitzt, ist ihre Linge

(M) = a1 (M) = /1 (8| dt.

2. Durch Betrachtung des Flacheninhalts

o1, 1) =G, ) = det((y, T5)) 1< 05<p

eines von den Vektoren x1,...,x, aufgespannten p-dimensionalen Parallelogramms

im R™ lasst sich das Verfahren aus Satz|4.5.11| verallgemeinern.
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Definition. Ist M C R" eine p-dimensional parametrisierte C'-Fliche fir 1 < p < n,
d.h. existiert eine C'-Parameterdarstellung u € B — x(u) € R™ mit z[B] = M fir einen
kompakten und Jordan-messbaren Parameterbereich B C RP, so sei thr p-dimensionaler

Flicheninhalt

aP(M) = /B V G(xl’ s ,xn)(u)du,
wobei die Gramsche Determinante G(x1,...,7,) das Quadrat des p-dimensionalen
Flicheninhalts des von den Tangentialvektoren x, = Ox,...,z, = 0,x aufgespannten

p-dimensionalen Parallelogramms im R™ angibt.

Bemerkung.

1. Die Forderung der stetigen Differenzierbarkeit der Parameterdarstellung u € B +—
x(u) bezieht sich auf ein Gebiet G O B.

2. Ist die Parameterdarstellung nicht injektiv, so werden die Flacheninhalte mehrfach
tiberdeckter Bereiche mehrfach gezihlt. Dies ist unproblematisch fiir p-dimensionale
Jordan-Nullmengen.

Beispiel. Wir berechnen den Flicheninhalt der Kugeloberfliche S% C R® mit R > 0.

(i) Die C'-Parameterdarstellung

COS U COS U
(u,v) — x(u,v) = R | sinucoswv
sin v
ist auf Q = [—m, 7] x [=F, 7] injektiv — bis auf eine Jordan-Nullmenge — und es gilt
z[Q] = Sk
(ii) Die Tangentialvektoren sind
—sinwucosv
z1(u,v) = Oy (u,v) = R COS U COS ¥
0
und
—cosusinv
zo(u,v) = Oyx(u,v) = R| —sinusinv
cos v

(iii) Nun berechnen wir die Gramsche Determinante

(x1(u,v), 1 (u,v))  (z1(u,v), 22(u, v))
(xo(u,v), 1 (u,v))  (z2(u,v), x2(u, v))
R%cos®’v 0

0 R?

G(z1,x9)(u,v) =

= R*cos?v
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7. Integralrechnung in mehreren Verdnderlichen

Insgesamt folgt also

as(S%) = A? \/m(u,v)d(u,v) = /:; < 72% R? cos Udv> du = 4R

Bemerkung. Es ist zu zeigen, dass man den Flicheninhalt a,(M) durch Grenzibergang
aus den elementaren Flicheninhalten einbeschriebener Polyeder gewinnen kann. Dazu tri-
anguliert man die Fliche (vier Punkte liegen i.A. nicht in einer Ebene). Man erhdlt ebene
Dreiecke, deren Fldcheninhalt man elementar bestimmen kann. Die Verfeinerung der Tri-
angulierung liefert aber nur unter bestimmten Voraussetzungen das gewiinschte Ergebnis.

Beispiel. (SCHWARZ, 1890)
Wir betrachten die Mantelflache eines Kreiszylinders mit der Parameterdarstellung

T CoSU
(u,v) — z(u,v) = | rsinu
v

fir (u,v) € [0,27] x [0, h]. Die definierte Formel liefert den Mantelflicheninhalt

21 h
A:/ (/ rdv) du = 2nrh.
0 0

Nun triangulieren wir die Flache und schneiden sie dazu mit k41 parallelen Ebenen, wobei
,Boden“ und ,Deckel* des Zylinders jeweils in einer dieser Ebenen liegen. Auf jedem der

zugehorigen Breitenkreise wiahlt man nun [ dquidistante Stiitzstellen, indem man diese
1 27

jeweils um Au = 3 - =F versetzt. Diese Stiitzstellen liefern nun 2kl kongruente Dreiecke.

Das durch die Stiitzstellen

T TCOSQT’T rcos?
A=| 0 |, B=| rsin?t und C' = | rsin¥
0 0 0

gegebene Dreieck besitzt dabei den Flacheninhalt

h 2
Ap = rsin7;\/<k> + 4r2sin? 2%,

d.h. der elementare Flicheninhalt der Triangulierung ist

sin 7 r2gd k2 sin 7 4 ., . sinT
Ay = 2klAA = 217 h? + — mit lim — = 1.

7 4 \I? T l—oo T
Nun betrachten wir verschiedene Grenziiberginge:
(1) liml_m Akzl = 2rmh mit liml_wo AA =0

(2) limk_m Akl = 00 aber hmk_,oo AA 7& 0
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7.5. Das Lebesguesche Mafs und Integral

(3) lim;_o Ay = 2rmh mit lim; ., Ax =0

(4) liml_m Ak(l)l = 27’7’(’\/ h? + % fir liml_m @ =qc R obwohl liml_,oo AA =0
(5) lim;_ o Aps; = 0o obwohl lim; o, Ax =0

In (4) und (5) erhalten wir falsche Ergebnisse, da zwar lim; ., Ax = 0 gilt, aber die
Dreiecke immer ,flacher* werden — d.h. ihr Scheitelwinkel strebt gegen 7. Man kann
nun zeigen:

Benutzt man Triangulierungen mit lim; .., Ax = 0, so dass beim Grenz-
iibergang kein Dreieckswinkel 7 beliebig nahe kommt, so konvergiert der Ge-
samtflicheninhalt der Triangulierung gegen den ,richtigen* Wert 2rmh.

7.5. Das Lebesguesche Mal} und Integral
Das Jordan-Maf bzw. das Riemann-Integral weist einige Méangel auf:

1. Nur beschriankte Bereiche kénnen Jordan-messbar sein und nur beschrinkte Funk-
tionen (iiber beschrinkten Bereichen) kénnen Riemann-integrierbar sein. Man kann
zwar uneigentliche Riemann-Integrale definieren, aber diese besitzen keine ,,schonen‘
Eigenenschaften.

2. Es sind nur wenige Bereiche Jordan-messbar.

Beispiel. Die Menge B = [0,1] N Q ist abzéhlbar — d.h. B = {p; | i € N} mit
Vien ({pi}) = 0 — aber nicht Jordan-messbar.

3. Es gibt kaum ,yerniinftige“ Konvergenzsétze fiir Riemann-Integrale.

Beispiel. Es sei B =[0,1]NQ = {py,...} und fiir alle £ € N sei

) 1 fiir Ie{pl,...,pk}
fk.aze[O,l]H{O . eR.

Dann ist jede Funktion fj, Riemann-integrierbar aber f = limy_ .., fy ist die auf [0, 1]
eingeschrinkte Dirichlet-Funktion und damit nicht Riemann-integrierbar.

A. Das Lebesguesche Mal}

Definition. Eine abzdhlbare Quadersumme S im R" ist eine abzihlbare — evtl. endli-
che oder leere — Vereinigung S = U352, Q; — evll. entarteter — nicht notwendig abgeschlos-
sener Quader Q; C R™ mit ¥4, Q;NQr = 0. Ihr elementarer Inhalt sei |S| = 3252, |Q;] €
[0, o0].

Bemerkung.

1. Die verwendeten Quader kinnen degemneriert sein, d.h. es kann |Q| = 0 gelten.
Weiter kénnen sie offen bzw. ,halboffen” (mit fehlenden Seitenflichen) sein. Ihr
Inhalt sei dann |Q| = |Q].
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2. Jede abzihlbare Vereinigung U2, P; von Quadern Py C R™ lisst sich als abzihlbare
Quadersumme S = U2, Q; — also mit Yz, Q;N Q) = () — darstellen. Man definiert

induktiv Vien @l = B\ {PLU...UP_1}, wobei sich jede Menge @l als endliche
Vereinigung disjunkter Quader Q); darstellen ldsst.

3. Der Inhalt |S| € [0, 00] ezistiert immer und ist von der Reihenfolge der Summation
unabhingig, da 352, |Q;] absolut konvergiert.

Satz 7.5.1. Jede offene Teilmenge G C R" besitzt eine Darstellung G = U2, @; als
abzéhlbare Quadersumme (sogar mit Vjeny @, C G).

Beweis. Um jeden Punkt x € G gibt es einen Quader P, = [a1,b1] X ... X [an, b,] C G mit
rationalen Eckkoordinaten a;,b;. Insgesamt existieren davon nur abzdhlbar viele — denn
Q" x Q" ist abzéhlbar. Also ist G = U,cq P: eine abzéhlbare Vereinigung von Quadern,
die man als abzahlbare Quadersumme darstellen kann. O

Beispiel.

1. Der Raum R" ist offen mit

R" = U ]plupl + 1] X X]pnupn+ 1]
pEL™

2. Jede offene euklidische Kreisscheibe im R? ist eine abzihlbare Vereinigung von
Rechtecken.

Definition. Das duflere Lebesgue-Maf8 einer nicht notwendig beschrinkten Teilmenge
B C R" sei A(B) = inf{|T| : T D B abzdhlbare Quadersumme} € [0,00]. Es existiert
stets, da R™ D B eine abzdhlbare Quadersumme ist.

Bemerkung. Wir geben Eigenschaften des duferen Lebesgue-Mafes X : P(R™) — [0, o]
an. Es qilt:

(AM1) X(0) =0

(AM2) [Monotonie] A C B = \(A) < A\(B)

(AM3) [o-Subadditivitit] N(U52, B;) < 3252, M(B;)
Beweis. Die Aussagen (AM 1) und (AM 2) folgen direkt aus der Definition des &uferen
Lebesgue-Mafes. Weiter ist fiir 3222, A(B;) = oo auch die Behauptung (AM 3) offen-

sichtlich. Sei also 0.B.d.A. 322, A\(B;) konvergent und ¢ > 0 vorgegeben. Fiir alle j € N
existiert dann eine abzidhlbare Quadersumme 7T} = U;2; Q;; O B; mit

© — 15
T = |Qi| < X(Bj) + %
=1
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Die abzéhlbare Vereinigung U72; T; = U7 Qi D Uj2; B; = B der Quader Q;; C T}
lasst sich dann als abzéhlbare Quadersumme 7" O B darstellen mit
MB) <|T| < > Q] =22 1Q4l

i,j=1 j=li=1
N ——r
absolut konvergierende Doppelreihe

<> (3B + )= ix(Bj) + 5221] _ j’_ojlx(Bj) b

Bemerkung.

1. Das dufere Jordan-Maf$ i ist nur subadditiv mit p(Uj—, B;) < YXi_, (B;) und
nicht o-subadditiv. Etwa gilt fir B = [0,1]NQ = Uj2,{p;} einerseits i(B) = 1 und
andererseits 332, fi{p;} = 0.

2. Fine der Jordan-Maftheorie entsprechende Definition \*(B) = sup{|S| : S C B
abzdhlbare Quadersumme} des inneren Lebesgue-MafSes ist wenig sinnvoll. Daher
approzimiert man eine Menge B nicht von innen, sondern man approzimiert R™ \
B won aufen. Dies ist in der Jordan-Maftheorie wegen p(B) + u(Q \ B) = |Q|
gleichwertig. Fiir beschrinkte Mengen B C R™ kann man definieren:

a) AM(B) = |Q| — XNQ \ B) mit einem Quader Q D B

b) B Lebesgue-messbar < A(B) = A\(B) = A\(B)

Fine Fortsetzung dieser Definition auf unbeschrinkte Mengen B C R™ st maglich
durch: B Lebesque-messbar < Vocrn QN B Lebesque-messbar < Vocrn AN(QN B)+
MQ \ B) = |Q|. Meist verzichtet man auf ein inneres Mafi und verwendet statt
Quadern Q C R™ beliebige ,,Eichmengen“ EE C R".

Definition.

1. Eine Teilmenge B C R"™ heifit Lebesgue-messbar, wenn Vpcgn AN(EN B) + \(E \
B) = X(E) gilt. In diesem Fall heifst \(B) = A\(B) € [0, 00| das Lebesque-Map von
B.

2. Eine Teilmenge N C R" heifit (Lebesgue-)Nullmenge, wenn A\(N) = 0 ist.
Bemerkung.

1. Wegen E=(ENB)U(E\ B) = A(E) < AN(ENB)+ A(E\ B) ist fiir die Lebesgue-
Messbarkeit

MENB)+ AE\ B) <\E)
fur alle E C R™ entscheidend.

2. Statt beliebige ,,Fichmengen® E zu verwenden, gendigt es N(QNB)+A(Q\ B) < Q)
fiir Quader Q@ C R™ mit \(Q) = |Q| zu priifen.
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3. (Lebesgue-)Nullmengen sind Lebesgue-messbar mit A\(N) = 0, denn fir alle E C R™

gilt
MENN)+AME\N)<AN)+AE)=XE).

——
CN CE

Man bezeichnet dabei eine Figenschaft als ,fast iberall” geltend, wenn sie tiberall bis
auf eine (Lebesgue-)Nullmenge gilt.

. Aus der o-Subadditivitit von X folgt sofort: Vjen N; Nullmenge = Ui, Nj Null-

menge. Insbesondere sind also alle abzdihlbaren Mengen Nullmengen.

Beispiel. Die Mengen B = [0,1]NQ und A = [0,1] \ B = [0,1] \ Q sind wegen

7i(B) = fi(A) = 1 und pu(B) = p(A) = 0 nicht Jordan-messbar. Aber B ist abzéhlbar

und daher eine Lebesgue-Nullmenge. Folglich gilt 0 = A\(B) = [[0, 1]| = X([0, 1]\ B) =
1—X(A) = A(A) = 1. Aber es gilt auch A\(A) = |[0,1]| = A([0, 1]\ 4) = 1-X(B) =1,
d.h. A ist Lebesgue-messbar mit A\(A) = 1 — dagegen ist \*(A) = sup{|S| : S C
A} =0. An 0A = [0, 1] sieht man dabei, dass der Rand einer Lebesgue-messbaren
Menge nicht notwendig eine Nullmenge ist.

Eigenschaften. Wir betrachten einige Figenschaften des Mengensystems £ C R™ aller
Lebesgue-messbaren Mengen:

(SA1) D e L

(SA2) Be L=R"\BeL
(SA3) Vjen Bj € L= U2, B; € L
(SA4) vjEN Bj eL= ﬂ;.il Bj el

Die FEigenschaften (SA1) bis (SA3) besagen, dass L eine o-Algebra ist. Nun geben wir
Figenschaften des Lebesque-Mafles A : L — [0, 00| an:

(LM1) \(®) =0
(LM2) [o-Additivitit] Vi B; 0 By =0 = AUZ, B;) = 232, A(B;)
(LM3) [aufsteigender Kettensatz] By C By C ... monton wachsend = \(U2, B;) =

j=1

(LM4) [absteigender Kettensatz] By O By D ... monton fallend und \(B,) < oo =

ANy B;) = limj. A(Bj)

j=1

Bemerkung.

(1) Allgemein nennt man ein Paar (X, M) mit einer Menge X und einer o-Algebra
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M C P(X) — d.h. M erfillt (SA1) bis (SA3) — einen Mafraum. Eine Abbildung
A M — [0,00], die (LM1) und (LM2) erfillt heifit dann ein Maf§ auf (X, M).
Dabei kann man M und \ aus einem dufleren Mafs — d.h. aus einer Abbildung
A P(X) — [0,00] die (AM1) bis (AMS3) erfilllt — konstruieren. Im Sinne dieser
Definition ist das Jordan-Maf p auf R™ kein Majs.
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(2) Ein anderes Beispiel einer o-Algebra im R™ ist das System B C P(R™) der Borel-
Mengen, erzeugt von den offenen Teilmengen des R". Es gilt B C L C P(R"). Zu
den Borel-Mengen gehdren:

- nach Definition alle offenen Mengen
- nach (SA2) alle abgeschlossenen Mengen

- nach (SA8) abzihlbare Vereinigungen abgeschlossener Mengen, die i.A. weder
offen noch abgeschlossen sind — etwa Up2,[0,1 — £] = [0, 1].

Lemma 7.3.

a.) Jede endliche Vereinigung Lebesgue-messbarer Mengen ist Lebesgue-messbar.

b.) Sind die Mengen A;, A, ... paarweise disjunkt und Lebesgue-messbar, so gilt fiir
alle E C R" stets A(E) = 22, A(ENA;) + ME\ U2, A;). Insbesondere ist U2, A,
Lebesgue-messbar.

Bewess.

a.) Es geniigt A, B € L = AU B € L zu zeigen. Fiir alle Eichmengen E C R" gilt

MEN(AUB)) =XENA)+X(ENA°NB), (7.8)
denn mit £’ = F'N (AU B) und der Messbarkeit von A C R" gilt
MEN(AUB)) =X\E)
= ME'NA)+ ANE' N A
=XEN(AUB)NA)+X(EN(AUB)N A
=MENA)+AXENANB).

Daraus folgt

MEN(AUB) + XMEn(AUB)) @ X(EnA)+ X(EnANB)
FXMENA N BY) P SN (BN A) + NE N A°) 4 ERUN(E)
und man erhilt die Behauptung.

b.) Sei ey S, = Uf:LAi und S = U2, Ai. Wegen Ay N Ay = ) = Ay C AS folgt
aus 1} zunédchst )\(E N (A U Az)) = )\(E N Al) + )\(E N Ag). Durch vollstandige
Induktion erh&lt man damit

p

Voen MENS,) = STANE N A).

i=1

Da S, als endliche Vereinigung Lebesgue-messbarer Mengen nach a.) selbst Lebesgue-
messbar ist, erhilt man weiter

p
ME)=XENS,)+ MENS) Z (ENA)+ANENSY
—— i=1

SpCS=ENScCENSg
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und der Grenziibergang liefert A\(E) > 322°, A(E'N A;) + A(E N S¢). Zusammen mit

3

ME)=X(ENS)U(ENS)) =AXJ(ENA)U(ENS)

=1

MENA)+ AENSY)

©
I

o-Subadditivitat °
<

=1

folgt die Gleichung A\(E) = 2, M(E N A;) + AM(E \ U2, A;). Aus ihr erhilt man

weiter
AMENS)+XENS) =X( G(E N4;)) +XENS)

o-Subadditivitat 2 __ _ _
AMENA)+AMENSY) =AE),

i=1
d.h. S =U;2, A; ist Lebesgue-messbar.

]

Beweis. Nun zeigen wir die angegebenen Figenschaften Lebesgue-messbarer Mengen und
des Lebesgue-Mafes. Dabei sind (SA1) und (LM1) bereits untersucht und (SA2) folgt aus
AMENB®) +AE\ B = XENB)+ AEFE\ B). Weiter folgt (SA4) aus (SA2) und (SA3)
durch Betrachtung der Komplementmengen.

(SA3) Seien Vjen Bj € L beliebig. Dann erhélt man durch A; = By und Vieny Agp1 =
Bri1 N Bf N ...N B§ eine Folge disjunkter Mengen, wobei nach (SA2) jede
Menge Ay eine endliche Vereinigung Lebesgue-messbarer Mengen ist. Damit
ist Up; Ay eine Vereinigung disjunkter sowie Lebesgue-messbarer Mengen, also
selbst Lebesgue-messbar. Die Behauptung folgt nun aus Up2; By = Up; Ak

(LM2) Fiir eine Folge disjunkter sowie Lebesgue-messbarer Mengen (Ag)ren und eine
beliebige Eichmenge E C R™ gilt stets A(E) = 322, A(ENA;) + AM(E\U2, A)).
Fir £ = U2, A; erhélt man insbesondere

)\(Q A = )\(Q A = 2)\(&-) LX) = iwi).

Satz 7.5.2. Fiir beschriankte Teilmengen B des R" gilt:
1) u(B) < XB) < (B)
2) B Jordan-messbar = B Lebesgue-messbar mit p(B) = A(B)

3) B Jordan-Nullmenge = B (Lebesgue-)Nullmenge mit u(B) = A(B) =0
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Beweis. Fiir endliche Quadersummen S C B C T gilt |S| = A\(S) < A(B) <
) = A(B) und fiir

also auch p(B) < AN(B) < fi(B). Damit gilt B Jordan-messbar = p(B
alle Quader ) C R” folgt in diesem Fall

(T) = |T,
(B)

v

MQNB) + MQ\B) =u(@NB)+u(@\B) E Q) = QI

Jordan-messbar  Jordan-messbar

Damit ist B auch Lebesgue-messbar und es gilt u(B) = A\(B). O

Satz 7.5.3.

a.) Jede offene Teilmenge G C R™ ist Lebesgue-messbar
b.) Jede abgeschlossene Teilmenge A C R™ ist Lebesgue-messbar
c.) Jede kompakte Teilmenge K C R" ist Lebesgue-messbar mit A\(K) < oo

Beispiel. Wir konstruieren eine Teilmenge C' C R, die nicht Lebesgue-messbar ist. Dazu
betrachten wir auf dem Intervall [0, 1] die Aquivalenzrelation z ~ y < 2 —y € Q. Diese
liefert eine Zerlegung von [0, 1] in paarweise disjunkte Aquivalenzklassen [x] mit = € [0, 1].
Es sei nun C' C [0, 1] ein Repriisentantensystem der Aquivalenzklassen, d.h. C' enthélt aus
jeder Aquivalenzklasse genau ein Element — die Existenz von C resultiert dabei aus dem
Auswahlaxiom. Eine Translation von C um p € B = [-1,+1] N Q = {py, ...} liefert nun
Mengen C, = p + C, fiir die gilt:

(1) Vpues C,NCy 0D =p=g¢q

Beweis. x € C,NCy = o =p+rfirreCundzr=q+sfirsecC=r—-s=
qg—peEQ=rl=[s]=r=s=p=q O

(2) [07 1] - UpeB Cp = U;)il ij - [_17 2]

Beweis. Einerseits gilt x € [0,1] =z € [r]firreC=p=c—reQn[-1,+1] =
B=xz=p+rmitpe Bundr € C = x € C, CU,pC, Die andere Inklusion ist
trivial. ]

Nun nehmen wir an, C' sei Lebesgue-messbar. Da das Lebesgue-Mafs translationsinva-
riant ist, sind dann auch alle Mengen C, fir p € B messbar mit A\(C) = A\(C,). Wir
unterscheiden zwei Fille:

(1) Mit A(C) = 0 erhélt man aus A(U,ep Cp) = 272, AM(Cy,;) = 0 einen Widerspruch zu
[0,1] C Upen Gy

(2) Mit A(C) > 0 erhélt man aus M(U,ep Cp) = 252, A(Cy;) = oo einen Widerspruch
zZu UpGB Cp C [—1, 2]
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B. Das Lebesguesche Integral

Es gibt sehr unterschiedliche Methoden, das Lebesguesche Integral einzufiihren. Wir ori-
entieren uns an der Riemannschen Integrationstheorie.

Definition. Es sei B C R" eine Lebesgue-messbare Menge.

a.) Eine Zerlegung von B ist eine Folge Z = (By)ren paarweise disjunkter sowie Lebesgue-
messbarer Teilmengen B, C B mit Uy, By = B. Die Gesamtmenge dieser Zerle-
gungen sei Pg.

b.) Eine Zerlequng Z' = (A;)ien € Pp heifit feiner als die Zerlequng Z = (By)ken € Pg,
wenn gilt Vieny Ipeny A; C By In diesem Fall schreibt man Z' = Z.

Bemerkung.

(1) Die Relation =< auf Pg ist offensichtlich reflexiv und transitiv. Weiter existiert zu
zwei Zerlegungen Z,Z' € Py eine gemeinsame Verfeinerung Z" € Pg mit Z < Z"
und Z' 2 Z" — man setze etwa Z" = (A; N By); ken-

(2) Allgemein nennt man ein aus einer (Index-)Menge A und einer Relation =< auf A
bestehendes Paar (A, <) mit
(D1) Voen o 2
(D2) Yoprea a2 Bund f27=a =<7y
(D3) Yapea Frea o Xy und f <y

ein gerichtetes System oder ein Netz. Dieses verallgemeinert die durch die natiir-
liche Ordnung < gerichtete Zahlenreihe N. Fir verallgemeinerte Folgen oder Moore-
Smith-Folgen (fo € R)aeca kann man durch

i[ienvl4 fa=c€R S Veup Jopea Yara |fa—cl <e und

Clyiean4 Ja =00 Voo dagea Varag fo >

einen Grenzwertbegriff einfihren. Dieser Netz-Limes besitzt analoge Eigenschaf-
ten wir der bisher bekannte Limes — insbesondere ist er im Falle seiner Eristenz
ewndeutig bestimmdt.

(8) In der Riemannschen Integrationstheorie iber einem Quader Q@ C R™ wird der fiir
Zerlegungen Z von @ durch die Relation Z < Z' = ||Z|| > ||Z'|| induzierte Netz-
Limes angewendet. Dort gilt fiir verallgemeinerte Folgen (Rf(Z,T))Z Riemann-
scher Summen

1iéIlRf(Z,f) = Rf S Voo EIZO Vg (Z = Zy = |Rf(Z,T) - Rf‘ < 8)

9l=0 o 350 ¥z (1Z]] <6 = |Ry(Z,7) — Ry| <€) & lim R;(Z,7) = R;

1
1Z1—0
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Definition. Sei f : B — R eine nichtnegative Funktion auf einer Lebesgue-messbaren
Menge B C R"™ und Z = (By)ren € Pp eine Zerlegung. Dann heifst

mit my = inf{f(z) : € By} bzw. My = sup{f(z) : z € By} Lebesgue-Untersumme
bzw. Lebesgue-Obersumme. Im Falle von L;(Z) < oo kann man die Lebesgue- Varianz
Vi(Z) =Li(Z) — Ly(Z) von f bzgl. Z definieren.

Bemerkung.

(1) In der Lebesqueschen Integrationstheorie wird fiir Reihen die Regel 0-00 = 00-0 =0
verwendet. Dies ist wegen

- flB, unbeschrinkt und \(By) =0 = My, - A(Bx) = 0, denn By ist Nullmenge
- flB, =0 und A\(Bg) = 00 = My - A\(Bx) =0, denn [ f|p,dx =0

unproblematisch. Man kann auf Nullmengen auch Funktionswerte f(x) = oo zulas-
sen.

(2) Da [ nichtnegativ ist, konvergieren die Reihen Ly(Z) bzw. Ly(Z) absolut — und
damit unbedingt — gegen einen Wert ¢ € [0, cc].

Beispiel. Wir betrachten die unbeschrénkte Abbildung f : z € B =]0,1] — ﬁ Fiir jede

endliche Zerlegung Z € Pg gilt offensichtlich L;(Z) = oo. Fiir Z = (J75> £ ke gilt nach
dem Majorantenkriterium aber

1 1 > 1

Lf(Z):,if<lH1—1> Gm) =S <™

Definition. Sei f : B — R eine nichtnegative Funktion auf einer Lebesgue-messbaren
Menge B C R™. Dann heifit

L; = sup Ly(Z) bzw. Ly = inf Ly(Z
Ly = sup Ly(Z) bzw. Ly = jnf L;(2)

Lebesgue-Unterintegral bzw. Lebesgue-Oberintegral.

Bemerkung. Es gilt wie beim Riemann-Integral: Z' feiner als Z = L;(Z) < Ly(Z') <
Ly(Z") < Li(Z). Daher kann man L; bzw. Ly auch als Netz-Limes

L;= Jim Ly(Z) bzw. Ly = lim L(Z)
bzgl. des gerichteten System (Pg, <) auffassen.

Definition. Sei B C R" eine Lebesgue-messbare Menge.

(a) Eine nichtnegative Funktion f : B — R heifit iber B C R™ Lebesgue-integrierbar,
wenn fir das Lebesgue-Oberintegral und das Lebesque-Unterintegral Ly = Ly < o0
gilt. Der gemeinsame Wert Ly = Ly = L € [0, oo[ wird mit

(L-) [ f@)da

bezeichnet und heifst Lebesgue-Integral von f iiber B.
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(b) FEine beliebige Funktion f: B — R heifit Lebesgue-integrierbar, falls die Anteile
fr = max{f,0} und f- = —min{f,0} Lebesque-integrierbar sind. In diesem Fall

" | f@yde= [ fo@yde— [ f(@)da

Bemerkung. Definiert man zu einer Zerlequng Z = (By)ken € Pp eine Zwischen-
punktfolge T = (T},)pen durch Vieny By # 0 = Ty, € By sowie eine zugehirige Lebesque-
Summe durch

Li(Z,m) =Y f(@)N(By),
k=1
so gilt fiir eine nichtnegative Funktion [ auch

(L—)Lf(x) dr = lim L;(Z,7)

Z€ePp

unabhdngig von der Wahl der Zwischenpunktfolgen. Dies folgt ausV zep, Li(Z) < Ly(Z,T) <
Ly(Z) durch Grenzibergang.

Bemerkung. Wir geben einige Eigenschaften des Lebesgue-Integrals an.

(a) [Linearitdt] f, g Lebesgue-integrierbar und o, 5 € R = af+g Lebesgue-integrierbar
mit

[ af@ +Bg@)dr=a [ fa)de+5 [ g(c)da
(b) [Monotonie] f,g Lebesgue-integrierbar und f(z) < g(x) fast dberall
<
ééf(a:)dx_[gg(x)d:v
Beweis. Seien 0.B.d.A. f und g nichtnegativ. Die Nullmenge N = {z € B : f(z) >
g(x)} induziert eine Zerlegung Z = (N, B\ N), so dass fiir die Glieder einer be-
liebigen Zerlegung Z = (Bj)keny mit Z = Z nun entweder By C N — und damit

A(Bi) =0 —oder B, C B\ N gilt. Wegen f(zy) < g(zg) fiir zx € B\ N erhélt man
fiir jede Zwischenpunktfolge

Ly(Z,7) = i FleA(By) < ggm)w) — L,(Z7)

und durch Grenziibergang folgt die Behauptung. O]

(c) [Dreiecksungleichung| f Lebesque-integrierbar = |f| Lebesgue-integrierbar mit

‘/Bf(x)da:

< d
< [ 17@)]dz
(d) f Lebesgue-integrierbar und f(z) = g(x) fast iberall = g Lebesgue-integrierbar mit

/Bf(x)dx:ég(x) dz
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Satz 7.5.4. Fiir jede Zerlegung (B )ren des Definitionsbereichs B C R™ einer nichtnega-
tiven Funktion f: B — R gilt

éf(m)dx = gék f(z)dz

falls das linke Integral existiert oder die rechte Reihe konvergiert.

Beweis.

(1)

()

Eine Zerlegung Z = (A;)ieny von B induziert durch A; = A; N By fiir alle
k € N eine Zerlegung Z; = (Ai)ien von By und es gilt fiir die Zerlegung
Z = (Ai)iren = Z von B nach dem grofen Umordnungssatz

e}

Li(Z,B) < Ly(Z,B) = inf f[Ax]MAu)

1,k=1

Zio:(wlnff k] A ) ZL Zp, By) Si

Da die Zerlegung Z beliebig wahlbar ist, folgt

ZEPB —
Die Zerlegungen Z; = (A)ien von By liefern eine Zerlegung Z = (Aix)iken
von B und nach dem grofen Umordnungssatz gilt

g:[/f(zk, By) = i (i inff[Aik])\(Aik)>

= i inf f[Air] M(Aix) = Ly(Z, B) < Ly(B).

i, k=1

Da alle Zerlegungen Zj beliebig wéhlbar sind, folgt damit

K

Ly(By) < Lg(B),

e
Il
—

denn zu jedem ¢ > 0 und k € N existiert eine Zerlegung Z; von Bj mit
Ly(Zy, Br) > Ly(By) — 57, so dass

Mg

00 e |
k=1 k=1

e
Il
MR

Aus (a) und (b) erhélt man nun die Beziehung

f;Lf(Bk) —L,(B).
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(2) Analog zu (1) lasst sich zeigen

gLABk) —T/(B).

Nun kann man aus (1) und (2) ablesen:

(i)

A f(2) du existiert = gij(Bk) — L;(B) = L;(B) = kijf(Bk)

= Y L{(By) — Ly(Bi) = 0 = Vien Ly(By) = Ly(By)
k=1 d

~~
positive Summanden

= Vien f liber By integrierbar mit [g flx)de =" é f(z)dx
k=1""Fk

(ii)
Vien [ iiber By integrierbar mit L flz)dr < 00
k=1 Br
= Ly(B) =) L;(Bi) = >_ Ly(Bi) =Ls(B) < o0
k=1 k=1
= f iiber B integrierbar mit é f(z)de =) L f(z)dx
k=1""k

O
Korollar. Satz gilt auch fiir beliebige Funktionen f : B — R, wenn man fordert,

dass auch die Reihe -
z)| dz
> [, @

konvergiert.

Satz 7.5.5. Satz iiber den Vergleich von Lebesgue- und Riemann-Integral

(a) Jedes eigentliche Riemann-Integral ist auch ein Lebesgue-Integral mit gleichem Wert.

(b) Jedes uneigentliche Riemann-Integral ist genau dann ein Lebesgue-Integral, wenn
es absolut konvergiert.

Beweis. Wir skizzieren lediglich die Beweisidee.

(a) Die von Riemannschen Quaderzelegungen (Qy)N_; gelieferten endlichen Zerlegungen
(Bp)Y_, mit By = BN Qy sind — evtl. nach formaler Modifizierung der Glieder zu
paarweise disjunkten Mengen — auch als Lebesgue-Zerlegung zu verwenden. Wei-
ter gilt: f Riemann-integrierbar = |f| Riemann-integrierbar = fy = 3(f £ |f])
Riemann-integrierbar = fi Lebesgue-integrierbar = f Lebesgue-integrierbar.
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(b) Die Anwendung von Satz [7.5.4] und dessen Korollar liefert die Behauptung, wenn
man beriicksichtigt, dass die Implikation ,, f Riemann-integrierbar = | f| Riemann-
integrier-bar® im uneigentlichen Fall falsch ist.

]

Beispiel.

(1) Fiir die Funktion z € B =]0,1] 7 gilt mit der Zerlegung (By =]i77, 1])ken nach
Satz [[.5.4] die Gleichheit

(L) [ e =3 [ fwyde=3 [0 fa) e
> 1 (1 1
“x Pl =22 (G )
=2 lim (1 - \/k1—+1) = lim [2@]31 = }Lig%(R—)Ll f(z)dz.

(2) Da das uneigentliche Riemann-Integral

I

iiber [0, 00[ nicht Lebesgue-integrierbar. Damit ist auch

sinx

‘dIE

sin x

divergiert, ist z +—

sin x

x — 222 jiber [0, oo[ nicht Lebesgue-integrierbar, obwohl gilt

R—/Oosmxdx:”.
0 x 2

Bemerkung. In unseren bisherigen Betrachtungen haben wir das Lebesgue-Integral ana-
log zum Riemann-Integral definiert. Um Funktionen auf Integrierbarkeit zu priifen, unter-
teilt man hierber den Definitionsbereich und untersucht die Bilder der Teilmengen. In der
historischen Lebesqueschen Integrationstheorie unterteilt man allerdings den Zielbereich
und untersucht die Urbilder der Teilmengen.

Definition. Eine Funktion f: B C R"™ — R heifit (Lebesgue-)messbar, wenn fir jedes
a € RU{£oo} die Menge B(f < a) ={x € B: f(z) < o} Lebesgue-messbar, ist.

Bemerkung.

(1) Insbesondere ist fir eine messbare Funktion f : B — R stets B = B(f < o0)
messbar. Damit erhdlt man aus den Figenschaften des Lebesgue-MajfSes, dass auch
die Mengen B(f < «), B(f > a) sowie B(f > «) fir o € R Lebesgue-messbar sind
— etwa gilt B(f < @) = Upen B(f < o — 7). Diese Mengen kinnen ebenfalls zur
Definition der Messbarkeit einer Funktion verwendet werden. Auferdem sind auch
Mengen der Form B(f = a) oder B(a < f < 3) Lebesgue-messbar.

(2) Messbare Funktionen B — R besitzen folgende Eigenschaften:
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(a) f messbar = fi,|f| messbar
(b) f messbar und A C B Lebesque-messbar = f|a messbar
(¢) f,g messbar = f + g, af sowie f-g messbar

Satz 7.5.6. Es sei (fy : B C R" — R)en eine beschrinkte Folge messbarer Funktionen.
Dann sind auch

(1) z € B Fi(x) = supyey fe(z) € R

(2) x € B Fy(x) = infpen fr(x) € R

(3) © € B F3(x) = limgen fr(z) € R — falls (fx)ren punktweise konvergiert
messbare Funktionen.

Beweis.

(1) Fiir alle « € RU {%o00} gilt B(F; > ) = Upen B(fx > @), denn x € B(F} > o) &
Fi(z) > a < Jren fr(x) > a < x € Upeny B(fr > «) — also ist F} messbar.

(2) Analog zu (1) erhélt man aus B(Fy < o) = Upeny B(fi < @) fiir alle « € RU {£o00}
die Messbarkeit von Fs.

(3) Fiir konvergente Zahlenfolgen (ax)ren gilt allgemein limpey ap = infpey supys, ax,
denn es gilt:

(i) Dadie Folge (s, = sup;, ax)peny monoton fallend ist, erhélt man fiir alle m € N
stets inf ey s, = infy>,, 5p.

(ii) Nach Definition des Grenzwertes a = limgey ax existiert zu jedem € > 0 ein
m € Nmit Vi>,, a—e <ap <a+e Firallep > mgilt danna—e < s, < a+e
und es folgt @ — e <inf,>,, 5, <a+e.

iii) Aus (i) und (ii) erhélt man nun a —e < inf ¢y s, < a+¢ und da € > 0 beliebig
peN Sp
gewahlt werden kann ergibt sich inf,cy s, = a.

Insbesondere erhilt man also die Darstellung F3(z) = limpen fi(2) = inf en supys,, fr(2)
mit der nach (1) und (2) die Messbarkeit von Fj folgt.

]

Beispiel. Wir geben eine Funktion an, die nicht messbar ist. Es sei C' C B = [0, 1] nicht
Lebesgue-messbar und f : B — Rdurch z € C = f(z) =lund 2 ¢ C = f(x) =0
definiert. Dann gilt B(f > 0) = C, d.h. f ist nicht messbar.

Lemma 7.4. Ist eine nichtnegative Funktion f: B C R" — R messbar, so gilt fiir das
Lebesgue-Oberintegral und Lebesgue-Unterintegral Ly = L. Ist also zusétzlich L; < oo,
so ist f sogar Lebesgue-integrierbar.

Beweis.
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a.) Sei zuniichst A(B) < oo. Fiir jedes £ > 0 ist Z = (By)gen mit By = B(e(k — 1) <
f< 5k:) eine Zerlegung von B mit

k=1 k=1 k=1
und L;(Z Z MyA(By) < ¢ Z
k=1 k=1

also Lj(Z) < Ly(Z) +eX(B). Da € > 0 beliebig gewihlt werden kann sowie A(B) <
oo gilt, folgt Ly < Ly(Z) < Ly(Z) < Ly und damit Ly = L;.

b.) Falls A(B) = oo gilt, wihle man eine Zerlegung (A;);eny von B mit V;eny A(A;) < o0.
Eine solche Zerlegung existiert, da R™ nach Satz eine Darstellung als abzédhlbare
Quadersumme hat. Fiir alle ¢ € N ist dann f|4, ebenfalls messbar und nach a.) folgt
Ls(A;) = Ly(4;). Die Behauptung folgt dann aus Satz denn dessen Beweis
liefert L;(B) = 252, Li(A;) = 252, Ly(A;) = Ly(B).

]

Satz 7.5.7. Eine Funktion f: B C R” — R ist genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn
sie messbar ist und fiir das Lebesgue-Unterintegral L ; < oo gilt.

Beweis.

»<" [ messbar und Lj; < 0o = fi messbar und L;, < Ly < 0o = f4 integrierbar
= f integrierbar

»=" Sei f : B — R Lebesgue-integrierbar mit 0.B.d.A. f > 0. Es ist die Messbarkeit
der nichtnegativen Funktion f zu zeigen. Wegen

inf Lg( ):[Bf(:v)dx<oo

ZePp

existiert eine Zerlegung Z von B mit Lf(f) < 0.

(1) Zu einer beliebigen Zerlegung Z, = (By)ren = Z bilden wir die Treppen-

funktion = — @, (z) = X352, infyep, f(y) - x5, (¥) mit L;(Z,) = L, (Z.).
Diese ist messbar, da die Mengen B(p, < «) fiir alle @ € R U {£o0}
abzéhlbare Vereinigungen Lebesgue-messbarer Mengen sind.

(2) Nun konstruieren wir eine Folge (Z; € Pp)jen mit Z < 7y < ... und
Li(Z)) — Ly(Z) < 7. Dies ist méglich, da f Lebesgue-integrierbar und
(Pp, =) ein gerichtetes System ist. Fiir die Folge gilt nach Konstruktion

ImIi(z) = JmL(z) = [ j@d
Li(Z)—-Lp(Z)<7 L (Z)<Ly<Ly(Zi)

Die zu (2) gehorende und gemifs (1) konstruierte Funktionenfolge (¢;)ien ist
monton wachsend sowie durch f beschrinkt, konvergiert also punktweise gegen
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7. Integralrechnung in mehreren Verdnderlichen

eine — nach Satz [7.5.6] messbare — Grenzfunktion lim; .., ¢, = ¢ < f. Aus
Lf(Zl) = L@l(Zl) S L@(Zl) S Lf(Zl) erhéilt man L@(Zl) = Lf(Zl) und mit
L¢(Zl) < L, < Ly = lim;_ Lf(Zz) ergibt sich L, = L; < oco. Nach Lemma
ist die Funktion ¢ nun integrierbar mit

Agp(m)dmzéf(x)dx

Damit ist ¢(x) = f(z) fast iiberall — dies geniigt, dass mit ¢ auch f messbar
ist.

]

Korollar. Eine Funktion f ist dann Lebesgue-integrierbar, wenn sie messbar ist und fiir
eine Lebesgue-integrierbare Majorante g gilt | f| < g — d.h. Ly < L, < .

Satz 7.5.8. (Satz iiber monotone Konvergenz von Beppo Levi)
Sei (fx : B — R)gen eine monotone Folge Lebesgue-integrierbarer Funktionen, die punkt-
weise konvergiert. Ist dann die Folge

YL

beschrankt, so ist die Grenzfunktion f = limy_ . fx ebenfalls Lebesgue-integrierbar und
es gilt

éf(x)dlecli_{goéfk(x)dx

Bewess.

(1)
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Wir kénnen annehmen, dass fiir alle £ € N stets fi, > 0 gilt und (fx)ren monoton
wichst — anderenfalls betrachte man die Folge (fx — f1)ren bzw. (f1 — fr)ren. Nach
Satz sind die Funktionen f, messbar und nach Satz ist damit auch die
Grenzfunktion f messbar.

Fiir alle Lebesgue-messbaren Teilmengen A C B und alle m > 0 folgt

Viea m < f(x) = m- A(A <khm/fk
denn es gilt: Fiir m = 0 ist die Aussage trivial, sei also 0 < a < m und A, = B(f >
a) N A. Dann ist

A(AL) </Ak fulz) d:cg/Afk(x) dz

Weiter ist die Folge (Ag)keny wegen fr(z) > a = fri1(x) > « monoton wachsend
und wegen o < m < f(x) = Jpeny @ < fr(x) gilt Upen Ax = A. Der aufsteigende
Kettensatz liefert nun

a-AA U Ag) = hm a- AMAg) < hm / fr(x
kEN

Folge konvergiert
unter gegebenen
Voraussetzungen



7.5. Das Lebesguesche Mafs und Integral

und da 0 < a < m beliebig gewéhlt werden kann, erhilt man

m - < khm / fk:
(3) Sei Z = (Aj)ien eine Zerlegung von B und L;(Z) = 372, m;A(A;) die zugehérige
Lebesgue-Untersumme. Die Anwendung von (2) auf A, ..., A, liefert
p p
;mi)\(Ai) < ;klggo /A fe(z) de = l}g{)lo T fr(x)de < kh_}rgojB fr(x)de =1

und durch Grenziibergang p — oo folgt L;(Z) < I. Da Z € Pg beliebig gewihlt
werden kann, erhdlt man Ly < I. Aus der Messbarkeit der Funktion f ergibt sich
damit ihre Integrierbarkeit und die Abschitzung

Lf(m)dxgl.

Mit Vien fr < f folgt schlieklich

View [ f(@)da < [ fa)de = 1< [ fla)da

Satz 7.5.9. (Satz liber dominierte Konvergenz von Lebesgue)

Sei (fx : B — R)gen eine punktweise konvergente Folge Lebesgue-integrierbarer Funktio-
nen mit der Lebesgue-integrierbaren Majoranten g : B — R, d.h. es gilt Vien | fx(2)] <
g(x) fiir fast alle € B. Dann ist die Grenzfunktion f = limy_ . fi ebenfalls Lebesgue-

integrierbar und es gilt
/ dr = hm / fr(x
B

Beweis. Die Funktionen f; sind messbar und damit auch die Grenzfunktion f. Da mit
Vien|fr(z)] < g(x) auch |f(z)| < g(x) gilt, ist f nach dem Korollar aus Satz
Lebesgue-integrierbar. Es ist also lediglich die Gleichheit L; = limy_. Ly, zu zeigen.

Die Funktionen Ay,(z) = sup{|fi(z) — f(z)| : ¥ € N und k > p} sind nach Satz
messbar und wegen |A,(z)| < 2g(z) sogar Lebesgue-integrierbar. Da die Folge (A,)yen
monoton fallend ist und lim, .., A, = 0 gilt, erhélt man mit dem Satz von Beppo Levi

(Satz [7.5.8))
[ f@rde = [ fa)ds =\/ fuli) -

und es folgt die Behauptung. O
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7. Integralrechnung in mehreren Verdnderlichen

Bemerkung. Satz[7.5.8 und Satz[7.5.9 sind nicht auf die Riemannsche Integrationstheo-
rie dbertragbar. So sind die iber die Menge [0,1]NQ = {p1,...} durch fr(z) =1z €
{p1,...,pr} definierten Funktionen fy : [0,1] — {0,1} Riemann-integrierbar mit

vkeN Al fk(l’) dx = 0.

Weiter ist die Folge (fi)ren monoton wachsend und wird durch g = 1 dominiert. Dennoch
st die Grenzfunktion f = limy_. fr als Dirichlet-Funktion nicht Riemann-integrierbar.

Satz 7.5.10. Es sei B C R" eine beschriankte und Jordan-messbare Teilmenge. Dann ist
f : B — R genau dann Riemann-integrierbar, wenn sie bis auf eine Lebesgue-Nullmenge
stetig ist.

Bemerkung.

1) Das Lebesquesche Integral lisst sich auch auf komplezwertige bzw. vektorwertige
Funktionen ausdehnen — mit gréfitenteils gleichen Eigenschaften wie beim Riemann-
Integral. Genauso gibt es zu den wichtigen Integralsitzen der Riemann-Theorie je-
weils ein Analogon in der Lebesque-Theorie, das i.A. weniger Voraussetzungen be-
notigt.

2) Auf dem Vektorraum aller Lebesgue-integrierbaren Funktionen f : B — R kann man
durch

1l = [ 1f(@)] da

eine Quasi-Norm definieren mit der Eigenschaft ||f]| = 0 < f = 0 fast dberall.
Sie wird zu einer L*-Norm, wenn man die Funktionen zu Aquivalenzklassen zu-
sammenfasst, die sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden. Dieser L'-Raum ist
ein Banach-Raum und Gegenstand der Funktionalanalysis. Eine Erweiterung davon
sind LP-Rdume mit

1=/ [ 1@ da.
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8. Differentialformen

8.1. AuRere Potenzen von Vektorriumen

Wir betrachten einen beliebigen n-dimensionalen Vektorraum V' iiber R mit einer Basis
(€1,...,€y). Dieser Vektorraum liefert weitere Vektorrdume mit induzierten Basen.

A. Der Dualraum uber V

Der Vektorraum V* = {&: V — R : a linear} aller Linearformen auf V' wird als Dualraum
iber V bezeichnet. Er besitzt die induzierte Basis (¥, ..., v,,), die durch Vi <; k<, U;(ex) =
0, mit dem Kronecker-Delta

5z‘k—{1 fuir 1=k

0 fir 1#k
definiert ist. Daher gilt dim V* = n und man erhélt die Basisdarstellung o = > | o9,
mit a; = a(e;).

B. Die p-fache tensorielle Potenz von V*

Der Vektorraum @ V* = {¢ : xPV — R : ¢ multilinear} aller p-Linearformen auf V'
heif’t die p-fache tensorielle Potenz von V*. Spezielle Multilinearformen sind dabei
durch

p p

QR iz, ..., zp) = [] culas)
i=1 i=1
definierte Tensorprodukte von Linearformen «;,..., o, € V*. Die induzierte Basis von

QP V*ist (¥, ®...®@Y;, | 1 <idy,...,4, < n) und es gilt dim Q" V* = nP. Man erhélt die
Basisdarstellung

¢ = Z G,y - Uiy ® ... QU

1<i1, . ip<n
mit ¢, i, = ¢(ei, ..., e, ). Aus der Gestalt der Basis ergibt sich fiir z; = >°;_ z; e, € V

allgemein

¢(371, e 7xp) = Z Giy, .., ip " Lliy " Tpiy-

1<i1,00yip<n
So gilt fiir eine durch die Matrix A € R™*" definierte Bilinearform 8 € @2 V* stets
B(x,y) = at Ay = Z ik TiYk-
1<i,k<n

Die Elemente ¢ € @ V* heifsen auch p-fache (kovariante) Tensoren — oft werden auch
verallgemeinerte Matrizen ¢;, . ;, als Tensoren bezeichnet (Tensorkalkiil).

,,,,,
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8. Differentialformen

C. AuRere Potenzen von V*

Der Vektorraum AP V* = {w € Q" V* | w schiefsymmetrisch} aller schiefsymmetri-
schen p-Linearformen auf V' wird als dufsere Potenz von V* bezeichnet. Dabei heift
eine Multilinearform w € ®* V* schiefsymmetrisch, wenn fiir alle Permutationen 7 € S,
und alle Vektoren x1,...,x, € V stets w(xra), ..., Tx(p)) = signm-w(z1,...,z,) gilt. Man
setzt A°V* =R und A V* =0 fiir ¢ > n.

(1) Die fiir Linearformen aq, ..., a, € V* durch

ar N Nay = Z SIgNT - Qr(1) @ ... @ Qir(p)

mESp

definierte Abbildung wird als duferes Produkt bezeichnet. Aus

(g Ao AN ay) (T, ..oy 1p) = Z SigN 7 - o1y (1) - -+ iy ()

7S,
= det (a;(zx))
ay(zy) -+ on(xp)
ap(w1) e ap(p)
erhalt man:
(a) Die Mulilinearform (xy,...,x,) € XPV = (ay A... Aay)(x1,. .., x,) ist schief-
symmetrisch, da eine Permutation des Arguments (xy,...,z,) einer Permuta-

tion der Spalten der Matrix (a;(zy)) entspricht.

(b) Die Abbildung (ay,...,q,) € XPV* — a3 A ... A q, ist ebenfalls schiefsymme-
trisch, da eine Permutation des Arguments (o, ..., q,) einer Permutation der
Zeilen der Matrix (al(xk)) entspricht.

(2) Die induzierte Basis von AP V* ist dabei (J;, A... A0 [ 1 <4 < ... <1y, < n),
d.h. es gilt dim AP V* = (Z) Wir zeigen diese Behauptung fiir den Fall p = 2:
Erzeugendeneigenschaft: Da jedes Element w € A% V* stets eine Multilinearform
ist, gilt w = 301 <; pen Wik - Vs ® Uy mit wy, = w(e;, ex). Da w insbesondere schiefsym-

metrisch ist, erhalten wir V4, wjr = —wy; und stets w;; = 0 — also insgesamt
w= Y, wrViQ%h+ Y, wi U®U

1<i<k<n 1<k<i<n

= > wrUi®@Uk+ ) wyi- @Y,
1<i<k<n 1<i<k<n

= > wrUi®Vk— Y, wi U,
1<i<k<n 1<i<k<n

= Z wik-(l91®19k—19k®19¢)
1<i<k<n

= Z Wik - 191 A ?9]C
1<i<k<n

Lineare Unabhéngigkeit: Es sei w = 3>, <, wir - ¥; AU = 0. Fiir r < s erhélt
man aus ;AYy, = 9; @0, — 19, ®9; sofort 0 = w(e,, e5) = w,s. Da w schiefsymmetrisch
ist, folgt damit w;, = 0 fiir alle 1 <7 < k < n.
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8.1. Aufere Potenzen von Vektorrdumen

Die Basisdarstellung einer Multilinearform w € A? V* bzgl. der induzierten Basis ist

W = Z wil...ip . 191'1 VANPIAN 191'17

1<i1<..<ip<n

mit den Koeffizienten w,..;, = w(e;,,...,e;,). In dieser Basisdarstellung kann man
die Koeflizienten schiefsymmetrisch auf alle moglichen Tupel (ky, ..., k,) durch

{ sign 7 - wyy.q, falls  (ky-oky) = ((w(in), ..., 7(ip))

wkl‘..kp = 0
sonst

fortsetzen und erhélt

n
wkl‘..kp
w= 3 B AL A,
k1, kp=1 :

Fiir p = 2 setzt man etwa wy; = —w;, fir 1 <1<k <nundw; =0fir1 <i<n
und schreibt

W = Z u)ik'ﬁi/\’ﬁk: Z Mﬁl/\ﬁk—i‘ Zwuﬁz/\ﬁz

1<i<k<n 1<i<k<n 2 1<i<n
1<i<k<n 1<k<i<n 1<i<n
Wik Wik
1<i<k<n 1<k<i<n 1<i<n
n
w.
=3 TE 9 A0

i,k=1 2

Eine p-Linearform mit einer Darstellung w = a3 A ... «q, als duferes Produkt von
Linearformen heiftt zerlegbar. Dabei ist nicht jede Multilinearform w € AP V* zer-
legbar: flir n > 4 ist etwa w = ¥7 A ¥ + U3 A ¥4 nicht zerlegbar.

Basis- und Koordinatentransformation: Die betrachteten induzierten Basen
hingen von der Wahl der Basis (eq,...,e,) des Vektorraums V ab. Eine Basi-
stransformation €’ = 32, a;je; mit der zugehdrigen Koordinatentransformation
TP = Yi<i<n aijx; induziert im Dualraum V* die duale Basistransformation ) =
Y 1<k<n Qi) mit der zugehorigen Koordinatentransformation oy = 314/« ey,

wobei (dy,) = (a;;)~* gilt. Fiir eine Linearform « € V* erhilt man also

alz)= Y adi(z) = > akﬁk< > :Uiei>

1<k<n 1<k<n 1<i<n

= Y ap= ), <Z ’dlka;> . ( > aij;)

1<k<n 1<k<n \ 1<I<n 1<5<n
~ 1o ’o7
= > >, Anay | o= Y, o,
1<lj<n \1<k<n 1<i<n
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8. Differentialformen

Entsprechend wird im Tensorraum @” VV* die tensorielle Koordinatentransformation

n
Phroky = D iyky = Qi Dy,

.....

n n
P= D Ohky V@ QU= Y P U, @R
Ei,ekp=1 Ih,lp=1

8.2. Differentialformen und aullere Differentiale

Wir wihlen eine anschauliche Darstellung und betrachten ein Gebiet M C R™ als Grund-
mannigfaltigkeit. Jedoch konnen die folgenden Untersuchungen auf n-dimensionale ,krum-
me* Flichen M C RY fiir N > n — etwa auf das injektive Bild M = F(G) unter einer
Abbildung F : G C R® — M C R" —iibertragen werden. Ebenso kann man abstrakte dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeiten betrachten, die nur lokal homéomorph zu einem Gebiet
G C R" sind.

Bemerkung. Sei zundchst ein Punkt x € M festgewdhlt. Dann ist T,M ={X, = (x, X) :
X € R"} der Tangentialraum der Mannigfaltigkeit M in dem Punkt x. Er bil-
det einen n-dimensionalen Vektorraum, der isomorph zu R™ ist und die Standardbasis
(€1]zs -+ €nle) besitzt. Jedem Tangentialvektor X, € T, M ist bijektiv ein Differential-

operator dy|, zugeordnet, der die Richtungsableitung einer im Punkte x differenzierbaren
Funktion f in Richtung X, bildet, d.h.

1<i<n

und insbesondere

deyl, o f = de, f(x) = Ok f(2).

Identifiziert man nun X, und dy|,, so kann man auch (%H, e % z) als Standardbasis
von T, M auffassen. Diese Darstellung wird bei abstrakten differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten zur Definition des Tangentialraums verwendet.

Definition. Se: f : M — R in x € M differenzierbar. Dann heifit die durch X, €
T.M — df|.(X,) = dxf(x) € R definierte Linearform df|, € T:M das Differenti-
al von f im Punkte v — dabei gilt insbesondere df|,(ex|.) = Opf(x). Die Projektionen
pi:x € M — z; € R besitzen die speziellen Differentiale dx;|, = dp;|, mit der Fi-
genschaft dx;|.(ex|.) = di, also ist (dxqls, ..., dx,|.) die Dualbasts von TM bzgl. der
Standardbasis von T, M. Jedes Differential df|, besitzt dann die Basisdarstellung

df|. = Z df | (€ilz) - il = Z Oif (z) - dxis.

1<i<n 1<i<n

Bemerkung. Fir nun variabel gewdhltes x € M betrachten wir die Vektorraumbiindel
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TM = Uyen T M (Tangentialbiindel) bzw.
T*M = Uyep T M (Cotangentialbiindel) bzw.
NP T*M = U,ens NP TEM (GufSeres Produktbindel)

der disjunkten Rdiume TpM bzw. T; M bzw. NPT M.

Definition. Fine Differentialform vom Grade p € Ny oder p-Form ist eine Abbildung
w:x €M w, € N°T*M mit der Basisdarstellung

W = Z wil...ip : dl’il VANPIAN dl’l’p

1<i1 <...<ip<n

und zugehorigen Koordinatenfunktionen w;,..;, = w(e;,...,e;,) : M — R. Die Differen-
tialform w heifit C"-differenzierbar, falls die Koordinatenfunktionen C"-differenzierbar
sind.

Beispiel. Eine Differentialform vom Grade p = 0 ist eine Funktion f : M — R. Eine
Differentialform vom Grade p = 1 ist eine Pfaffsche Form p : 2 € M — ¢, = >, p;(x)-
dz;|, € T*M. Eine Differentialform vom Grade p=nist w:z € M — w, = f(z) - dz; A
o Ndzp| € NVTEM.

Definition. Das totale Differential einer differenzierbaren Funktion f : M — R — d.h.
einer differenzierbaren Differentialform vom Grade p =0 — sei die Differentialform

df -z € M —df|, = 0kf(z) - dug|, € T"M.
k=1

Das dufSere Differential einer differenzierbaren p-Form w : M — AP T*M sei die durch

dw = Z dwil...ip VAN dl’il AL A dl'ip

1<i1<..<ip<n

n
= Z Z 3kwl-1...ip . dSIZ'k N dl‘il VAN diﬁip

1<ir<...<ip<n k=1

keine Basisdarstellung

definierte Differentialform dw : M — NPT T*M vom Grade p + 1.
Beispiel. Wir geben fiir M C R? die Gestalt totaler und duferer Differentiale an:

(1) Die 0-Form f : M — R besitzt das totale Differential df = 0y f - dzy + Oof - dxg +
83f : dZL’3.

(2) Die 1-Form ¢ : M — T*M mit ¢ = ¢ - dzq + g - dxs + 3 - dzs besitzt das dubere
Differential dy : M — A*T*M mit dp = Yi<jr<s Okp) - dwp Ndrj; = (Oaip3 — O3¢2) -
dl’g A\ dl’g + (a3g01 — 81g03) . dl’g A\ dl‘l + (81g02 — 82g01) . dl’l A\ dIQ.

(3) Die 2-Form w M — /\2 T*M mit w = ¢1 . de’Q N d$3 + wg : dl’g A d.T1 +'¢3 . dl’l N dl’g
besitzt das dukere Differential dyp : M — A®> T*M mit dip = (01301 + Datha + D51)3) -
dl’l A dl’g A dl’g.

(4) Die 3-Form w = f - dxy A dxg A dzs besitzt das dufere Differential dw = 0.
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8. Differentialformen

Bemerkung. In der klassischen Vektoranalysis im euklidischen Raum R3 werden statt
des Operators w +— dw verschiedene andere Differentialoperatoren verwendet.
1) Fiir ein Skalarfeld f : M — R betrachtet man das Vektorfeld grad f : M — R3 mit
grad f =< f=01f-e1+0af -e2+05f - e3.
2) Fiir ein Vektorfeld X : M — R mit X =X, -e;+ Xy e+ X - e3 betrachtet man
zwei verschiedene Operatoren:
(a) Die Rotation von X ist das Vektorfeldrot X : M — R> mitrot X = yx X =
(82.)(3 — 83X2) el + (83X1 — 81.)(3) * €9 + (81.)(2 — 82X1> - €3.
(b) Die Divergenz von X ist das Skalarfeld div X : M — R mit div X = 01X +
82X2 + 83.)(3.

Hierbei werden Produktraume N\ 1Y M mil den zugehirigen Koordinatenrdumen iden-
tifiziert, d.h. man identifiziert einerseits T*M und R® und N> T*M sowie andererseits
N* T M und R — obwohl die jeweiligen Basen unterschiedliche Eigenschaften haben. Dazu
betrachten wir die Auswirkungen einer Spiegelung (e, eq, e3) — (eq,e1,e3) des Raumes
auf die Produktbasen:

(i) In \°T*M =R erhalten wir 1 — 1.
(i) In N' T*M = T*M erhalten wir (dx,, dxs, drs) — (dxy, doy, drs).

(iii) In N*T*M erhalten wir (dzo A drs,dvs A dxy,doey A doy) — —(das A doy, dzy A
dIg, dl’l A dﬂfg)

(iv) In N*T;M erhalten wir dov, A doy A dos — —dzy A dxg A das.

Wir stellen nun die im Umgang mit Differentialformen und in der Vektoranalysis
verwendeten Begriffe gegentiber:

0-Form f als Funktion | Skalarfeld

df als 1-Form grad f als Vektorfeld

1-Form ¢ Vektorfeld X

dy als 2-Form rot X als axiales Vektorfeld
2-Form 1 axiales Vektorfeld )

dy als 3-Form div) als Pseudoskalarfeld

Das Differentialformenkalkiil besitzt dabei wesentliche Vorteile gegentiber der klassi-
schen Vektoranalysis, denn die Definition einer Differentialform ist unabhdngig von
der Raumdimension und auf abstrakte differenzierbare Mannigfaltigkeiten er-
weiterbar. Auflerdem ist der Differentialformenbegriff vertriglich gegentiber differenzier-
baren Koordinatentransformationen, d.h. es kénnen vom Punkte x abhdngige Ba-
sisfelder benutzt werden.

» Dazu betrachten wir fiir M = R? \ {0} die Transformation (x = rcost,y = rsint)
auf ebene Polarkoordinaten und verwenden statt der Standardbasis (e, e,) die Tan-

gentialvektoren
. Orx\  (cost und ¢
" \0y) \sint t

_ (O _ [—rsint
-~ \Qw/) \rcost )’
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8.2. Differentialformen und dufiere Differentiale

Diese Basistransformation in Tp M induziert in Tp M die duale Basistransformation

dxr\ [cost —rsint . dr

dy) \sint rcost dt)’
es gilt also dv = cost-dr—rsint-dt = O,x-dr+0,x-dt und dy = sint-dr+rcost-dt =
Oy - dr + Oy - dt.

Satz 8.2.1. Fiir eine 2-mal differenzierbare Differentialform w : M — AP T*M gilt ddw =
0.

Beweis. Die Behauptung folgt aus

W = Z wil...ip . d.fl?il VANPIIAN dl’ip
1<i1 <...<ip<n
n
= dw = Z Z OpWiy iy - dxgp Ndzyy N ..o AN day,

1<) <.... <ip<n k=1

= ddw = Z Z Z 8l8kw11 i ~dxy Ndxy Ndxg N N dxg,
1<i1 <. <ip<n k=1 k=1"""">" ’

=0kO1Wwi ---ip fdxl/\d:ck/\dmzl/\ Ndzj,
= —ddw.

]

Definition. Fine Differentialform w : M — AP T*M heifst geschlossen,, wenn ihr Dif-
ferential dw = 0 ist. Man nennt sie exakt, wenn sie das Differential w = dp einer Diffe-
rentialform o : M — NP~YT*M ist. Eine exakte Differentialform ist wegen dw = ddp = 0
stets geschlossen.
Satz 8.2.2. (Satz von Poincaré)
Fiir eine stetig differenzierbar Differentialform w : M — AP T*M gilt:

a) Die p-Form w ist dann lokal exakt, wenn sie geschlossen ist. In diesem Fall besitzt

also jeder Punkt = € M eine Umgebung U C M, so dass w|y exakt ist.

b) Die p-Form w ist dann global exakt, wenn sie geschlossen und die Mannigfaltigkeit
M sternenformig oder einfach zusammenhéangend ist.

Beispiel.

(1) Wir betrachten ein Vektorfeld X : M C R® — R?® mit rot X = 0 und suchen eine
Funktion f: M — R mit X = grad f. Fiir X(z,y,2) = 2% - e; + ey gilt rot X = 0

sowie
!lczaxf($7 Y, Z) = xS {lle(J: Y,z ) = ilA + g(y7 Z)]
gradf =X < ¢ 0,f(x,y,2) = 1 } 0y9(y,2) = 1 ?
L O:flzy,2) = 0) O.9(y,2) = 0 )
(lelf(z,y,2) = L1a*+g(y,2)) (lclf(x y, 2) = lat4 gy, 2))
@{ g(y, 2) = y+ h(z) }4:){ = y+ h(z) }
L P(2) = 0 ) h z) = c )

und man erhilt daher f(z,y,2) = 15’3 + vy + c. In diesem Fall besitzt das Vektorfeld
also eine als Potential bezeichnete Stammfunktion.
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8. Differentialformen

(2) Die geschlossene Differentialform ¢ : (z,y) € M — X\ (x,y)dx + Xo(z,y)dy € T*M

mit M =R?*\ {(0,0)} und X(z,y) = ( ) ist nicht global exakt.

__ Yy _z
I2+y2’ x2+y2

Beweis. Wegen 01Xs(x,y) = Xi(z,y) und do(z,y) = 0Xe(z,y) - de A dy +
02X (z,y) - dy A dx ist die Differentialform ¢ geschlossen. Nun nehmen wir an,
es gebe f : M — R mit df = ¢. Insbesondere gilt in diesem Fall grad f(x,y) =
X(z,y) fir (z,y) € M. Fir die Funktion ¢ — g(t) = f(cost,sint) erhdlt man
daher ¢'(t) = —0,f(cost,sint)sint + 0, f(cost,sint) cost = —X;(cost,sint)sint +
Xs(cost,sint) cost = 1. Dies liefert aber einen Widerspruch zu ¢(0) = g(27). ]

8.3. Kurven- und Flachenintegrale

Eine orientierte p-Fliche ist das injektive Bild z[K] = S C M einer stetig diffe-
renzierbaren Parameterdarstellung v € K C R? +— xz(u) € M mit linear unab-
héngigen Tangentialvektoren 0,x,...,0,x — d.h. = : K — § ist reguldr. Eine weitere
C'-Parameterdarstellung @ € K C R? — (@) € M mit Z[K] = S heikt zuliissig, wenn
fiir eine Parametertransformation ¢ : K — K mit det D¢ > 0 - d.h. ¢ : K — K
ist positiv orientiert — gilt ¥(u) = :p(qb(ﬂ)) Wiéhlt man eine die Orientierung dndernde

Parametertransformation ¢ : K — K, so schreibt man x(w[% ]) =-S.

Definition. Fs sei w : M — APT*M eine stetige Differentialform und S C M eine
orientierte p-Fldiche. Dann ist das p-Fldchenintegral von w tiber S definiert durch

/gw = /me(u) (Br1z(w), ..., 0px(u)) du

mit einer beliebigen zuldssigen Parameterdastellung u € K — x(u) € S.

Bemerkung.

(1) Da fiir da;|pw) : To@yM — R gilt

A | p(u) (Opx (1)) =d;] 4(w) < Z Opxj(u) - ej\x(u)>

1<j<n

= > k() - dziluq(ejlow) = Ohwi(u)

1<j<n
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8.3. Kurven- und Flachenintegrale

erhdlt man fir die Basisdarstellung der Differentialform w = M — APT*M die
Beziehung

drg, N ... ANdxg |z (O1xz(u), . .., Opx(u))

dzx;, ’x(U) (81w(u)) T dxhl:t(ﬂ) (Opz(u))
=det : L :
Az, Loy (Ora(w)) - di,[uqu (Opr(u))
Owi (u) - Opwi (u)
—det|  : .
O, (u) -+ Opxy (u)
. 8(:ci1,...,xip)
= (G )

Damit erqibt sich fiir das p-Fldchenintegral die Gleichheit

/ W= /K Wirooa, (2(u)) - det (M) (1) du.

1<z1< <ip<n

(2) Die Unabhingigkeit des p-Flichenintegrals von der gewdhlten zuldssigen Parameter-
darstellung folgt mit dem Ergebnis aus (1) nun durch den Transformationssatz fir
Mehrfachintegrale. Es st

O(wiy, ..., x;)
/K 2 <lp<nCUi1...ip (z(u)) - det <M> (u) du
TR, A <zp<nw"1'“i” (x(¢(@))) - det (M) (¢(@)) - | det Do(i)| du

und wegen det D¢ > 0 folgt aus der Kettenregel der mehrdimensionalen Differenti-

alrechnung
det <M> (6(@)) - |det D(ii)|
et (G B () e (G0
()
- (G ) @

[w=]. Wiges, (F(@)) - det (W) (i) du.

1<11< <ip<n
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8. Differentialformen

(8) Da fiir eine die Orientierung dndernde Parametertransformation det Dy < 0 gilt,

erhdlt man aus den Uberlegungen in (2) die Beziechung

foo==fe

Beispiel. Die folgenden Beispiele zeigen, dass das Differentialformenkalkiil eine einheit-
liche und auf beliebige Dimensionen erweiterbare Beschreibung der klassischen Kurvenin-
tegrale, Fliachenintegrale und Volumenintegrale liefert.

(1)
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Ein Kurvenintegral ist ein 1-Flachenintegral einer 1-Form ¢ = F;-dv1+. ..+ E, -dx,
tiber einer Kurve v C R™. Fiir die Parameterdarstellung t € [ — x(t) € R™ der
Kurve v = z[I] und das Vektorfeld £ = (El, o By gilt

/d) | = Bl 0y de = [(B(a(0), () dr

1<i<n

In der Vektoranalysis sind fiir Kurvenintegrale die Bezeichnungen

— || -4 | Tangenteneinheitsvektor der Kurve

ds = ]az( )| - dt | skalares Bogenelement der Kurve

ds =T -ds vektorielles Bogenelement der Kurve

iiblich sowie die Schreibweise

/ E-ds = / (E-T

gl v

Das Flachenintegral einer 2-Form w = By-droAdxs+ By -drsAdx,+ Bs-dxy Adxy iiber
einer Fliche S C R? mit der Parameterdarstellung (u,v) € K C R?* — z(u,v) € M

Ozy  Omy
/w—/Bl x(u,v) det(é?,:3 a%)
ou ov

((91:E><82:E)1

4 By(a(u,v)) -det( ZZZ Za )+33( (u,)) - det( 29 % ) d(u, v)

~

:(81m;82x)2 :(81:5‘;829[:)3
—/ , (01 X O9)(u,v)) d(u,v).

mit dem Vektorfeld B = (By, By, B3). In der Vektoranalysis sind fiir Flicheninte-
grale die Bezeichnungen

N = |z X 20| "+ (z1 X 23) | Normaleneinheitsvektor
do = |x1 X x5| (u,v) - du - dv | skalares Oberflichenelement
do= N - do vektorielles Oberflichenelement

iiblich sowie die Schreibweise

/é.cfo:/(é.ﬁ).do.
S S



8.4. Der Satz von Stokes

(3) Das Volumenintegral einer 3-Form w = g-dxy Adzy Adzs iiber einen Korper K C R?
mit der trivialen Parameterdarstellung (xq, x9, x3) — (21, 2o, x3) ist

/w:/ g(x1, x9, x3) dry dry das.
K K

In der Vektoranalysis bezeichnet man dV = dx, dxy dxs als orientiertes Volumenele-
ment und beschreibt mit

/ng
K

die Integration einer Funktion iiber einen Korper.

8.4. Der Satz von Stokes

Beispiele.

1) Wir untersuchen das Kurvenintegral einer exakten 1-Form ¢ = df {iber einer durch
x : [a,b] — M parametrisierten Kurve . Wegen

Ldf:/[ S0 f ((t)) - (1) di

a,b] =1
b d
= [ Zf®) dt = f(a®) - f(v(a)
ist das Kurvenintegral durch die Werte der Randpunkte festgelegt.
2) Nun betrachten wir fiir M C R? und ¢ = ¢; - dz; + @9 - dry das Flichenintegral der

Differentialform w = dp = (O1p2 — Oa¢1) - dxy A dxg iiber einem durch (z1,z5) —
(21, z2) trivial parametrisierten Quader @ = [ay, b1] X [ag, ba]. Es gilt

by b1
Ldg@ = / / (81(,02 — 82(,01)(1'1, l’g) dl’l dl’g
a2 Jay
b2 bl b1 b2
= / Dpa(z1, T2) dy dg — / / Dop1(21, v2) dxg dvy
a2z al al ag

b2 bl
= / 902(51,5132) - 902((11,952) dxs —/ %01($1,b2) - 801(331,(12) dxy.
a ai

Der Rand von @ ist 0Q = 9{Q U 0{Q U 05Q U d5(Q) und fiir die Seitenfliche 07() mit
der natiirlichen Parameterdarstellung P : x5 € [ag, bo] — (b1, x2) € 09Q erhélt man

oP OP;
Loo®= [ @rlbrma) - Gobrs) + palbywa) - 5 by o) de
1

la2,b2] aIQ To

= 902(51,952)611’2
[az,b2]
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8. Differentialformen

Die anderen Seitenflichen mit den natiirlichen Parameterdarstellungen xs € [ag, by] —
(a1,x1) € 0YQ bzw. x1 € [a1,by] — (21,a2) € 04Q bzw. x1 € [ay,b1] — (x1,b) €
05@ behandelt man analog. Insgesamt folgt also

(v~ o)~ U~
A) ¥ < fQSO ag@gp SQ()O agQSO

ErQu-orQuU-uE) T Jog ¥
wobei der Rand 0@) in mathematisch positivem Sinn durchlaufen wird.

Satz 8.4.1. (Satz von Stokes)
Fiir eine stetig differenzierbare p-Form w und eine orientierte p-Fliche S C M gilt

/dw:/ w,
S aS

wenn der Rand 05 stiickweise glatt und geeignet orientiert ist.

Beweis. Wir skizzieren lediglich die Beweisidee und betrachten dabei insbesondere die
Orientierung des Randes 05S.

(1) Es sei zundchst S = z[Q)] das Bild eines Quaders ¢ C RP mit der geeigneten

Parameterdarstellung (uy, ..., up) — x(u1,...,u,) € S C M. Dann ist
98 =z[05] = |J (2[07Q)Ux[0}])
1<i<p

mit der Standardparametrisierung

lx(ul, vy Wi, Ay Uj 1y - - - ,Up) S x[@“Q}

( b » Pl Bt ’ p) {$(U17...,Ui_1,bi,ui+1,...,Up)EZE[@ZQQ]

der Randstiicke. Bildet man nun aus diesen (p — 1)-dimensionalen Fliachenstiicken
unter Beachtung der Orientierung die formale Summe

95 = 3 (~1) - (af00Q] - 2[}]),

1<i<p

so lasst sich zeigen

e 50 L L)
s _z;( ) <x[agQ]w z[ag]w o5 "

(2) Ist S eine Vereinigung von Quaderbildern, so gilt die Gleichung ebenfalls, da
sich die inneren Randstiicke wegheben. Den allgemeinen Fall S = z[K] mit einem
Korper K C RP erhélt man durch Approximation des Korpers durch Quadersummen
und anschlieflenden Grenziibergang.

]

Bemerkung. Wir geben die dem allgemeinen Satz von Stokes entsprechenden Zusam-
menhdnge in der Vektoranalysis an.
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8.4. Der Satz von Stokes

1) Fiir die Endpunkte x1 und xo einer geeigneten Kurve v gilt
[ rad £ ds = f(a) = f(a1).
.

2) Nach dem Integralsatz von Stokes gilt

ntg rot X do = / X ds.
aS

3) Nach dem Integralsatz von Gauf gilt

/Kdivydvz AKydB.
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C"-Differntialform, 253
L-stetig, (171
R-Integral,
R-integrierbar, [131]
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o-Additivitat,

e- Umgebung,
n-Tupel,

n-Tupel, geordnet,

p-Fliachenintegral,
p-Linearformen, schiefsymmetrische, [250

p-mal diffbar,
p-mal stetig diffbar, [98]
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Aquivalenzrelation,
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1. Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung, (139

1. Regel von I’'Hospital,

2. Hauptsatz der Differential- und Inte-

gralrechnung, (140
2. Regel von I'Hospital,

Abbildung, konstante,
abelsche Gruppe,

Abelscher Grenzwertsatz,
abgeschlossen, [37],
abgeschlossenen Intervallen, [144]
abgeschlossenes Intervall,
abhingige Basisfelder,
Ableitung,

Ableitung, linksseitige,
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Ableitung, rechtsseitige,

absolut konvergent,

absolute Konvergenz,

absolute Maximum, [T0T],

absolute Minimum, [166]

absoluten Extrema, 166

absolutes Minimum, (101

absteigender Kettensatz,

abstrakte differenzierbare Mannigfaltigkei-
ten, [254]

Abtrennungsregel,

abzéhlbar unendlich, 21]

abzdhlbare Quadersumme, 231

Additionstheorem der Exponentialfunkti-
on, 83

Additivitét,

Adjunktion, [6]

allgemeingiiltig,

Allmenge,

Allquantor,

Allrelation,

alternierende harmonische Reihe,

alternierende Reihe,

analytisch,

analytische Fortsetzung, |125

Anordnung der Doppelfolge,

Anordnung der Doppelreihe,

Antisymetrie,

approximieren,

Archimedes,

Archimedische Ordnung,

Arcus - Cosinus,

Arcus - Sinus,

Arcus - Tangens,

Arcus-Cotangens,

Area - Cosinus hyperb.,

Area - Sinus hyperb.,

Area - Tangens hyperb.,



Area- Cotangens hyperb.,
Argumentfunktion,
Assoziativgesetz,
aufsteigender Kettensatz, 234
axiales Vektorfeld,
axiomatisch, [0]

Axiomen, [

Banach Réume,

Banach Raum, [49]
Banach- Raum,
Banach-Raumes, [171
Banach-Tarski,
Banachscher Fixpunktsatz, [I71]
Basisdarstellung, [249
Basisfelder, abhéangige, [254
bedingt konvergente Reihen,
beschrénkt, 116,
beschriankte Funktionen, [144]
bestimmt divergent,
bestimmtes Integral,
Betrag von z,
Betragsfunktion,
Bewegungsinvarianz,
Bijektion,

bijektiv,

Bild,

Bildintervall,
Binominalreihe,

binomische Formel,

Blatter, Christian,
bogenweise zusammenhangend,

Cantor,
Cantorsche Diagonalanordnung,

Cantorsche Diagonalverfahren,

Cantorsches Diagonalverfahren,

Cauchy Konvergenzkriterium fiir glm. Kon-
vergenz, [7J|

Cauchy-Konvergenzkriterium fiir Folgen,
49

Cauchy-Produktreihe,

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung,

Cauchyfolge,
Cauchysches Konvergenzkriterium fiir Rei-

hen,
Cayleysche Oktave,

Index

Cosinus,
Cosinus hyperbolicus,

Cosinusreihe,
Cotangens,

Cotangens hyperbolicus,
Cramerschen Regel,

Dedekind’sche Schritte,
Dedekindscher Schritt,

Definitheit,

definitheit,
Definition der Integrierbarkeit,

Definitionsmenge,

degenerierter Quader, 231]

Determinante, Gramsche, [229

Diagonale,

Diagonalverfahren, Cantorsches,

Diftbar, [150]

diffbar, [I53]

Diffbarkeit von Funktionenfolgen, [107]

Diffbarkeit, linksseitige,

Diffbarkeit, rechtsseitige,

Differential,

Differentiale, spezielle, [252]

Differentialform, exakt,

Differentialform, geschlossen, 255

Differentialformen, [254]

Differentialformenkalkiil,

Differentialoperator,

Differentialoperatoren, [254]

Differentialquotient,

Differenzialquotient,

differenzierbar,

differenzierbaren Koordinatentransforma-
tionen, [254]

differenzierbaren Parameterdarstellung,|256

Dimensionsinvarianz bei HomGéomorphis-
men, [70]

direkte Beweis,

Dirichlet-Funktion,

disjunkt, [I2]

Distributivgesetz,

divergent, [41]

Divergenz, [56]

divergiert,

Division durch Potenzreihen,

Doppelfolge,
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Doppelreihe, Faktorenmenge,
Dreiecksungleichung, [34] Familie,
Dreiecksungleichung, umgekehrte, Fehlerabschétzung,
Dualbasis, [252 Feinheit,
Durchschnitt, Fixpunkt, [I71]
Folge,

Ebene Polarkoordinaten, 226 Folgenkriterium fiir Grenzwert von Ab-
echt komplexe Nullstellen, bildungen,
echtes Supremum, Folgenkriteriumm fiir Stetigkeit,
Eigenschaften stetiger Abbildungen, folgestetig,
Eigenvektoren, [164] Form, Pfaffsche, 253
Eigenwerte, [164 Formel von Hadamard,
E%genwe.rten, Fortsetzungssatz, [193]
Emdeut?g, Fundamentalsatz (komplex), [L17]
Eindeutig, umkehrbar, Fundamentalsatz der Algebra,
Einheitskugeln, Funktionalmatrix, [I52]
einseitige Grenzwerte, Funktionen,
Einselement,
Elementenbeziehung, Gebiet,
elemtar-geometrischen Objekte, [220 Geometrische Bedeutung:,
Ellipsoide, geometrische Reihe, B3]
Elliptische Integrale, geordnetes n_TupeL
Elliptisches Integral 1.Art, gerichtetes System, 238
Elliptisches Integral 2.AI‘t, gesch]ossen,
endlich, geschlossene Differentialform, 255]
Erginzungsquadersumme, 218 gleichméfig konvergent, [71]
Erhalt des Zusammenhangs, gleichméafkige Konvergenz, [107]
Erweiterte Mittelwertsatz, [103] gleichméaBigen Stetigkeit,
Erzeugendeneigenschaft, gleichméchtig,
euklidische Lingenfunktion, globalen Extrema, [T66
euklidische Norm, [34] Gradient,
euklidischen Abstand, Gramsche Determinante, 229
euklidischen Norm, Grenzfunktion, [70}
Eulersche Zahl, Grenzwert,
Eulerschen Konstanten, [146] Grenzwert, einseitig,
EV, Grenzwert, uneigentlich,
EW, Grenzwertbegriff,
exakte Differentialform, 255 Grofer Umordnungssatz,
Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-  Grundannahmen, 6

Lindelof,
Existenzquantor, Haufungspunkt,
Existenzsatz von Peano, [193 halboffenes Intevall,
Exponentialfunktion, Halbordnung,
Exponentialfunktion, komplex, Hamilton-Quaternionen,
Exponentialfunktion, reell, harmonische Reihe, [53]
Exponentialreihe, Hauptdeterminanten, [164]
Exzentritit, nummerische, [144] Hauptsatz iiber den Raum R,
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Hauptsatz iiber stetige Abbildungen auf
kompakten Mengen K,

Hausdorfsche Trennungsregel,

Hesse-Matrix, [160]

Hessesche Normalform einer Hyperebene,
1501

Hinreichende Bed. fiir WP’s,

Hinreichende Bedingung fiir lokale Extre-
ma, [162]

HNF,
Homd&omorphismus,

Homogenitit,

homogenitét,

horizontale Tangentialhyperebene, [I6]]
Hyperbolischer Paraboloid,

identisch,

Identitatsabbildung,
Identitétssatz fiir Potenzreihen,
immagindre Einheit,
Implikation,

indefinit,

indefinit,
Indexmenge,

indirekte Beweis, [9]
Induktionsanfang,
Induktionsmenge,
Induktionsschritt,

Infimum,

Inhalt und Feinheit:,

Injektion,

injektiv, [17]

Inklusion,

Innenpunkt,

Innenpunktmengen, 216|

innere Intervall,

Integral, bestimmtes, [111
Integralfunktion, [142]
Integralfunktion des Restgliedes, [142]
Integration tiber Normalbereichen, 223]
Integrationstheorie, Riemannsche, [215
integrierbar, unbestimmt,
integrierbar, uneigentlich,
Integrierbar-Lebesgue, [239

Intervall, abgeschlossen,

Intervall, halboffen,

Intervall, offen,

Index

Intervallschachtellung,
intrinsische, [217]
invertierbar,
Inzidenzmatrix, [134]

isomorph,

Jacobimatrix, [I52]
Jordan-Maf,
Jordan-messbar,
Jordan-Nullmenge, 215
Jordansche Mafstheorie, [215
Junktionen, [6

Korper,

Korpereigenschaften,

Kartesisches Produkt,

Kegel,

Kettenregel,

Kettensatz, absteigend,

Kettensatz, aufsteigend,

kleiner Umordnungssatz,

kleinste obere Schranke,

Koimplikation,

Kommutativgesetz,

kompakt, [39]

kompakte Definitionsbereiche,

kompakten Teilintervall,

komplexe Betrag,

Komplexe Exponentialfunktion,

komplexen Ebene,

komplexen Reihen,

Komponentenfunktion,

Komponentenfunktionen und Stetigkeit,
6]

komponentenweise Konvergenz, [16§|

Komposition,

Komposition von Produktreihen,

konjugiert Komplex, [T1§]

konjugiert komplexe Zahl,

Konjunktion, [0]

konkav, [127]

konstant,

konstante Abbildung,

Kontradiktion,

konvergent,
Konvergenz, [38],
konvergenz,
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Konvergenz, absolute,

Konvergenz, gleichméRige,
Konvergenz, punktweise,

Konvergenzintervall,
Konvergenzkreis,

Konvergenzkriterium fiir monotone Zah-
lenfolgen,

Konvergenzradius,

Konvergenzradius bei Summe,

konvergiert absolut, [56]

konvex, [127]

Koordinatenrdumen, 254]

Koordinatentransformationen, differnezier-

bar, 254]
Kreisfunktion, [88],
Kriterium von Hurwitz, [165]

kritische Punkte, [I6]]
krummflachig begrenzter Bereiche, 226
Kugelparadoxon,

Lange der Kurve, 144

Lange parametrisierter Kurven, [143]
Langenfunktion,

Lagrange-Form des Restgliedes,
Lagrangesche Form des Restgliedes, [I5§]
Lagrangesche Multiplikatioren, [177]
Lagrangesche Multiplikatorenregel,
Lagrangeschen Restglieder,
Landauschen O Symbole,

Lebesgue-Integral,
Lebesgue-integrierbar, 239

Lebesgue-messbar,
Lebesgue-Nullmenge, 233
Lebesgue-Oberintegral,
Lebesgue-Obersumme, [239
Lebesgue-Unterintegral,
Lebesgue-Untersumme, [239
Lebesgue-Varianz,

leere Relation,
Legbesgue-Maf, duferes,
Leibnizsche Regel,

Limes,

Limes inferior,

Limes superior,

linear geordneter Korper,
lineare Ordnung,
Linearform df, x € TrM?252
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Linearformen, schiefsymmetrische, 250]
Linearitét,

linksseitige Ableitung,
linksseitige Diffbarkeit,
linksseitige Umgebung,
Lipschitz-stetig, [171]
Lipschitzkonstante, [I71
Logarithmus,
Logarithmus, natiirlicher,
lokal R integrierbar, [L38]
lokal invertierbar, [172]

lokal Lipschitz-Stetig, [[71]
lokal Maximal,

lokal minimal,

lokale Maximum, {100
lokales Maximum, [126]

lokales Minimum,

Mafsthorie, Jordansche,

Majorante,

Majorantenkriterium,

Majorantenkriterium fiir glm Konvergenz,
[(J)

Majorantenkriterium, Weierstrafsche, [I83]

Mannigfaltigkeit,

Mannigfaltigkeit, abstrakt differenzierbar,
254l

Matrix, unendliche,

Maximum, [27]

Maximum, global,

Maximum, lokal,

Maximumsnorm, [35]

Mehrfachintegralen,

Menge,

Mengenfamilien,

mengentheoretische Abziehen,

messbar,
messbar, Lebesgue-, [243

Metrik,

Mindestradius,

Minimum, 21} 27]

Minimum, global,

Minimum, lokales, {100

Minorante,

Minorantenkriterium,

Mittelwertsatz der Differentialrechnung,

(10Tl



Mittelwertsatz der Integralrechnung, [138
Monom, [157]

monoton fallend, [31] [45]

monoton wachsend,
Monotonie, [240

Monotoniesatz, [[02]
Multilinearformen, [249]
Multiplikation von Potenzreihen,

natiirlciher Logarithmus,
natiirliche Ordnung,
Negation, [0]

negativ definit,

negativ semidefinit, [162],
Netz,

Netz-Limes, [23§]

nicht beschrankt,

Norm,

Norm, euklidische,
Normalenvektor, [15]]

Normen, [167]

normierten Riumen,
normierter Vektorraum,
Normierung, 215

Notwendige Bed. fiir WP’s,
Nullfolgen,

Nullmenge, [233

Nullmenge, Lebesgue, [233
Nullstellen, komplexe, [117]
Nullstellen, reelle,
Nullstellenmenge, [175
Nullstellensatz von Bolzano,
Nullteilerfreiheit,
nummerischer Exzentritit,

obere Grenzwert,

Oberintegral, Lebesgue, [239
Oberintegral, Riemannsche, [130
Obersumme, Lebesgue, [239

Objekte, elementar-geometrische,
offen,

offene Uberdeckung,

offene Umgebung, [172]

offenes Intervall,

ONB,

Operatornorm, (168

Ordinatenmenge,

Index

Ordnung, linear,
Ordnung, natiirliche,
Ordnungs,
Ordnungsrelation,
Ordnungsvollstandig,
ordnungsvollstandig,
Ordnungsvollstandigkeit,
orientierte p-Fliche, [256
Orthonormalbasis, 164

Paraboloide,
Parameterdarstellung, [143
Parameterdarstellung, differenzierbar, [256]
Partialsummen,

partiell Diffbar,

partielle Ableitung, [147]
partiellen Abbildungen, [I147]
partition, [129]

Peano-Axiomen,

Pfaffsche Form, [253

Poincaré, Satz von, [255]
Polarkoordinaten, ebene, [226
Polarkoordinaten, raumliche,
Polygonziige, [144

positiv definit,
positiv semidefinit,
positive definitheit,

Positivitat,
Potent, tensorielle, 249

Potenzreihe,
Potenzreihenentwicklung, [106
pradikadenz,
Primfaktorzerlegung, [117]
Prinzip der Intervallschachtellung,
Prinzip von Cavalieri, 225]
Produktbasen, [254]
Produktridume, [254
Produktregel,
Pseudoskalarfeld,
Pullback-Funktion, [I75]
punktweise konvergent,
punktweise Konvergenz, [107]
punktweise Stetigkeit,
punktweiser Konvergenz,

Quader, degeneriert,
Quaderbilder, Vereinigung von, 260]
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Quadergebéude,

Quadersumme, 216

Quadersumme, abzihlbare,
Quantor der Eindeutigen Existenz,
Quantoren,

Quotientenkriterium,

Quotientenmenge,
Quotientenregel,

Réaumliche Polarkoordinaten, [227]

Randextrema, [166

Randpunkt,

rationalen Zahlen,

Raum, vollstdndig normiert,

Rechenregel fiir diffbare Funktionen,

Rechenregel fiir integrierbare Funktionen,
137

Rechenregeln fiir Reihen,

rechtsseitige Ableitung,

rechtsseitige Diffbarkeit,

rechtsseitige Umgebung,

reell diagonalisierbar, [164]

reelle Exponentialfunktion,

Reflexivitét, [14]

Regel von I’ Hospital,

regulér, [16§|

Reihe im Komplexen,

Reihe, alternierende harmonische,
Reihe, bedingt konvergente,
Relation, leere,

rellen Nullstellen,

Reprasentant,
Représentantensystem,

Rest,

Restglied,
Riemann Oberintegral,

Riemann Unterintegral,
Riemann-integrierbar, 214]
Riemannsche Integrationstheorie, [215
Riemannsche Oberintegral,
Riemannsche Obersumme, [130
Riemannsche Summe, 133
Riemannsche Summen, [207]
Riemannsche Unterintegral,
Riemannsche Untersumme, [130
Riemannscher Summen, 23§
Rotation, [254]
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Rotationsparaboloid,
Russelsche Menge,

Sandwich-Theorem,

Sattelfliche, [I6]]

Sattelpunkte, [10]]

Satz iiber das Anfangswertproblem, [191

Satz {iber das Cauchy-Konvergenzkriterium
fiir glm Konvergenz,

Satz iiber das Folgenkriterium fiir Stetig-
keit,

Satz iiber das Permanenzprinzip,

Satz iiber das Quotientenkriterium,

Satz iiber den GW der Verfeinerung, [135

Satz iiber den Vergleich von Lebesgue-
und Riemann-Integral,

Satz tiber DGL 1. Ordnung, [190]

Satz iiber die Aquivalenzrelationen,

Satz {iber die Ableitung der Umkehrfunk-
tion, [97]

Satz iiber die Abschitzungs Vektorverti-
ger Funktionen, [I70]

Satz {iber die Bestimung der Konvergenz-

radien,

Satz tiber die Division durch Potenzrei-

hen,
Satz iiber die Eigenschaften stetiger Ab-

bildungen,
Satz liber die Erkennbarkeit der Diffbar-

keit,

Satz iiber die existenz von Wurzeln,

Satz iiber die glm. Stetigkeit,

Satz iiber die Identitat von Potenzreihen,
87

Satz iiber die Komposition von Produk-
treihen,

Satz iiber die Konvergenz von Folgen,

Satz {iber die Lange parametrisierter Kur-
ven, [144]

Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit,

Satz iiber die Multiplikation von Potenz-

reihen,

Satz iiber die notwendigen Konvergenz-
kriterien fiir Reihen,
Satz iiber die Ordnungsvollstindigkeit von

R, 29



Satz iiber die Rechenregeln diffbarer Funk-
tionen,

Satz iiber die Stetigkeit (e- ¢ Kriterium),
60

Satz iiber die Stetigkeit von Komponen-
tenfunktionen,

Satz iiber die Vertauschbarkeit der parti-
ellen Ableitungen des p-ten Tay-
lorpolynoms, [158

Satz iiber die Vertauschung der Integra-
tionsreihenfolge, [I80]

Satz {iber dominierte Konvergenz von Le-
besgue, [247

Satz iiber Integralkriterien uneigentlicher
Integrale, [145]

Satz iiber Konvergenz und Stetigkeit bei
der Operatornorm, [169

Satz iiber l6sungen von linearen DGL,

Satz iiber lineare Differentialgleichungs-
systeme, [193]

Satz iiber lokale Extrema, [162

Satz iiber Majoranten/Minoranten,

Satz iiber monotone Konvergenz von Bep-
po Levi, 246]

Satz iiber offene Mengen,

Satz iiber Rechenregeln diffbarer Abbil-
dungen,

Satz iiber Rechenregeln hoherer Ableitun-
gen, [99)

Satz iiber Rechenregeln konvergenter (Punkt-
)Folgen,

Satz iiber Sandwich-Theorem und Ahn-
lichkeit von Folgen,

Satz iiber Stammfunktionen, [I1]]

Satz iiber Umgebungssysteme,

Satz iiber vollstandige Réume,

Satz iiber Wurzelkriterium,

Satz der R Integrationsbed.,

Satz der analytischen Potenzreihen, [124]

Satz der Definitheit,

Satz der elementaren Integrierbarkeit,

Satz der grofen Umordnung,

Satz der hinreichenden Bedingung fiir lo-
kale Extrema, [126

Satz der kleinen Umordnung,

Satz der Konvergenz von Taylorreihen,

Index

Satz der Konvexitit,

Satz der Konvexitétskriterien, [127]

Satz der lokalen Extremas, [100]

Satz der Monotonie, [102

Satz der notwendigen Bedingungen fiir lo-
kale Extrema, [161

Satz der Operatornorm, (168

Satz der Partialbruchzerlegung, [L18

Satz der partiellen Integration, [113]

Satz der Potenzreihen, [10§]

Satz der strengen Extrema, (103

Satz der unbestimmten Integrale,

Satz des Cauchy-Konvergenzkriteriums,

Satz des Majorantenkriteriums fiir glm Kon-
vergenz, [7J|

Satz von Abel iiber die Grenzwerte,

Satz von Bolzano-Weierstrafs,

Satz von Fubini fiir Quaderbereiche,

Satz von Heine Borel,

Satz von Leibniz,

Satz von Maximum und Minimum,

Satz von Picard-Lindeldf,

Satz von Picard-Lindeloff,

Satz von Poincaré, 255

Satz von Rolle, [T0]]

Satz von Schwarz, [156]

Satz von Stokes, [260

Scheitelwinkel,

schiefsymmetrischen p-Linearformen,

Schwankungssumme, (130

Schwarz,
Schwarzsche Ungleichung,

Sehnenpolygonziige,
Sekantenhyperebene, [I5]]
Signumsfunktion,

Sinus,

Sinus hyperbolicus,
Sinusreihe,

skalare Geschwindigkeit,
Skalarfeld,

speziellen Differentiale, 252]
Stammfunktion,
stationdre Punkte, [161

stetig, [70]
stetige Fortsetzbarkeit,

Stetigkeit,
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stetigkeit,

Stetigkeit, punktweise,
Stokes, Satz von,
streng konkav, [127]
streng konvex, [127]

streng monoton fallend, [45]
streng monoton steigend,

streng monoton wachsend, [45] [69]
strenges lokales Maxima, (103

strenges lokales Minima, (103
Substitutionsregel,

Summenregel,

Supremum,
Supremumseigenschaft, 26] 27]
Supremumsnorm,

surjektiv,

Symetrie,

System, gerichtetes, [23§]

Tangens,
Tangens hyperbolicus,

Tangente,

Tangentensteigung,
Tangentialhyperbene, horizontale,
Tangentialhyperebene, [150] [151]
Tangentialraum, [252

Tautopologie,

Taylor’scher Satz,

Taylorreihe, 123

Taylorscher Satz, 1. Form,

Taylorscher Satz, 2. Form,
Teilmengenrelation,

Teilquadern,
Teleskopsumme,
Tensoren, [249]

tensorielle Potenz, [249]
Tensorkalkiil,
Topologie,

total Diffbar, [150]

total diffbar,
Totalordnung,
Transformationssatz, [225

Transitivitét,
Triangulierungen, 23]]

Tupel,
Umgebung,
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Umgebung, linksseitig,
Umgebung, rechtsseitig,
Umgebungssystem,
Umgebungssysteme,
Umgekehrte Dreiecksungleichung,
Umkehrabbildung,
umkehrbar, [166]

umkehrbar Eindeutig,
Umkehrfunktion,
Umordnung,

unbedingt konvergent,
unbestimmt integrierbar, [I[10]
unbestimmtes Integral,
uneigentlich R-integrierbar,
uneigentliche Grenzwerte,
uneigentlicher Anndherung,
uneingentlich konvergent,
unendliche Matrix,
unendliche Reihe,

Unmenge,
Unterdeterminanten, [164]
untere Schranke,
Unterintegral, Lebesgue, [239
Unterintegral, Riemannsche, [130]
Untersumme, Lebesgue, 239

Urbild,

Variable,

Varianz,

Varianz, Lebesgue, [239
Variation,
Vektoranalysis, 254
Vektorfeld,

Vektorfeld, axial,
Vektorraumbiindel,
vektorwertige Abbildungen,
Verbindungsstrecke,
Vereinigung von Quaderbildern, [260]

Verfeinerung:,
Verkettung,

Vollkugel,

Vollstéindig,

vollstandig,

vollsténdig metrischen Réumen, [I7]]
vollstédndig normierten Raum,
vollstdandig normierter Raum, (170
vollstédndige Riume,
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Vollsténdigen Induktion,
vollstindigen Raum,
Vollstandigkeit,

Weierstralsche Majorantenkriterium, [183
Wendepunkt,

Wendepunkten,

Widerspruchsbeweis, [9]

WO,

wohlbestimmte Tangentialhyperebene, [I5]]
wohlbestimmten Grenzwert,
Wohlordnung,

Waurzelkriterium,

Zerlegung, [129]
Zerlegung, dquidistante, (133

Zerlegung:,
Zielmenge,
ZPV,

zusammenhéngend, [69]
Zusammenhangserhaltung,

Zusammenhangskomponenten, [147]
Zwischenpunktfolge,
Zwischenpunktvektor, [133]
Zwischenpunktvektoren, [L35]
Zwischenwertsatz,
Zylinderkoordinaten, [227]
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