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11 Polynome iiber Korper

11.1 Definition

Sei K ein Kérper. Dann ist ein Polynom in der Variablen z eine formale Summe f = > a;z"
i=0

mit n € Nund a; € K fiir 1 <1i <n, wobei 2° = 1 gilt. Die Elemente a; werden Koeffizienten

genannt. Fiir a, # 0 heifit a,, Leitkoeffizient und es ist grad f = n der Grad des Polynoms.

Dabei setzt man grad 0 = —oo. Das Polynom f heifit normiert, falls a,, = 1 gilt.

Die Menge aller Polynome in x iiber K bezeichnet man mit K[z]|. Auf dieser Menge K[z] wird

dann die Addition koeffizientenweise durch

n

Z a;xt + zm: bxt = zn:(ai + b))’ + zm: b,z
i=0

i=0 =0 1=n-+1

fiir n < m definiert. Die Multiplikation ist durch ax = za fiir a € K, 2'2/ = 27 fiir 4,5 € N

und das Distributivgesetz festgelegt.

Beispiel

Es gllt (CL() + a1 + a2x2)(b0 + bl$) = ao(bo + b1x> + all’(bo + bll’) + (121‘2<b0 + bll’) = (Iobo +
apb1x + ayxby + a12b1 T + asx?by + asx’bix = agby + aghix + a1box + a1bixx + asbox® + asb T =

aobg + CLgbliL‘ + albolL’ + a1b1$2 + a2b0$2 + a2b1$2 = aobo + (Cl()bl + albo)ZL' + (a1b1 + a2b0)$2 +&2b11‘3.

Bemerkung

Sei K ein Korper. Dann bildet K[z]| einen kommutativen Ring und einen Vektorraum.

Beweis

Da die Addition auf Kz| koeffizientenweise definiert ist, bildet K [z] eine abelsche Gruppe mit

neutralem Element 0.

Aus der Definition der Multiplikation folgt unmittelbar die Existenz des neutralen Elements
1, die Kommutativitdt und die Distributivitat. Schlielich folgt die Assoziativitédt aus

m p

(Z CWTZ)(Z bjxj)(z cpx’) = Z Z Z aibjcpr IR,

i=1 j=1 k=1

Da die Abbildung a € K ~— az' € Klz] injektiv ist, wird K als Teilmenge von K|z]
betrachtet. Daher fasst man das Produkt a - f fir a = a-2° € K[z] und f € Klz] als
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Skalarmultiplikation auf. Die Vektorraumaxiome folgen dann aus den Ringeigenschaften von

Klz].

11.2 Satz

Seien f, g € K[z]|. Dann gilt grad(f+¢) < max{grad f,grad g} und grad fg = grad f + grad g.

Beweis

Seio.B.dA f=ay+...+ap2z™ und g = by + ...+ b,x™ mit a,, # 0 und b,, # o sowie m > n.

Fir m > n ist dann f + ¢ = (ag + bo) + ... + (@, + by)2" + app2™ + ... + a,2™, d.h.
grad(f +¢g) =m. Firm =ngilt f+9 = (ap +bo) + ...+ (an + by)2", d.h. mit a,, + b, # 0
folgt grad(f + g) = n und mit a,, + b, = 0 folgt grad(f + g) < n.

Weiter ist fg = agbo+(a1bg+agby)z+. . .4anby,z™ ™ mit a,b,, # 0. Daher gilt grad fg = n+m.

Korollar

1. K[z ist nullteilerfrei.

2. Aus fg = hg fiir f,g,h € K[z] und g # 0 folgt stets f = h.

Beweis

1 Sei f,g € K[z] mit fg =0 und f # 0. Dann gilt grad f > 0 und daher grad g < gradg +
grad f = gradgf < 0= g =0.

2 Sei nun fg = hg fiir f,g,h € K[z] und g # 0. Dann gilt (f —h)g= fg—gh=0—= f—h =
0= f=h.

Bemerkung

Frither fasste man Polynome f € KJ[z] fir K = R als Abbildungen K — K auf. Dies
ist halbwegs gerechtfertigt, da ¢ : f € K[z] — (z — f(z)) € Abb(K, K) ein Ringho-
momorphismus ist. Fiir |K| < oo ist diese Abbildung jedoch nicht injektiv. Dazu betrachte
man etwa K = Fy. Dann gilt 0 # 22 + 2 € Kernyp, da p(z? + 2)(0) = 0+ 0 = 0 und
o +2)(1)=1+1=0.



11.3 Satz (Division mit Rest)

Seien f,g € K[x] mit g # 0. Dann gibt es eindeutige Polynome ¢,r € K|x] mit f = qg +r
und gradr < gradg.

Beweis

Zunichst untersuchen wir die Eindeutigkeit. Sei dazu f = qg+r und f = qg+7r mit gradr <
grad g und grad 7 < grad g. Es folgt r — 7 = (f —q9) — (f — q9) = 49 — g9 = g(¢ — q). Damit
gilt nun grad g > max{grad r,grad 7} > grad(r —r) = grad g(¢—q) = grad g + grad(¢ —q¢) =
grad(¢ —q) < 0= q¢—q= 0= q = q. Schliellich ist auch ¥ = f —qg = f —qg =r.

Nun sei g = bp,x™ + ... + by mit b,, # 0, d.h. gradg = m. Man setze § = b, 'g, d.h. g ist
normiert mit grad g = m = grad g. Sei weiter f = qg + r fiir gradr < grad g eine Divsion mit
Rest. Dann ist auch f = qg+r = q(b,'g) +r = (¢gb,,})g + r wegen gradr < gradg = grad g

eine Division mit Rest. Daher kénnen wir im Folgenden o.E. annehmen, g € K|x] ist normiert.

Fiir grad f < grad g ist f = 0-g+ f eine Division der verlangten Art. Sei also grad f > grad g.
Dann beweisen wir die Aussage durch vollstdndige Induktion iiber n = grad f. Fiir n = 0 gilt
wegen g # 0 und grad f > grad g stets 0 < gradg < grad f =n =0, d.h. gradg = 0. Da g
normiert ist, folgt g = 1. Also ist f = fg + 0 wegen grad ) = —oo < 0 = grad g eine Division
mit Rest.

Sei nun a der Leitkoeffizient von f. Wegen grad f > grad g ist x#=d/~&ads ¢ K[z] wohldefi-
niert. Man setze f = f—ax®2d/=82dgg Da g und 282478249 normiert sind, ist —a der Leitko-
effizient von —az&2d/~8d9g Wegen grad(—az&?d/~¢2d94) = grad(—a) + grad x&ad/—sradg 4

grad g = 0 + grad f — grad g + grad g = grad f gilt daher grad ]7< n.

Nach Induktionsannahme ist dann f = qg + r fiir gradr < gradg. Es folgt f = f—i—

amgradffgradgg =qg 4+ awgradffgradgg — <q + CLl,gradffgmdg)g +r.

Bemerkung

Der Beweis von Satz 11.3 ist die algorithmische Beschreibung der Polynomdivision. Sei etwa
f=a5+22*+ 23+ 224+ 3x+4 und g = 22 +1. Dann ist a = 1 der Leitkoeffizient von f und man
setzt f = f—aperadf—sadgg — f_pdg — pdy 34024 3044 Mit f = qg+r = g(a?+2)+(22+4)
erhilt man f = (q + axe?d/=88d9)g 4 = (24 + 22 + 2)g + (22 + 4).



11.4 Definition / Satz
Sei R ein Ring und I C R ein Ideal. Dann heifit I Hauptideal, wenn ein z € I mit [ = xR = (x)
existiert. Wenn jedes Ideal I C R ein Hauptideal ist, wird R Hauptidealring genannt.

K|[z] ist ein Hauptidealring.

Beweis

Sei I C K|[x] ein Ideal. Offenbar gilt I = (0) fiir / = {0}. Sei also I # {0}. Dann existiert ein
normiertes Polynom ¢ € I mit minimalem Grad. Insbesondere gilt g # 0. Somit gibt es fiir

f € I nach Satz 11.3 eine Darstellung f = gg + r mit ¢,r € K|z] und gradr < grad g.

Da nun [ ein Ideal ist, gilt qg € I. Es folgt r = f — qg € I. Sei dann a der Leitkoeffizient
von 7. Fiir a # 0 ist a~'r normiert und man erhilt wegen grad a™'r = gradr < grad g einen

Widerspruch. Insgesamt gilt also r =0 = f = g9 = I = (g).

Bemerkung

Sei I C K|x] ein Ideal fiir I = (g). Dann ist g € I bis auf einen Faktor a € K \ {0} eindeutig

bestimmt.

Beweis

Fiir I = {0} ist das erzeugende Element offenbar eindeutig. Sei also (h) = I = (g) fiir I # {0},
d.h. h,g # 0. Dann gilt h = qg und g = rh fiir 0 # ¢,r € K|z]. Es folgt h = (¢r)h und daher
grad h = grad qr 4+ grad h = grad ¢ + grad r = grad qr = 0. Wegen 0 < grad ¢ und 0 < gradr
folgt damit grad ¢ = 0 = gradr, also ¢,r € K.

11.5 Satz

Sei a € K eine Nullstelle von f € Klz], d.h. f(a) = 0. Dann gibt es ein g € K[z] mit
f=(z—a)y

Beweis

Sei f = g(z — a) +r mit gradr < grad(z — a) eine Division mit Rest. Wegen grad(z —a) = 1
folgt gradr < 0= r € K. Damit gilt 0 = f(a) =g(a—a)+r=0+7r=r.



11.6 Definition / Bemerkung

Sei 0 # f = (v — a)°g € K[z] ein Polynom mit Nullstelle a € K fiir 0 < € € N. Dann gilt
insbesondere g # 0 und es folgt grad f = grad(z —a)®+grad g = € +grad g > €. Da die Menge
M = {¢ € N* | f = (x — a)% fiir ein g € K|[x]} somit nach oben beschriinkt ist, existiert
e = max M. Man bezeichnet e als algebraische Vielfachheit der Nullstelle a.

Bemerkung

Sei 0 # f = (r — a)°g € K[z]. Dann hat die Nullstelle a € K genau dann die Vielfachheit e,
wenn g(a) # 0 gilt.

Beweis

Sei g(a) = 0. Nach Satz 11.5 ist dann ¢ = (x — a)h fiir ein h € K|z]. Damit ist e wegen
f = (z — a)*"'h nicht die Vielfachheit von a. Sei nun k > e die Vielfachheit von a. Dann ist
(x —a)g = f = (x — a)*h fir h € K[z], dh. g = (x — a)*°h mit kK — e > 0. Somit gilt
g(a) = 0.

11.7 Satz

Sei ein Polynom f € K[z] mit grad f = n > 0 gegeben. Seien weiter ay, ..., a,, verschiedene
Nullstellen von f mit Vielfachheiten ei,...,e,,. Dann gibt es ein f € K[z] mit f = (v —

a1)® -+ (x — @) f. Insbesondere gilt e; + ... + e, < n.

Beweis

Sei zundichst f = (z — a1)® -+ (x — @) f fiir f € K[z]. Wegen grad f > 0 = f # 0 gilt
f#0= grad f > 0. Damit folgt n =grad f =e; +... + e, +grad f > e + ... + €.

Nun beweisen wir die erste Aussage durch vollstdndige Induktion iiber grad f = n. Der Fall
n = 0 ist trivial, da dann f keine Nullstellen hat. Sei nun n > 1 und a; eine Nullstelle von f

der Vielfachheit e;. Dann ist f = (x — aq)®'g fiir ein g € K|[z].

Sei weiter k; € N die Vielfachheit der Nullstelle a; von g. Fiir g(a;) # 0 setze man k; = 0.
Dann existiert ein h; € K[z] mit g = (z — a;)*h; und hy(a;) # 0. Mit h; = h;(z — a;)® erhilt
man f = (r — a;)*h;. Dabei gilt offenbar h;(a;) # 0 = k; = ;. Insgesamt hat also g die

Nullstellen as, ..., a,, mit Vielfacheiten e,, ..., e,,.



Wegen grad g < grad f ergibt sich damit aus der Induktionsannahme g = (x — a9)®*--- (x —
am)™ f. SchlieBlich folgt f = (z — a1)g = (x — a1)® - (z — am)*" f.
Bemerkung

Satz 11.7 gilt i.A. fiir Polynome iiber Ringen nicht. Etwa hat mit R = Z |sz das Polynom
3 = f € Rx] die Nullstellen a; = 0, a; = 2, a3 = 4 und a4 = 6. Fiir die entsprechenden
Vielfachheiten folgt dann e; 4+ es + e3 + e4 > 4 > grad f.

11.8 Definition

Sei f € K[x] definiert durch f = > a;z°. Dann ist f' = > da;2""! € K[x] die Ableitung von
i=0 i=1
f.

Bemerkung

Seien f,g € K[z]. Dann gilt (f +¢) = f'+ ¢ und (fg) = f'g+ f¢q'.

Beweis

Sei 0.B.d.A. f = Zam undg—be mit m < n. Dann gilt f+g = (ag+bo) + ...+ (am+

=0 =0
b)) T™ + A 2™+ 4 apa™ Es folgt f'4+¢ =ar+... +anz™ ' 4+b+... +bp,ma™ ! =
(a1 +b1) + ...+ (@ + bp)ma™ + ap (m+ D™ + ...+ apna™t = (f + g).

Nun untersuchen wir fb,.x" fiir b, € K. Es gilt

(fbyx") = (aghyx” + arbyz”™ ™ + ...+ apb.x™ )
= agbrz" '+ ayb.(r + )" ... + a,b(n + r)z" !
= aobra" ' + arbra” 4+ ..+ apbyra™T +aboa” + .+ apbyna !
= (ap+ax+ ...+ apx)brz" ' + (a1 + ... + aynz™)bx"

= f(brmr)/ + f,<br$r)

Damit folgt ( 9) = (f sz) — (i foiat) = é(fbixi)’ = i(f(bixiy + fl(bix?)) =



Bemerkung

Sei f € K[x]. Dann folgt aus f’ = 0 nicht notwendig f € K. Fiir K = F, und f = 2? gilt etwa
f'=2x=0x=0.

11.9 Satz

Sei a € K eine Nullstelle des Polynoms f € KJ[z|. Dann ist a genau dann eine einfache
Nullstelle, wenn f’(a) # 0 gilt.

Beweis

Sei f = (z — a)g fiir g € K|z]. Dann ist a genau dann eine einfache Nullstelle, wenn g(a) # 0
gilt. Die Behauptung folgt nun wegen f' = (x—a)'g+(x—a)g = g+(z—a)g, also f'(a) = g(a).

11.10 Definition

Ein Polynom f € K[z] mit grad f > 1 heifit irreduzibel, wenn es keine Zerlegung f = gh mit
grad g < grad f und grad h < grad f gibt.

Bemerkung

Ein Polynom f € Klz| mit grad f > 1 ist genau dann irreduzibel, wenn es keine Zerlegung
f=ghmit g,h € K[z]\ K gibt.

Beweis

Sei f reduzibel. Dann existiert eine Zerlegung f = gh mit grad ¢ < grad f und grad h < grad f.
Wegen grad f = grad g + grad h gilt gradg = grad f — gradh > 0 = g ¢ K. Analog folgt
heK.

Sei nun f = gh eine Zerlegung mit g, h ¢ K. Insbesondere gilt dann grad g > 0 und grad h > 0.
Dabher folgt grad f = grad g+grad h > grad h und analog grad f > grad g, d.h. f ist reduzibel.

Beispiel

1. Lineare Polynome ax + b fiir a # 0 sind stets irreduzibel.



2. Das Polynom x? + 1 ist in R[z] irreduzibel und in C[z] wegen 2% + 1 = (z — i)(x + 1)

reduzibel.

11.11 Definition

Seien f,g € K[x] mit g # 0. Dann heifit g ein Teiler von f, wenn ein h € K[z| mit f = gh
existiert. Man schreibt dafiir g/ f.

11.12 Satz
Sei f € K[z] mit grad f > 1. Dann ist

1. f ist irreduzibel

2. fur alle a,b € K[x] folgt aus f/ab stets f/a oder f/b

dquivalent.

Beweis

1 = 2 Wir zeigen die Aussage durch Widerspruch und wéhlen dazu ein Gegenbeispiel mit
minimalem Grad. Sei also f irreduzibel und a,b € K[z| mit f/ab sowie f+a und f+0b. Es folgt
insbesondere f/ab = fg = ab fiir ein g € K[x] sowie ffa = a# 0und f/+b=b#0.

Sei zunéchst (%) f = aq + r mit gradr < grada fiir grad f > grad a eine Division mit Rest.
Wegen grad r < grad f gilt dabei ¢ # 0. Mit rb = (f —aq)b = fo—abq = fb— fgq = f(b—gq)
gilt weiter f/rb. Aus b # 0 und gradr < grad a folgt dann grad rb < grad ab.

Da ab ein Gegenbeispiel minimalen Grades ist, folgt mit f/rb und f4b nun f/r. Wegen
q # 0 gilt weiter gradr < grada < gradaq = grad(f — r) < max{grad f,gradr} —
max{grad f,gradr} = grad f = gradr < grad f. Aus f/r erhilt man daher r = 0 —
f=aq.

Da f aber irreduzibel ist, folgt a € K = oder q € K. Fiir a € K erhélt man den Widerspruch
f/ab = f/bund fiir ¢ € K erhélt man den Widerspruch f = aq = fq~ ' = a = f/a.

Sei nun a = fq + r mit gradr < grad f fiir grada > grad f. Analog zu (*) erhdlt man
r=0= a= fqg= f/a — ein Widerspruch.

2 = 1 Sei f reduzibel, also f = ab mit grada < grad f und gradb < grad f. Wegen
grad f > 1 gilt f # 0, also a # 0 und b # 0. Insgesamt gilt dann f+a und f+£b.
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11.13 Korollar

Jedes normierte Polynom f € K|[z] mit grad f > 1 hat eine eindeutige Darstellung als Produkt

irreduzibler, normierter Faktoren.

Beweis

[Existenz] Sei zunéchst f irreduzibel. Dann ist f selbst ein Produkt irreduzibler, normier-
ter Polynome. Sei nun f reduzibel, d.h. f = gh fir g,h € K[z]. Durch a bzw. b seien die
Leitkoeffizienten von g bzw. h gegeben. Wegen f # 0 gilt dabei a # 0 und b # 0. Dann sind
a'g € K[z] bzw. b~'h € K[z] normiert. Man beginne fiir g und h erneut.

Mit jeder Anwendung der Zerlegung erhélt man eine Darstellung f = ¢ - - - g,,. Wegen grad g; >
1fiir 1 <i < nfolgtn < gradg;+...+grad g, = grad f. Daher terminiert dieser Algorithmus.

[Eindeutigkeit] Wir beweisen durch Widerspruch. Sei dazu f € K[x] ein Gegenbeispiel mit
minimalem Grad, d.h. f =py---p. =q1--- ¢ fiirpy, ..., pr, @1, - - ., qs irreduzibel und normiert.
Aus Satz 11.12 folgt wegen pi/p1---pr = q1 - qs zunéchst p;/q; fir ein 1 < ¢ < s. Daher
existiert ein h € K[z] mit ¢; = p1h. Da nun ¢; irreduzibel ist, erhélt man h € K. Da weiter ¢;

normiert ist, gilt A = 1. Insgesamt gilt also p; = ¢;.
Es folgt f = po--pr = 1+ Qi_1Giy1- - ¢s- Da nun f eine Gegenbeispiel minimalen Gra-

des war, erhélt man wegen grad f < grad f + gradp; = grad f die Identitit {ps,...,p,} =
{a1s Gt Gigrs - qs ) Mit py = q; folgt {p1,...,p.} ={q1,..., ¢} — ein Widerspruch.

11.14 Bemerkung / Definition

Seien «, 3 € K die Leitkoeffizienten von f,g € K[z]\ K. Dann sind f = o~'f und g = 3¢
normiert. Nach Korollar 11.13 ist nun die Menge {pi,...,p,} aller normierter, irreduzibler
Teiler von f oder g eindeutig bestimmt. Es folgt f = ap---p% und g = 3 pll’“ - pFr mit
Potenzen e;, k; € N. Dabei setze man e; = 0 bzw. k; = 0, falls p; kein Teiler von f bzw. g ist.

Dann ist .
ggT(f.g) = [ o™
i=1

der grofite gemeinsame Teiler und
keV(f,g) = [[ p™"
i=1

das kleinste gemeinsame Vielfache von f und g. Dabei ist ggT(f, g) bzw. kgV(f, g) als Produkt
normierter Faktoren selbst normiert. Fiir o = 0 setzt man ggT(f, k) = f und fiir h € K \ {0}

ist ggT(f, h) = 1.
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Beweis

Offenbar ist ggT(f, g) ein Teiler von f und g. Sei nun t € K [x] ein weiterer gemeinsamer Teiler
von f und g. Sei dann 7 der Leitkoeffizient von ¢ und t = tlll .-t die eindeutige Darstellung
als Produkt irreduzibler, normierter Faktoren. Es folgt tlj /f und tlj /g fir 1 < i < s, dh.
ti =p; mit [; <ej und l; < k; fiir ein 1 < j < r. Damit gilt ¢t/ ggT(f, g).

Analog ist kgV(f, g) ein Vielfaches von f und g mit f/t A g/t = kgV ([, g)/t.

11.15 Definition

1. Sei p € K|z| irreduzibel und normiert. Dann nennt man p° fiir e € N eine Primpotenz.

2. Polynome f, g € K[x| mit etwa f # 0 heiflen teilerfremd, falls ggT(f,g) = 1 gilt.

Bemerkung

Sei [ = K[z|f + K[z]g = {uf +vg | u,v € K[z]}. Dann ist I ein Ideal und wird von ggT(f, g)

erzeugt.

Beweis

Offenbar gilt I # @ und I C K[z]. Sei nun a,b € I. Dann folgt a = uy f+v1g und b = us f + 099
mit uy, vy, us,v9 € Klz], dh. a —b = (ug — u2)f + (v1 — v2)g € I. Daher ist (I,+) eine
Untergruppe. Weiter gilt fiir h € K|x] stets ha = h(uif + vig) = (huy)f + (hvi)g € 1.

Insgesamt ist I ein Ideal.

Nach Satz 11.4 gilt dann J = (d) fiir ein normiertes Polynom d € K{[z]. Wegen f = 1-f+0-g €
J = K]x]d gilt d/f. Analog erhélt man d/g, also insgesamt d/ggT(f,g). Andererseits gilt
d=1-de Klz]d=J = K[z|f + K[z]g, dh. d =rf + sg fir r,s € K[z]. Mit ggT(f,9)/f =
f=ggT(f.9) - hx und ggT(f,9)/9 = g = ggT(f.g) - ha folgt d = rf + sg = (rhy + shs) -
88T (f,9) = ggT(f.9)/d.

Wegen d/ ggT(f,g) und ggT(f,g)/d gilt d = a - ggT(f,g) fir @« € K. Da d und ggT(f,g)

normiert sind, ergibt sich a = 1.

11.16 Korollar (Satz von Bézout)

Fir f,g € K[z] \ {0} existieren r, s € K[z| mit rf + sg = ggT(f, g).

12



Beweis

Mit d = ggT(f,g) erhélt man d € (d) = K[z]f + K]z]g, also d = rf + sg fiir r, s € K|[z].

11.17 Satz (euklidischer Algorithmus)

Seien f, g € K[x] mit g # 0. Sei weiter f = gg+r eine Division mit Rest. Dann gilt ggT(f, g) =
28T (g,7).

Beweis

Sei ggT(f,g9) = d. Dann gilt d/f = f = dhy und d/g = g = dhy, dh. r = f —qg =
d(hy — ghs) = d/r. Wegen d/r und d/g gilt dann d/ ggT(g,r). Analog folgt ggT(g,r)/d. Da
nun ggT(g,r) und d normiert sind, folgt ggT(g,r) = d.

Beispiel

Seien f,g € Q[z] durch f = 2® + 2% + 2z und g = 2? + x + 1 gegeben. Dann folgt aus

sukzessive ggT(f, g) = ggT (g, x) = ggT(z,1) = ggT(1,0) = 1.

Der euklidische Algorithmus liefert weiter die Koeffizienten aus dem Satz von Bézout. Es gilt

geT(f,9) = 1
= g—(z+ 1)z
= g—(z+1)(f —zg9)

= —(z+1f+ @2 +2+1)g.

11.18 Satz
Sei f € K[z]\ {0}. Sind dann f und f’ teilerfremd, so hat f keine mehrfachen Nullstellen.
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Beweis

Sei d = ggT(f, f') und habe f die mehrfache Nullstelle a. Mit Satz 11.9 folgt dann f’(a) = 0.
Nach Satz 11.5 gilt somit (z —a)/f und (z —a)/f’, d.h. (z —a)/d = d # 1.

Bemerkung

Der Ring Z der ganzen Zahlen und der Polynomring K |x] weisen gewisse Analogien auf:

1. Die multiplikativ invertierbaren Elemente in Z bzw. in K[z| sind {+1,—1} bzw. {f €
K| f#0}

2. Fiir ein Element z € Z gilt 1 - z € N oder —1 - z € N. Ein Polynom 0 # f € KJz]| kann

durch ein Element 0 # « € K normiert werden.

3. In beiden Ringen ist Division mit Rest definiert. Ebenso ist der Satz von Bézout bzw.

der euklidische Algorithmus in Z und K[z| analog.

4. Einer Primzahl p € 7Z entspricht ein irreduzibles, normiertes Polynom f € K|z]. Fiir
a,b € Z sowie g, h € K[z] gilt dann jeweils p/ab = p/a oder p/b sowie f/gh = f/g
oder f/h. Weiter hat eine positive ganze Zahl z € N\ {0} bzw. eine normiertes Polynom
f € K[z] \ K eine eindeutige Primfaktorzerlegung bzw. eine eindeutige Darstellung als

Produkt irreduzibler, normierter Faktoren.

12 Direkte Summen

12.1 Definition

Seien Uy, ..., U,, Unterrdume eines Vektorraums, so dass jeder Vektor v € V eine eindeutige
Darstellung v = uy + ... + u,, mit u; € U; fiir 1 <i < m hat. Dannist V=U; & ... d U,
eine direkte Summe.

Beispiel

Sei ey, ..., e, eine Basis von V. Dann ist U; = (e;) = Ke; = {X\e; | A€ K} CV fiir1 <i<m
ein Unterraum. Wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung folgt V =U; & ... & U,,.
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12.2 Satz

Sei V.=U, +...+ U, die Summe der Unterrdume U; C V fir 1 < 7 < m. Sel weiter
Wi=U+...4U;1+ U1+ ...+ U, fiir 1 <i<m. Dann ist dquivalent

L.V=Ui®...6aU,

2. UNnW; ={0} fir 1 <i<m

Beweis

1 = 2 Seiu; € U;NW, tiir 1 <i < m. Dann ist einerseits u; € W;, d.h. es gilt u; = w1 +...+
Uj—1 +Uip1+. ..+ Uy, mit u; € Uj fiir j # i. Daher folgt 0 = w1 4. . .+ uim1 —u +Uip1 +. .+ U,
Andererseits gilt u; € U;, also

O04+...40=0=u1 +... +upy

mit 0 € U, und u, € Uy fir 1 < k < m. Da nun V aber eine direkte Summe ist, ist die
Darstellung von 0 € V' eindeutig. Man erhélt also up = 0 fiir 1 < k£ < m, d.h. insbesondere

2 = 1Seiv € V. Dann gilt v = u; + ... + u,, mit u; € U; fir 1 < ¢ < m. Sei nun
v=1u;+ ...+ Uy, mit u; € U; fiir 1 <i < m eine weitere Darstellung. Wegen u;, u; € U; folgt
w—w eUifirl <i<m Mit0=v—v=(u; —u)+ ...+ Uy — ) gilt fiir 1 <i<m
daher

U; — U; = (u1 —61) + ...+ (ui—l _ﬂi—l) +(ui+1 —ﬂzq_l) ++(um —um) < Wz‘,

also u; —u; € W;NU; = {0} = u; = u,.

12.3 Definition / Bemerkung

Sei a € End(V). Ein Unterraum U C V heifit dann a-invariant, wenn «(U) C U gilt. In
diesem Fall ist o : U — U wieder wohldefiniert, d.h. o € End(U). Die Einschrankung von «

auf U bezeichnet man mit «y.

Bemerkung

Gewohnlich beschreibt man Endomorphismen a € End(V) mit n = dim V' < oo durch Ma-
trizen A bzgl. einer festen Basis B. Dann gilt mit der Koordinatenabbildung ¢ : V' — K"
dieser Basis fiir alle Vektoren v € V stets p(a(v)) = Ap(v). Damit wird a0 - -+ o a durch
A--- A beschrieben.
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Bemerkung

Sei V=U ®... 80U, mt dimV < oo eine direkte Summe und b;1,...,b;,, fir 1 <i < m
eine Basis von U;. Dann ist by1,...,01n,,- ., 0m1, - - ., byn, €ine Basis von V. Insbesondere gilt

also dimV =dimU; + ... 4+ dim U,,.

Beweis

DaV =U; &...® U, eine direkte Summe ist, hat jeder Vektor v € V eine eindeutige

n;
Darstellung v = uy + ... 4+ Uy, mit u; € U; fiir 1 < ¢ < m. Weiter ist w; = > Aigbik
k=1
fir 1 < i < m eine eindeutige Basisdarstellung. Insgesamt ist also v € V eine eindeutige

Linearkombination I
v=2 > b
=1 k=1
Daher ist by1,...,b1pn,5 - b1, - - -, bin,, Dach Satz 4.14 eine Basis von V.
12.4 Satz

Sei dimV < oo und a € End(V). Fiir 1 < ¢ < m sei V eine direkte Summe a-invarianter

Unterrdume U;. Sei a|y, bzgl. einer Basis by, . . ., by,, durch A; € M, «,,, (K) dargestellt. Dann

wird a bzgl. der Basis bi1, ..., 010y, -3 bm1, -+ bmn,, von V' durch die Blockdiagonalmatrix
Ay
M —
A
dargestellt.
Beweis

Man betrachte a(b;;) fiir 1 <i¢ < mund 1 < j < n;. Da U; ein a-invarianter Unterraum ist,

folgt fiir b;; € U; stets a(b;;) € U;. Daher gilt

a(bij> = kZ:Zl)\ijkbik

ni nj—1 ng Nj41 N

und es folgt die Behauptung.
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12.5 Definition
Ein Endomorphismus o € End(V') eines endlich-dimensionalen Vektorraums V' heifit diago-
nalisierbar, wenn a bzgl. einer geeigneten Basis durch eine Diagonalmatrix dargestellt wird.

Eine quadratische Matrix A € M, (K) heifit diagonalisierbar, wenn die lineare Abbildung

v € K™ —— Av diagonalsierbar ist.

Bemerkung

1. Ein Endomorphismus a € End(V') eines endlich-dimensionalen Vektorraums V' ist genau

dann diagonalisierbar, wenn V' eine Basis aus Eigenvektoren von « besitzt.

2. Eine quadratische Matrix A € M, (K) ist genau dann diagonalisierbar, wenn A dhnlich

zu einer Diagonalmatrix ist.

Beweis
1 Sei by, ..., b, eine Basis aus Eigenvektoren. Dann gilt a/(b;) =0-b1+...+0-b;_1 + X\; - b; +
0-by1+...+0-b,, d.h. o wird bzgl. by, ..., b, durch eine Diagonalmatrix beschrieben.

Sei nun « diagonalisierbar. Dann existiert eine Basis B, so dass M, (B, B) eine Diagonalmatrix

ist. Jeder Vektor b € B ist dann ein Eigenvektor.

2 Sei A diagonalisierbar. Dann wird v € K" —— Aw bzgl. einer Basis B durch eine Diagonal-
matrix D dargestellt. Sei dann die Basistranfomration der Standardbasis von K™ zu B durch
T beschrieben. Nach Korollar 7.12 gilt nun A = T-'DT, d.h. A und D sind #hnlich.

Seien nun A dhnlich zu einer Diagonalmatrix D. Dann existiert eine invertierbare Matrix T’
mit D = T~ AT. Man interpretiere nun 7" als Basistransformation der Standardbasis von K"
zu einer Basis B. Die Abbildung v € K™ —— Awv wird dann bzgl. B durch D beschrieben.

12.6 Satz

Sei n =dimV < oo und a € End(V). Dann gilt:

1. Seien \q, ..., A, die verschiedenen Eigenwerte von a mit den geometrischen Vielfachhei-

ten gy, ..., gs. Dabei gelte g; + ...+ gs = n. Dann ist a diagonalisierbar.

2. Wenn « genau n verschiedene Eigenwerte hat, ist a diagonalisierbar.
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Beweis

1 Sei B, fiir 1 <7 < s der Eigenraum zu A\; und W = E\ +...+E\,_, +FEy,,, +...+E,,. Sei
dann 0 # v € W definiert durch v =e; +... + ;-1 + €41 + ... + 5. Wegen v # 0 seien dabei
0.B.d.A. eq,...,e; Eigenvektoren — d.h. ey,...,e; € {0} —und e;1q,...,e; € {0}. Es folgt
a(v) = aler)+...+alei-1) + aler) + ...+ ale;)
= )\161 + ...+ )\1;161‘,1 + )\i+1ei+1 + ...+ )‘jej'
Sei nun v € FE),, d.h. a(v) = \jv. Dann gilt
0= Oé(U) — Oé(’U) = )\161 + .0+ )\i,lei,l — )\ﬂ) -+ )\i+1ei+1 + ..+ )\jej.

Da Ay, ..., \; paarweise verschieden sind, ist dies nach Satz 10.2 eine Linearkombination linear
unabhéngiger Vektoren und es ist hochstens ein Eigenwert \; = 0. Damit erhélt man einen
Widerspruch und es folgt Ey, N W; = {0}.

Nach Satz 12.2 gllt daher E)\l 4+ ...+ E)\S = E)\l b ...PH E/\S, dh dimE)\l D ... D E)\S =
dmFEy, +...+dmb\, =g +...+gs=n=dimV = E,, & ... ® E,, = V. Daher besitzt

V' eine Basis aus Eigenvektoren und es folgt die Behauptung.

2 Seien vy, ..., v, Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay, ..., \,. Mit Satz 10.2 und dim V' =n

bildet vy, ..., v, eine Basis von V', d.h. « ist diagonalisierbar.

Bemerkung

1. Satz 12.6 gilt analog fiir Matrizen.

2. Ein diagonalisierbarer Endomorphismus a € End(V) fir n = dimV < oo hat nicht
notwendig n verschiedene Eigenwerte. Etwa wird o = id stets durch eine Diagonalmatrix

dargestellt, jedoch ist auch fiir n > 2 der einzige Eigenwert A = 1.

3. Sei a € End(V) diagonalisierbar und durch

A1
A=
An

dargestellt. Dann zerféllt x,(z) = xa(x) = (x — A1) --- (z — \,) in Linearfaktoren.

4. Dem charakteristischen Polynom y, (z) ldsst sich i.A. nicht ablesen, ob « diagonalisierbar

ist. Offenbar haben etwa
1 1 1
A= und B =
1 1
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das gleiche charakteristische Polynom (z — 1)2. Dabei ist aber B — wegen

o 7)1}

und da A = 1 der einzige Eigenwert ist — nicht diagonalisierbar.

13 Minimalpolynome

Definition

Sei V ein K-Vektorraum und o € End(V). Fir f = ap+ a1z +...+a,2" € K|z] definiert man
f(a) durch f(a)(v) = > a;0(v) mit o (v) = a(a(v)) und a’(v) = v. Fiir eine quadratische
i=1

Matrix A € M,,»n(K) gilt f(A) = a; A%
i=1

Bemerkung

Sei a € End(V) fest gewéhlt. Dann ist ¢ : f € K[z] — f(a) € End(V) ein K-linearer

Ringhomomorphismus.

Beweis

Zunéchst sind K'[z] und End (V) jeweils K-Vektorrdume und Ringe. Aus den Ringeigenschaften
von End(V) und o € End(V) folgt weiter f(«) € End(V'), d.h. ¢ ist wohldefiniert.

Seien nun f, g € K[z] 0.B.d.A. fir m < n durch f = > a;z" und g = > b;z* definiert. Dann
i=1 i=1

gilt f+g=>(a; +b)x"+ > a;x". Aus den Eigenschaften von V folgt nun fiir alle v € V
i=1 i=m41

wegen o'(v) € V stets

o) (0) + plg)v) = zam + ibia%v)
= 3 (a; + bi)ai(v) + i aio/(v)

L i=m-+1

~
—

= o(f+9)(v),

d.h. o(f) +w(g) = o(f +9)
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Fiir az”,ba™ € K[z] und X\ € K folgt fiir alle v € V' weiter

p(az™)(p(bz™)(v)) = aa™(ba™(v)) = aba™™(v)
= @labz™™)(v) = @(az" - bx™)(v),

d.h. p(az™) o p(bx™) = p(ax™ - bx™), sowie
e(Aaz™)(v) = laa™(v)

= Ap(az”)(v),

d.h. p(Aaz™) = Ap(az™). Damit folgt o(f - g) = ¢©(f) o p(g) und e(Af) = Ap(f) aus der
Additivitat von ¢.

Zuletzt gilt fiir v € V stets p(1)(v) = v = (id)(v), also p(1) = 1.

Bemerkung

Endomorphismen f(«), g(«) mit f, g € K[z] und o € End(V') kommutieren.

Beweis

Man betrachte den K-linearen Ringhomomorphismus ¢ : f € K[z] — f(«) € End(V). Es
¥

folgt dann aus der Kommutativitiat in K[z] stets f(a) o g(a) = @o(f) o p(g) = o(f - g) =

(g f)=w(g)op(f) =g(a)o f(a).
Beispiel

Es gilt etwa a o f(a) = f(a) o . Dies ist einsichtig mit oo = g(«) fiir g = x.

13.1 Lemma

Sein =dimV < oo und a € End(V). Dann existiert ein 0 # f € K[z] mit f(«) = 0.

Beweis

Dem Endomorphismenraum End (V') entspricht der Vektorraum M, (K) aller quadratischer
(n x n)-Matrizen. Nach Lemma 6.2 gilt daher dim End (V) = dim M,, ., (K) = n?.

Damit sind die n? +1 Endomorphismen 1, o, . . ., o™ linear abhéngig, d.h. es existieren a; € K

mit ag+aja+. . .—|—anzoz"2 =0und a; # 0 fiir ein 1 <7 < n? Setze f = ag+ax+. . .—I—anzx"2.
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13.2 Bemerkung / Definition

Sei dimV < oo und o € End(V). Da ¢ : f € K[z] — f(«) € End(V) ein Ringhomomor-
phismus ist, ist I = Kerng = {f € K[z] | f(«) = 0} ein Ideal von K[z].

Da nach Lemma 13.1 I # {0} gilt, existiert nach Satz 11.4 ein normiertes Polynom m, mit
I = K[z|m,. Damit gilt fiir jedes Polynom f € K[z] mit f(a) = 0 stets f € K[z|m, =
[ = hm, fiir ein h € K[z] = m,/f. Also ist m, ist das kleinste normierte Polynom, das
« annulliert. Man nennt m,, das Minimalpolynom von «. Das Minimalpolynom quadratischer

Matrizen definiert man analog.

Bemerkung

Lemma 13.1 gibt eine Moglichkeit an, das Minimalpolynom von o € End(V) fiir dim V' < oo
zu bestimmen. Man finde dazu k = max{k € N| 1,q,...,a* ! linear unabhiingig}. Dann gilt
rang m, = k. Die Koeffizienten a; von m, erhélt man aus der nicht-trivialen Linearkombina-

tion ag + a1 + ... + apa® = 0.

13.3 Lemma
Sei o € End(V') und f, g € K[z]. Dann gilt:

1. a-invariante Unterrdume von V sind f(«)-invariant.
2. Bild f(«) und Kern f(«) sind a-invariant.

3. 5eiV=U&...®&U, direkte Summe a-invarianter Unterrdume. Dann ist Kern f(«) =

é U; N Kern f(a).
i=1
4. Fiir f/g gilt Kern f(«) C Kern g(«) und Bild g(«) C Bild f(«).

5. Kern f(a) N Kern g(a) = KernggT(f, g)(«).

Beweis

1 Sei U a-invariant. Dann gilt fiir u € U auch o*(u) € U fiir alle k € N, denn o®(u) =u € U
und o (u) = a(af(u)) € U fir of(u) € U.

k
Da U ein Unterraum ist, liegt dann auch jede Linearkombination f(a)(u) = > \a'(u) der
i=0

a'(u) in U.
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2 Sei v € Bild f(a), also v = f(«a)(w) fiir ein w € V. Dann ist auch a(w) € V und daher
a(v) = a(f(@)(w)) = f(@) (a(w)) € Bild f(a).

Sei nun v € Kern f(a), also f(a)(v) = 0. Dann ist auch f(a)(a(v)) = a(f(e)(v)) = a(0) =0,
also a(v) € Kern f(a).

3 Wegen U; NKern f(«) C Kern f(a) fur alle: =1,...,m, gilt

é U; NKern f(a) C Kern f(a).
i=1

Es bleibt also Kern f(a) C @ U; N Kern f(a) zu zeigen.
i=1

Sei dazu v € Kern f(«). Wegen V = U; &... 3 U, hat dann v eine eindeutige Darstellung v =
U+ . .Fuy, mit u; € U Esfolgt 0 = f(a)(v) = f(a)(ur+. . .4uy) = fla)(ur)+. ..+ f(a)(um).

Nach 1 ist U; auch f(«a)-invariant, d.h. es ist f(a)(u;) € U;. Wegen der Eindeutigkeit der
Darstellung der 0 € V' gilt dann f(a)(u;) = 0, also u; € Kern f(a) = u; € U; N Kern f(a) =

v=> u € @U NKern f(a).
i=1 i=1

4 Sei f,g € K[x] und f ein Teiler von ¢, d.h. g = f - h fiir ein h € K|x].

Sei weiter v € Kern f(«), d.h. f(a)(v) = 0. Dann gilt

g(a)(v) = (h- f)(a)(v) = h(@)(f(@)(v)) = h(a)(0) =0,
also v € Kern g(a).

Sei nun v € Bild g(a), d.h. v = g(a)(w) fiir ein w € V. Dann ist auch h(a)(w) € V und es
folgt
v=g(a)(w) = (f h)(a)(w) = f(a)(h(a)(w)) € Bild f(a).

5 Sei d = ggT(f,g9). Wegen d/f und d/g folgt nach 4 zundchst Kernd(a) C Kern f(a) N
Kern g(«).

Nun gibt es nach dem Satz von Bézout r,s € K[z] mit r- f +s-g = d. Fiir v € Kern f(a) N
Kerng(a), d.h. f(a)(v) = 0 und g(a)(v) = 0, gilt dann d(a)(v) = (r- f+ s g)(a)(v) =
r(a)(f(a)(v)) + s(a)(g9(a)(v)) = r(a)(0) + s(a)(0) = 0, also v € Kern d(a).

Korollar

Sind f, g € K|z] teilerfremd, so ist Kern f(«) N Kern g(a)) = {0}.
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Beweis

Es gilt f, g teilerfremd = ggT(f,g9) = 1 = ggT(f,g9)(a) = id = Kern f(a) N Kerng(a) =
Kernid = {0}.

Bemerkung

Im Folgenden sei stets dim V' < oo.

13.4 Lemma

Sei ein Endomorphismus o € End (V') gegeben, fiir dessen Minimalpolynom grad m > 1 gilt. Sei
weiter p € K|z] ein normierter Teiler von m mit 1 < grad p < grad m. Dann ist U = Bild %(a)

ein a-invarianter Unterraum mit {0} # U C V. Ferner ist p das Minimalpolynom von a/|y.

Beweis

Da p ein Teiler von m ist, gilt m = pq fiir ein ¢ € K[z]. Damit ist U = Bild 7(a) = Bild ¢(c)

nach Lemma 13.3 a-invariant.

Weiter gilt p(a)(U) = p(a)(Bildg(a)) = p(e) (¢(@)(V)) = (pg)(a)(V) = m(a)(V) = 0(V) =
{0}. Mit 1 < grad pist p # 0. Wegen grad p < grad m folgt damit p(a) # 0 = p(«)(V) # {0}.
Insgesamt ergibt sich also U C V.

Nun ergibt sich aus 0 # m = pq zunéchst ¢ # 0. Wegen grad m = grad p+grad ¢ > 1+4grad g >
grad g folgt dann weiter g(«) # 0. Damit gilt U = ¢(a)(V') # {0}.

Sei schliellich p € Kz] das Minimalpolynom von o|y : U — U. Mit p(ay)(U) = p(a)(U) =
{0} folgt dann einerseits p/p. Andererseits gilt (pg) (@) (V) = p(a) (q(a)(V)) = p(a)(U) = {0},
d.h. pg = m/pq = pq = pqh fiir ein h € K[x] = p = ph => p/p. Da nun p und p normiert
sind, folgt p = p.

13.5 Satz

Sei m € K|[z| das Minimalpolynom von a € End(V'). Dabei sei m = pq fir ggT(p,q) = 1.
Dann gilt

1. Kernp(a) = Bild ¢(«) und Kern g(a) = Bild p(«)
2. V =Kernp(a) ® Kern¢(«) und V = Bild p(«) & Bild g(«)
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n
Sei nun m = [] pj* die eindeutige Zerlegung von m in verschiedene normierte und irreduzible

i=1
Polynome. Fiir U; = Kernp;*(«) gilt dann

4. U; ist a-invariant

5. p;* ist das Minimalpolynom von aly,

Beweis

Sei zunéchst v € Bild p(«), d.h. v = p(a)(w) fiir ein w € V. Es folgt
g()(v) = q(a) (p(e)(w)) = (gp)(a)(v) = m()(v) =0,
d.h. v € Kern ¢(«). Analog gilt fiir v € Bild ¢(«) stets v € Kernp(a). Damit erhalten wir
(%1) Bildp(a) € Kerng(a) und Bild ¢(«r) C Kern p(a).
Da p und ¢ teilerfremd sind, gilt mit (x;) weiter
(%2) Kernp(a) N Kerng(a) = {0} und Bild p(a) N Bild ¢(«) = {0}.

Nun gilt offenbar Bild p(«) 4+ Bild ¢(«r) € V. Andererseits existieren nach Bézout r, s € K|z|
mit pr+gs = ggT(p, ¢) = 1. Damit folgt fiir v € V stets v = (pr+g¢s)(a)(v) = p(a)(r(a)(v)) +
q(a)(s(e)(v)) € Bildp(a) + Bild g(a). Insgesamt gilt mit (*;) also

(x3) V = Bildp(a) + Bild ¢(«) und V = Kern p(«) + Kern g(«).

Mit (*g) und (x3) sowie Satz 12.2 erhalten wir dann V = Kernp(a) ® Kerng(a) und V =
Bild p(a) @ Bild g¢(«). Insbesondere gilt also

(¥4) dimKernp(a) 4+ dim Kern ¢(«) = dim Bild p(«) 4+ dim Bild ¢(«).

Wegen (x1) gilt nun dim Bild p(«) < dim Kern g(a)) und dim Bild ¢(«v) < dim Kernp(a). Aus
(x4) folgt daher dim Bild p(a) = dim Kern ¢(«) und dim Bild ¢(a) = dim Kern p(«). Nach ()
erhéilt man damit Kern p(«) = Bild ¢(a) und Kern ¢(«) = Bild p(«).

Bisher haben wir die Aussagen 1 und 2 bewiesen. Weiter folgt 4 unmittelbar aus Lemma 13.3.
Es bleibt also 3 und 5 zu zeigen. Diese Aussagen weisen wir durch vollstandige Induktion tiber
n nach. Fir n = 1 ist wegen m = pi' und U; = Kernp{' (o) = Kernm(a) =V —also ay, = «
— der Fall klar.

Sei nun m = pi' - (ps?---p&r). Da die p; fiir 1 < i < n irreduzibel und verschieden sind,
sind nach Satz 11.12 die Polynome pi* und p3?---pS teilerfremd. Mit 2 folgt daher V' =
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Kern pi'(a) & Kern(p5? - - - p&) (). Aus 1 ergibt sich nun U; = Kernpi'(«) = Bild

().

pll
Daher ist p{* nach Lemma 13.4 das Minimalpolynom von «|, .

Nach 1 und Lemma 13.4 ist weiter U = Kern(p3? - - - p&*)(a) = Bild [%(a) ein a-invarianter
1
Unterraum und p5? - - - p&» das Minimalpolymon von «|y. Die Anwendung der Induktionsan-

nahme auf U liefert dann die Behautung.

Bemerkung

Nach Satz 12.4 ldsst sich nun ein Endomorphismus o € End(V) mit einer Primzerlegung

m = [[ p;" des Minimalpolynoms durch eine Blockdiagonalmatrix
i=1

Ay

Ay
darstellen, so dass fiir 1 < ¢ < n und U; = Kernp;'(«) der Endomorphismus «a|y, durch die
Matrix A; berschrieben wird. Weiter ist dann p* das Minimalpolynom von «|y,. Daher ist
die Untersuchung von « auf die Untersuchung solcher Endomorphismen zuriickgefiihrt, deren

Minimalpolynome Primpotenzen sind.

13.6 Definition

Sei a € End(V) und U = (v, a(v),a?(v),...) = ({a’(v) | i € N}) fiir v € V. Dann heifit U der
von v erzeugte a-zyklische Unterraum von V. Man schreibt U = (v),.

13.7 Lemma

Sei a € End(V) und v € V. Dann ist
1. U = (v)4 der kleinste a-invariante Unterraum von V', der v enthélt.

Sei weiter m € K[x] das Minimalpolynom von a|y mit grad m = d. Dann gilt

2. (VYo = (v,a(v),...,ad"(v)).

Beweis

1 Sei w € (v)q, d.h. w = Y q;0'(v). Dann gilt auch a(w) = (Y a;a'(v)) = 3 a;a'(v) €
i=0 i=0 i=0

(V)a, d.h. (v), ist a-invariant. Sei nun W ein a-invarianter Unterraum von V mit v € W.
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Dann gilt offenbar {v, a(v), a?(v),...} C W, also (v), = (v, a(v),a*(v),...) CW.

2 Da zunéchst U ein a-invarianter Unterraum ist, gilt a|y € End(U). Fir v € (v), = U ist

dann a(v) = a|y(v) und daher
m(a)(v) = m(aly)(v) = 0.

Sei nun z' = ¢;m + 7; mit ¢;,r; € K[z] und gradr; < gradm = d fiir ¢+ € N eine Division mit
Rest. Dann ist

a'(v) = (gm+r)(a)(v) = gla)(mla)@))+ri(a)v)

= ¢(a)(0) +ri(a)(v) = ri(a)(v).
Wegen gradr; < d gilt weiter r; = ag + a7 + ... + ag_12"'. Daher folgt

o (v) = ri(a)(v) = agv + aya(v) + ... + ag_ 0% (v),

also a’(v) € (v,a(v),...,a? ! (v)) fiir alle ¢ € N. Dies liefert (v), = (v,a(v),a?(v),...) =

(v,a(v),...,ad 1(v)).

13.8 Lemma

Sei a € End(V) und U = (v), mit v € V. Fiir das Minimalpolynom m von «|y gilt dann
dim U = grad m.

Beweis

Sei dimU = n und gradm = d. Nach Lemma 13.7 gilt dann V = (v, a(v),...,a% 1 (v)), d.h.
n < d. Wegen dimU = n sind nun v, a(v),...,a"(v) € (v), = U linear abhéngig. Daher

existieren aq,...,a, € K mit
n

Z a;a'(v) =0

=0

und a; # 0 fiir ein 1 <4 < n. Man setze f = Y_ a;2° € K|[z], d.h. f(a)(v) = 0 und grad f < n.
i=0

Sei nun w = Y b;a’(v) € U. Dann gilt
i=0

Fl@)(w) = @)Y bia'() = Y bif(@)(@'(v)) = 3 b (F@)(v) = D biai(0) =0,

1=0

also f(alp)(U) = f(a)(U) = {0}. Wegen f # 0 folgt daher d = gradm < grad f < n.

Insgesamt erhalten wir also d = n.
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13.9 Lemma

Sei das Minimalpolynom von o € End(V) eine Primpotenz p* mit & > 1. Dann existiert ein
a-zyklischer Unterraum U von V mit dim U = grad p*. Insbesondere ist V' dann a-zyklisch,

falls grad p* = dim V' gilt.

Beweis

Wegen grad p*~! < grad pF und p*~! # 0 gilt p*~'(a) # 0. Daher existiert ein v € V mit
P 1(a)(v) # 0. Sei dann U = (v), und m das Minimalpolynom von «|y. Nach Lemma 13.8
gilt dim U = grad m.

Nun gilt aber p*(a|y)(U) = p(a)(U) = {0}, d.h. m/p*. Da p irreduzibel ist, folgt m = p’ fiir
ein 0 < i < k. Wegen p* () (v) # 0 = p* () # 0 ist dabei i = k. Insgesamt erhalten wir
also dim U = grad p*. Fiir grad p¥ = dim V' folgt schlieflich U = V.

13.10 Satz

Sei m das Minimalpolynom von a € End(V'). Dann gilt gradm < dim V.

Beweis

Wir zeigen die Aussage durch vollsténdige Induktion iiber dim V. Fiir dimV = 1 gilt dabei
V = (v) = Kv. Dann ist a(v) = v fir A € V. Wegen w € V = w = v = a(w) — \w =
alpv) — Apw = pa(v) — Apw = prv — dpv = 0 gilt (x — A)(«)(V) = {0}, d.h. gradm <
grad(zx — A\) =1=dimV.

Nun betrachten wir zwei Falle:

1SeiV = UdW die direkte Summe a-invarianter Unterraume mit dimU > 1 und dim W > 1.
Wegen dim V' = dim(U@ W) = dim U +dim W gilt dann dim U < dim V und dim W < dim V..
Seien nun my bzw. my, die Minimalpolynome von «|y bzw. a|y. Nach Induktionsannahme

gelte dabei grad my < dim U und grad myy < dim W.
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SeinnnveV=UdW,dh v=u+w fiiru € U und w € W. Es folgt

(mumw)(a)(v) = (mymw)(e)(u+ w)
= (mwmy)(@)(u) + (mymw)(e)(w)
= mw(a)(my(@)(u)) + my(a) (mw(a)(w))
= mw () (mu(alv)(w)) +my(a) (mw(alw)(w))
= mw(@)(0) +my(a)(0)
— 0,

also (mymw)(a) (V) = {0}. Wegen my # 0 und my, # 0 folgt damit grad m < grad mgmy =
grad my + grad my < dimU +dimW =dim V.

2 Sei nun V keine direkte Summe a-invarianter Unterrdume U mit dim U > 1. Nach Lemma
13.5 gilt fiir m = pg mit ggT(p,q) = 1 aber stets V = Bild p(a) & Bild ¢(«). Es folgt daher
dim Bild p(ar) = 0 oder dim Bild ¢(«r) = 0. Sei 0.B.d.A. dimBildp(a)) = 0 <= Bildp(«a) =
{0} <= p(a) =0.

Wegen p # 0 folgt damit p = m <= ¢ = 1. Daher ist m eine Primpotenz p*. Fiir k = 0 ist
die Aussage wegen m = 1 = grad m = 0 trivial. Sei also £ > 1. Dann existiert nach Lemma
13.9 ein Unterraum U mit gradm = dimU < dim V.

13.11 Lemma

Das Minimalpolynom von a € End(V) habe die Form p* mit p € KJ[z] irreduzibel und
normiert. Sei n = dim V' = grad p*. Dann ist V keine direkte Summe a-invarianter Unterrdume
U mit dim U < dim V. Ferner gilt Kernp'(a) = Bild p*~(«).

Beweis

Sei V =U @ W direkte Summe a-invarianter Unterraume mit dim U < dimV und dim W <

dim V. Seien dann my und my, die Minimalpolynome von «|y und ay,. Dann gilt
PHalp)(U) = p*(a)(U) = {0} = my /p"
und analog myy /p.

Mit Satz 13.10 gilt weiter gradmy < dimU < dimV = gradp* und analog gradmy <
grad p¥. Da p irreduzibel ist, sind my und my Teiler von pF=t — d.h. p*~1(a)(U) = {0}
und p*~1(a)(W) = {0}. Daher gilt fir v € V mit v = u+ w fiir u € U und w € W stets
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PP Ha)(v) = pHe)(u + w) = p"Ha)(u) + p"Ha)(w) = 0, also p*~H(a)(V) = {0} ~ im

Widerspruch zu p* minimal.

Nun zeigen wir Kernp'(a) = Bild p*~*(a). Zunichst gilt w = pF~i(a)(v) = p'(a)(w) =
p(a) (p"(a)(v)) = p*(a)(v) = 0, d.h. Bildp*~*(a) C Kernp'(c).

Wegen dim V' = grad p* existiert nach Lemma 13.9 ein v € V mit V = (v),. Mit dimV =n

n—1
bildet dann v, a(v), ..., a" (v) eine Basis von V. Sei nun w € Kernp’(a) mit w = > a;a/ (v)
7=0
fir a; € K.
n—1

Setze g = ;)aj:cj € Klz], also w = g(a)(v). Dann gilt 0 = p’(a)(w) = p'(a)(g9(a)(v)) =

n—1
(p'g)(a)(v). Da aber V von v erzeugt wird, folgt v € V = u = Y \;a?(v) und damit
7=0

i
)

Pom = FD@(EA0w) = T Ar@E0)

3 .
(!
- o

- §Aj<aﬂ'>(<pig><a><v>) = 5 A09)(0) _ 0

0

<.
Il

Daher gilt (p'g)(a) = 0 = p*/p'g = p" /g und mit Lemma 13.3 ist Bildg(a) C
Bild p*~(«). Insgesamt existiert also fiir jedes w € Kernp'(a) ein Polynom g € K|[z] mit
w € Bild g(a) C Bild p*~¥(«), d.h. Kern p'(a) C Bild p*~#(a).

Definition

Sei a € End(V) und U ein a-invarianter Unterraum von V. Dann ist ein a-invariantes Kom-

plement W von U ein a-invarianter Unterraum mit V =U @& W.

13.12 Satz

Sei das Minimalpolynom von o € End(V) eine Primpotenz p*. Sei weiter U ein a-zyklischer

Unterraum von V mit dim U = grad p*. Dann existiert ein a-invariantes Komplement W von

U.

Beweis

Offenar gilt U N {0} = {0}. Daher existiert ein bzgl. Inklusion maximaler a-invarianter Un-
terraum W mit U N W = {0}. Nach Satz 122 gilt dann U+ W =UadW. Fwu U W =V
folgt unmittelbar die Behauptung.
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Sei also U @ W < V ein echter Unterraum und v € V mit v € U & W. Wegen p°(a)(v) =
v & UdW und pF(a)(v) = 0 € U @ W existiert eine minimale Potenz 1 < s < k
p’la)(v) e U W.

mit

Dann existiert eine eindeutige Darstellung p®(«)(v) = u 4+ w mit v € U und w € W. Es folgt
0 = pH()(v) = () (1) (@)(0)) = p~(a)(u + w) = p~*(a) () + P*~*(a) (w). Da U und
W jeweils a-invariant sind, folgt p*~*(a)(u) € U und p*~*(a)(w) € W. Mit der Eindeutigkeit
der Darstellung von 0 € U & W erhélt man dann p*~*(a)(u) = p*~*(a)(w) = 0.

Sei nun my; das Minimalpolynom von «ay. Es folgt p*(a|y) = p*(a)(U) = {0} = my/p*. Da
p irreduzibel ist, gilt somit my = p° fiir i < k. Da U weiter a-zyklisch ist, erhiilt man dim U =

grad my mit Lemma 13.8. Aus der Voraussetzung dim U = grad p* folgt dann my = p*.

Lemma 13.11 angewandt auf U und «|y € End(U) liefert damit
Kern p*~*(a|y) = Bild p*~*=9)(a|y) = Bild p*(a|y).

Es folgt p*~*(a|p)(u) = p*~*(a)(u) = 0 = u € Kernp"*(a|y) = u € Bildp*(a|y) = u =
P’ (o) (y) = p*(a)(y) fir ein y € U. Man setze nun z = v — y, d.h. p*(a)(2) = p*(«a)(v) —
pPa)y) =u+w—-—u=weW.

Sei p*~H«)(2) € UsW. Da U a-invariant ist, folgt mit y € U auch p*~!(«a)(y) € U. Insgesamt

ergibt sich also p*~*(a)(v) = p*~H(a)(v) —p* (@) (y) +p"(@)(y) = p"H(@)(2) +p* () (y) €
U @ W — ein Widerspruch zur Wahl von s. Daher gilt p*~!(a)(z) € U & W.

Man setze nun W, = W + (z),. Man betrachte dann fiir d = gradp® — 1 die Division mit
Rest 2’ = ¢;p® + r; mit gradr; < d 4 1. Dabei gilt o/(z) = ¢;(@) (p*(@)(2)) + ri(a)(z) =
qi(a)(w) +ri(a)(z) und r; = ap + a1z + . .. + agz?. Da W a-invariant ist, ist W nach Lemma
13.3 auch ¢;(a)-invariant — d.h. ¢;(a)(w) = w € W. Es folgt o/(z) = W + apz + a1a(2) + ... +
aga(z) € W+ (z,a(2),...,a%(2)). Da dies fiir alle i € N gilt, erhilt man W, = W + (2), =
W+ (z,a(2),...,a%(z2)).

Da W und (z), jeweils a-invariant sind, folgt w; € Wi = w; = w + z mit w € W und
Z € (2)a = a(wy) = a(w) + a(2) € W + (z), = Wj. Daher ist auch W; ein a-invarianter
Unterraum. Sei nun z € W. Dann gilt mit y € U auch v = 2z +y € U + W — im Widerspruch
zur Wahl von v, d.h. 2 ¢ W. Wegen z € W+ (2), = Wi und W C W + (2), = W folgt
dim W < dim Wj.

Nun ist aber W ein bzgl. Inklusion maximaler a-invarianter Unterraum mit UNW = {0}, d.h.
es existiert ein 0 # u € UNW;. Insbesondere ist w € Wy = U = w+bpz+bya(2)+. . .+bga’(2)
mit w € W und b; € K. Damit ist © = W+ g(a)(2) fiir ein Polynom g = by + bz +. ..+ bgx? €

K[x] mit grad g < d = gradp® — 1 = grad g < grad p®. Es gilt weiter g(a)(z) =u — w.

Sei nun nach Bézout t = ggT(g,p") = Ag+ Bp* fiir A, B € K|[x]. Da U bzw. W a-invariant ist,
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ist U bzw. W nach Lemma 13.3 auch A(«)-invariant. Damit gilt ¢(a)(z) = A(a)(g9(a)(2)) +
B(a)(p"(@)(2)) = A(e)(u —w) + B(a)(0) = A(a)(u) — A(e)(w) € U + W.

Man nehme g = 0 an. Dann ergibt sich durcht =w+ g(a)(z) =w e W —=uecUnNW =
u = 0 ein Widerspruch, d.h. ¢ # 0. Aus t = ggT(g,p*)/g folgt daher gradt < gradg <
gradp® = s - grad p. Da p irreduzibel ist, erhiilt man weiter ¢ = ggT(g,p")/p* = t = p’ mit
i-gradp = grad p’ = gradt < s-gradp =i < s.

Da nun U ein a-invarianter Unterraum ist, ist U auch p’(«)-invariant. Daher folgt y € U =
p(a)(y) € U. Mit p'(a)(2) = t(a)(z) € U + W gilt schlieBlich p'(a)(v) = p'(a)(v —y +y) =
p()(z +y) = p'(a)(z) + p'(a)(y) € U+ W. Dies liefert wegen i < s einen Widerspruch zur
Wahl von s —d.h. V=U& W.

13.13 Definition

Ein Vektorraum V mit o« € End(V') heifit a-unzerlegbar, falls V' keine direkte Summe a-

invarianter Unterrdume U # {0} ist.

13.14 Satz

Sei das Minimalpolynom von o € End(V) eine Primpotenz p*.

1. Dann ist V genau dann a-unzerlegbar, wenn grad p* = dim V' gilt.

2. Sei V a-unzerlegbar und fiir 0 < ¢ < k sei U; = Kern p*(«). Dann gilt dim U; = i - grad p.

Weiter ist U; a-unzerlegbar und jeder a-invariante Unterraum ist einer der Uj.

Beweis

1 Sei zunichst dimV = gradp®. Dann ist nach Lemma 13.11 V keine direkte Summe a-

invarianter Unterrdume U mit dim U < dim V' und somit a-unzerlegbar.

Sei nun V' a-unzerlegbar. Da p irreduzibel ist, gilt grad p* > 0. Nach Satz 13.10 gilt allgemein
dim p* < dim V. Man nehme dabei nun dimp* < dim V' an.

Nach Lemma 13.9 existiert ein a-zyklischer Unterraum U mit dimU = gradp®, d.h. 0 <
dimU < dimV. Nach Satz 13.12 existiert ein a-invariantes Komplement W von U mit
dimV = dimU +dimW = 0 < dimW < dim V. Insgesamt ist also V' im Widerspruch

zur Annahme a-zerlegbar.
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2 Sei v € U; = Kernp'(a). Dann folgt p™™'(a)(v) = p(a)(p'(a)(v)) = p(a)(0) = 0 = v €
Kernp™(a) = Uyq, d.h.
(¥) Ui C U,

Da V a-unzerlegbar ist, gilt nach 1 nun dimV = grad p* und mit Lemma 13.11 gilt folgt
U; = Bild p*~¥(a) und U;,, = Bild p*~*~!(«). Man erhélt daher

Uy =p" " (a)(V) = p(e) (" (a)(V)) = p(a)(Uis1)-

Somit ist die lineare Abbildung p(a)|v,,, : v € Uiy — p(a)(u) € U; surjektiv und mit

der Dimensionsformel folgt dim U;; = dim Bildp(«)|v,,, + dimKernp(a)|v,,, = dimU; +

dim Kern p(«)

Uit1-

Nun gilt v € Kernp(a)|v,,, <= v € Uix A pla)(v) = 0 <= v € Uy N Kernp(a) = Uy,
d.h. Kernp(«) = U;z1 N U Mit () folgt sukzessive U; C ... C U;;; und man erhilt
Kern p(«)

Uit1

Ui = Ui, also

Die Summation von (k%) fiir alle 0 < ¢ < k — 1 liefert dann dim U, — dim Uy = dim Uy, —
dimU_ 1 +dimU;_y — ... —dimU; + dimU; — dimUy = k - dim U;. Dabei gilt dim U, =
dim Kern p*(a) = dimKern 0 = dim V' = grad p* sowie dim Uy = dim Kern p°(a) = dim Kern
id = dim{0} = 0, d.h.

gradp® = k - dim U; = gradp = dim U;.

Die Summation von (k) fiir alle 0 < ¢ < j — 1 liefert analog dimU; = j - dim Uy = j - grad p.

Wegen U; = Bild p*~#(a) = Bild Z;—]z(a) ist p' nach Lemma 13.4 das Minimalpolynom von a/y,.

Dabher ist U; wegen dim U; = i - grad p = grad p’ nach 1 a-unzerlegbar.

Sei nun U C V ein beliebiger a-invarianter Unterraum und m das Minimalpolynom von «|.
Dabei gilt Uy, = V, d.h. wir kénnen 0.B.d.A. U C V annehmen. Mit Satz 13.10 folgt dann
gradm < dimU < dimV = gradp*. Wegen p*(a)(U) = {0} = m/p" erhilt man dann
m = p' fiir i < k. Damit ergibt sich

(x* %) U = Kernp'(a|y) € Kernp'(a) = U;.
Die Aussage folgt nun durch vollstéindige Induktion iiber dim V. Fiir dim V' = 1 ist der Fall
wegen dimU < dimV = dimU = 0 = U = {0} = U, klar. Mit i < k gilt zuerst

dim U; = i - gradp < k- grad p = grad p* = dim V. Weiter ist p* das Minimalpolynom von a/y,

und U; ist a-unzerlegbar, d.h. insbesondere «|y,-unzerlegbar.

Da U wegen (x * %) ein a-invarianter Unterraum von U; ist, erhélt man fiir j < ¢ nach

Induktionsannahme U = Kernp/ (aly,) = {v € U; | p/(aly,)(v) = 0} = {v € U; | p/(a)(v) =
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0} = {v eV | p)w) =0NU; = Kernp/(a) N Kernp'(a) = KernggT(p/,p")(a) =
Kernp’(a) = U;.

13.15 Lemma

Sei V fir a € End(V) ein a-unzerlegbarer Vektorraum. Dann ist V' a-zyklisch und das Mini-

malpolynom von « ist eine Primpotenz p* mit grad p* = dim V.

Beweis

Sei m das Minimalpolynom von «. Fiir m = pg mit ggT(p,q) = 1 gilt nach Satz 13.5 nun
V' = Bild p(a) @ Bild g¢(«). Da V' aber a-unzerlegbar ist, folgt 0.B.d.A. Bildp(a) = {0} =
p = m => q = 1. Daher ist m eine Primpotenz. Nach Satz 13.4 gilt dann grad m = dim V'
und V' ist nach Lemma 13.9 a-zyklisch.

Bemerkung

Ein a-zyklischer Vektorraum V' mit o € End(V) ist jedoch i.A. nicht a-unzerlegbar.

13.16 Lemma

Sei @ € End(V). Dann ist V eine direkte Summe a-unzerlegbarer Unterrdume U;. Sei m =
[1pF die Primzerlegung des Minimalpolynoms von a. Setze V, = Kernp'i(a). Dann gilt
V = @V, und jeder Unterraum V), ist eine direkte Summe gewisser U;. Weiter ist pf das

Minimalpolynom von aly, .
K

Beweis

Zunéchst ist V' entweder selbst a-unzerlegbar oder eine direkte Summe V = U & W mit
dimU < dimV und dim W < dim V. Nun beginne man fiir U und W erneut. Wegen dim V' <
oo und dim @@ U; = > dim U; erhélt man schliellich eine endliche Zerlegung. Weiter folgt aus
Lemma 13.5 unmittelbar V = @ Kernpfi(a) = @V,,.

Sei nun U; ein a-unzerlegbarer Summand von V' = @ U; und sei my; das Minimalpolynom von
a|y,. Nach Lemma 13.5 ist my, eine Primpotenz. Wegen m(U;) = {0} == my, /m ist daher
my,; = p, fiir [ < k. Es folgt u € U; = pi(a)(u) = 0 = pyr(a)(u) = pj~(a) (ph()(u)) =
PP (a)(0) = 0 = u € Kernpfr(a) =V, also U; C V,.. Wegen V = @V, gilt dann
Vo, NV, ={0} = U; NV, = {0} fiir alle s # r.
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Damit folgt fiir ein festes ¢ und alle j stets V,, N U; = U, oder V,, N U; = {0}. Damit ist
@D (V,,NU;) eine direkte Summe gewisser U;. Nach Lemma 13.15 und Lemma 13.7 sind die U; a-
invariant. Mit Lemma 13.3 folgt damit schlieBlich V},, = Kern p (o) = @@ (U;NKern pfi(a)) =
P(U; NV,,). Zuletzt ist pf wegen V,, = Kernpl(a) nach Lemma 13.5 das Minimalpolynom

von aly, .

Bemerkung

Die Zerlegung V = @@ U; in Lemma 13.16 ist in der Regel nicht eindeutig. Wir sehen jedoch
in Lemma 13.17, dass die Dimensionen der U; und die Minimalpolynome der «|y, eindeutig

sind.

13.17 Lemma

Sei das Minimalpolynom von a € End(V) eine Primpotenz p*. Sei V = U; & ... ® U, eine
direkte Summe a-unzerlegbarer Unterrdume. Dann ist p* mit k; < k das Minimalpolynom
von ay, und es gilt dim U; = k; - grad p. Dabei ist das Tupel (k1, ..., k,) bis auf Permutation

eindeutig. Ferner gilt k; = k fiir mindestens ein 1.

Beweis

Da stets p*(a)(U;) = {0} gilt, ist das Minimalpolynom von a|y, ein Teiler von p* und damit
eine Primpotenz p* mit k; < k. Mit der a-Unzerlegbarkeit von U; und Lemma 13.15 erhilt
man dim U; = grad p® = k; - grad p.

Man nehme nun k; < k < k; < k — 1 fiir alle 1 < i < n an. Dann gilt p*~1(a)(U;) =
P (@) (PP (a)(U;)) = {0} und daher v € V = U1 & ... 0 U, = v =1u + ... +u, =
P l(a)(v) = pFH(a) (uy) +. ..+ pFa) (u,) = 0 = p*1(a)(V) = {0} = p"1(a) = 0. Mit

k—1

grad p*~! < grad p* liefert dies einen Widerspruch, d.h. es gilt k; = k fiir ein 1 < i < n.

Sei nun 0.B.d.A. k; < ... <k, und 0 <t < k. Nach Lemma 13.15 ist U; a-zyklisch, d.h. es
gilt U; = (u), fiir ein u € U;. Nach Lemma 7.4 gilt p'(«)(U;) = p'(a)({(u)a) = (p'(a)(u))a, d.h.
p'(a)(U;) ist ebenfalls a-zyklisch.

Mit p(a)(U;) = Bildp'(a|y,) = Bild I%(Q‘Ui) und Lemma 13.4 ist p*~* fiir t < k; das
Minimalpolynom von oyt (ayw,)- Nach Lemma 13.8 gilt dann fir ¢ < k; auch dim p*()(U;) =
gradp"~t = (k; — t) - gradp. Fiir ¢t > k; folgt p'(a)(U;) = p' % (a)(p" (a)(U;)) = {0}, also
dim p'(a)(U;) = 0.

Seinunv € V = U ®...0U, definiert durch v = u;+. . .4u,. Dann gilt p’(a)(v) = p*(a)(u1)+
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@) € PO + - + PO = p@)V) = )T + ... + p(@)T)
Nach Lemma 13.7 ist U; a-invariant und damit nach Lemma 13.3 auch p'(«a)-invariant, d.h.
p'()(u;) € U;. Daher ist die Darstellung p'(a)(v) = p'(«)(u1) + . . . + p*(«)(uy,) eindeutig und
es folgt p'(a)(V) = p'()(U;) @ ... ® p'(a)(U,,). Insgesamt erhélt man also

dim p'(« Z dim p'(« Z(/’{;Z —t) - grad p.

ki>t

Fir 0 <r <k sein(r)=|{i| k; =r}|. Dann gilt n(r)(r —t) = >_ (k; — t) und daher
ki=r

k

S ki—t)=3"n(r)r—t) = dlmgfzadp Z (r—1).

ki>t r=t =

Fiir ¢ = k — 1 erhélt man mﬁg—w —a(k—1)-(k=1—k+1) +nk)-(k—k+1) =7(k).
Damit ist w(k) eindeutig bestimmt. Sukzessive ergibt sich nun fiir 0 < t < k£ — 1 eindeutig
w(k —1),...,7(1). Mit dimU; = k; - gradp und V = U; & ... & U, = dimU; > 0 gilt
schlieBlich k; - gradp > 0 = k; # 0 = w(0) = 0. Somit ist die Zuordnung 7 von der

gewéhlten Zerlegung V = U; & ... ® U, unabhéngig und es folgt die Behauptung.

13.18 Lemma / Definition

Sei V' = (v), ein a-zyklischer Vektorraum der Dimension n und sei m = a9 + ajz + ... +

an_12" '+ 2™ das Minimalpolynom von «. Dann besitzt a bzgl. der Basis v, a(v), ..., a" (v)
die Matrixdarstellung

—ap

1 —aq

1 —a9

1 —as

1 —Aap—1

Eine solche Matrix heiit Frobenius-Matrix zum Polynom m.

Beweis

Sei o' '(v) = €. Fiir 1 < < n—1 gilt dann a(e;) = a(a’'(v)) = o’(v) = e;41. Damit
ergeben sich die ersten n — 1 Spalten der Darstellungsmatrix. Die letzte Spalte erhélt man mit
apv + ara(v) + ... + ap_10" (V) + ™ (v) = m(a)(v) = 0 = ale,) = a(a” ' (v)) = a"(v) =

—agv — a1a(v) — ... — ap_1a" " H(v) = —age; — ajey — ... — Ap_1€p.
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13.19 Lemma

Das Minimalpolynom m der Frobenius-Matrix

1 —Qp—1

ist ag + a1z + ... + ap_12™ "t + 2"

Beweis

Man betrachte die lineare Abbildung v € K" —— Av und die Standardbasis eq,...,e, von
K" Fir 1 <i < n gilt dann Ae; = e;,1, d.h. K™ = {(ey,...,e,) = (e1)4. Nach Lemma 13.8
gilt dann grad m = dim K™ = n. Mit (ap + @17 + ... + a,_12" ' + 2")(A)e; = ager + a; Ae; +
oot a, A" ey + Ay = ag+ares + ...+ ay_1e, + Ae, = 0 und K™ = (e;) 4 folgt dann die
Behauptung.

13.20 Lemma

Sei V fir a € End(V) ein a-zyklischer Vektorraum. Dann stimmen Minimalpolynom und

charakteristisches Polynom von « iiberein.

Beweis

Sei ag + a1x + ... + ap_12" ' + 2™ das Minimalpolynom von «. Nach Lemma 13.18 ldsst sich

dann « durch

1 —aq
1 —as

1 —das

1 —Aap-1
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beschreiben. Mit Bemerkung 10.7 folgt

T Qo
-1 =z a
-1 = a9

Xa(z) = xa(z) = det(z1, — A) = det
-1 =z as

1 z+a,1

Durch Enwicklung der Determinante nach der erste Zeile erhélt man zunéchst

T ai -1 =z
-1 =x ao -1 =
Xo(z) = 2 - det -1 = as + (=1)""aq - det -1 =
1 z+a,-1 1

und durch vollstédndige Induktion iiber n folgt

Xa() = z (a1 +az+ ... +a, 12" 2+ 2" 1) + (=1)ap(—1)"

= ap+ax+...+a,_ 12"+ 2"

13.21 Satz (Frobenius-Normalform)

Sei dim V' < oo und v € End(V'). Sei m = p{* - - - p& die Primfaktorzerlegung des Minimalpo-

lynoms von «. Dann lasst sich a durch eine Blockdiagonalmatrix

A

As

beschreiben. Dabei sind die A; Frobenius-Matrizen zu Polynomen pf mit 1 < f; < e; und

eindeutig bis auf ihre Reihenfolge. Weiter gibt es fiir alle 1 <1 < r eine Matrix Ay zu p;'.

Beweis

Nach Satz 13.5 ist V = @ U; die direkte Summe a-invarianter Unterrdume U; = Kern p;*(«a),
i=1
wobei p;* das Minimalpolynom von f3; = «|y, ist. Daher ldsst sich « nach Satz 12.4 durch eine

Blockdiagonalmatrix aus den Darstellungsmatrizen B; von (3; beschreiben.
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Sei nun U; = @ U;; eine direkte Summe [;-unzerlegbarer Unterrdume. Da U;; nach Lemma
j=1

13.15 B;-zyklisch ist, wird 3; nach Satz 12.4 und Lemma 13.18 durch eine Blockdiagonalmatrix

aus Frobenius-Matrizen A, dargestellt. Mit Lemma 13.17 sind die A; bis auf Permutation

eindeutig und es existiert eine Matrix A, zu p;'.

Bemerkung

Fiir die quadratische Matrix A € M, ,(K) betrachte man den Endomorphismus « : v €
K™ —— Aw. Dann lasst sich o durch eine Matrix F' in Frobenius-Normalform beschreiben und
A ist ahnlich zu F.

13.22 Satz (Cayley-Hamilton)

Sei x4 das charakteristische Polynom von A € M,,(K). Dann gilt y4(A) = 0, d.h. das
Minimalpolynom von A ist eine Teiler von x 4. Ferner ist jeder irreduzible Teiler von y 4 ein

Teiler des Minimalpolynoms von A.

Beweis

Zunéachst ist A dhnlich zu einer Matrix
Ay
A =
Ag

in Frobenius-Normalform. Mit Lemma 13.6 gilt dann x4(x) = ya/(x) und mit Satz 9.17 folgt

1n1~r — Al
det(1,z — A’) = det =det(1,,x — Ay) - -det(l,,x — As),
1, x — Ag

d.h. xa(x) = xa,(x) - xa,(z). Da nach Satz 13.21 zu jedem Teiler p;* des Minimalpolynoms
m von A eine Frobenius-Matrix Ay existiert, gilt nach Lemma 13.19 und Lemma 13.20 dann

m/xa = xa(A) = 0.

Andererseits sind alle A; Frobenius-Matrizen zu Teilern p;* von m. Die irreduziblen Teiler

sind daher gerade die p;, also Teiler von m.
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Bemerkung

Der ,Beweis* xa(x) = det(1l,2 — A) ,=* xa(A) = det(Al,, — A) = det(A — A) =det0 =0
von Satz 13.22 ist falsch.

13.23 Lemma

Das Minimalpolynom eines Endomorphismus o € End(V') zerfillt genau dann in Linearfak-
toren m, = (z — A\ )/ -+ (z — \.)/", wenn das charakteristische Polynom in Linearfaktoren
Xo = (T = A) -+ (z — N\ fiir ; > f; zerfallt.

Beweis

Sei A € K eine Nullstelle des Minimalpolynoms m,. Mit m,/Xa = Xa = Mq - h fiir ein
h € K[z] folgt dann x,(A\) = ma(N) - R(A) = 0 - h(A) = 0. Damit ist nach Satz 11.5 jeder

Linearfaktor x — A von m,, ein Linearfaktor von y,.

Andererseits sind die Linearfaktoren von Y, irreduzible Teiler und damit auch Teiler von m,,.
Wegen m,, /x. folgt schlieBlich f; <e; fir 1 <i <.

13.24 Lemma

Seien paarweise ahnliche Matrizen Ay, ..., A,, By, ..., B, und invertierbare Matrizen 17, ..., T,

mit A; = T, ' B;T; gegeben. Dann sind auch die Blockdiagonalmatrizen

Ay B,
A= und B =
A, B,
ahnlich.
Beweis
Mit
Ay T,'BiTy
A — = .
A, T.'B,T,
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folgt

Dabei gilt

und die Behauptung folgt.

13.25 Bemerkung / Definition

Offenbar ist A\ der einzige Eigenwert der Matrix

Daher heifit J,, » Jordan-Matrix zum Eigenwert .

13.26 Lemma

Sei A eine Frobenius-Matrix zu (z — A)". Dann ist A &hnlich zu der Jordan-Matrix J,, ).

Beweis

Sei ey, ..., e, die Standardbasis K. Fiir 1 <i <n — 1 gilt dann Ae; = e;11, d.h. K™ = (e1)4
ist A-zyklisch. Man setze nun v; = (A — A1) le; fir 1 <i <n—1.

Fir b; € K und 0 = byvy + ... + byv, = breg + ba(A — Myp)er + ...+ b (A — A1,)" ley =
(b1 - 1o+ ba(A = A1) + ..+ bp(A = AL,)" ey sei dann

B=0by-1,4+by(A—=AL,) +...+by(A—A,)" L.
Offenbar gilt B € (A% A' ..., An—1),dh. B=dyA°+... +d, A" fiir d; € K. Es folgt

0= Be; =dyA% +...+d, 1 A" te;.

40



Wegen K" = (e;) 4 ist dies eine Basisdarstellung, d.h. dy = ... = d,—1 = 0. Man erhélt also
B = 0 und damit

by 1, +by(A—AL) +...+ b, (A= A1,)" 1 =0.
Da K™ aber A-zyklisch ist, hat das Minimalpolynom von A Grad n und es folgt by + by(z —
N+ ...+b(x—=XN"1=0= b = ... =b, = 0. Insgesamt sind also v1,...,v, linear
unabhéngig und bilden damit eine Basis von K™.
Nun gilt Av; = A(A —AL,)"ler = (A= AL, + An)(A — A1,) ey = (A — AL))%e; + AN(A —
AL, te; = (A —A1,)%; + A\v; und daher Av; = v, 1 + A, fiir 1 <4 < n—1. Da nach Lemma
13.19 (x — A\)™ das Minimalpolynom von A ist, folgt Av, = (A — A1,)"e1 + Av, = Av,.

Der Endomorphismus v € K™ —— Av wird somit bzgl. der Basis vy, ..., v, durch die Jordan-
matrix J, y dargestellt. Da A die Standardbasisdarstellung dieses Endomorphismus ist, folgt
die Behauptung.

13.27 Satz (Jordan-Normalform)

Sei dimV < oo und a € End(V). Sei xo = (x — A)® -+ (x — A\)® eine Zerlegung des
charakteristischen Polynomes von « in paarweise verschiedene Linearfaktoren. Dann wird «

durch eine Blockdiagonalmatrix
Ji

Js

beschrieben. Dabei sind die J;, Jordan-Matrizen Ji, , fiir 1 < k; <ee;.

Beweis

Jeder Linearfaktor ist ein irreduzibler und normierter Teiler. Damit folgt die Aussage unmit-
telbar aus Lemma 13.23, Satz 13.21, Lemma 13.26 und Lemma 13.24.

13.28 Satz

Sei xa = (z— M)+ (x — N\l die Zerlegung des charakteristischen Polynoms einer quadra-
tischen Matrix A € M, ,(K) in paarweise verschiedene Linearfaktoren. Dann gilt det A =
PURREDLS
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Beweis

Nach Satz 13.27 ist A &hnlich zu einer Jordan-Normalform J, d.h. es gilt x; = xa und
det J = det A. Da weiter J eine untere Dreiecksmatrix ist, gilt x; = (z—A1)* - - - (x— ;) und
det J = AT' - - XS, Dabei gibt jede Potenz e; die Haufigkeit des Auftretens des Eigenwerts \;

auf der Hauptdiagonalen von J an. Insgesamt folgt die Behauptung iiber I; = ¢; fiir 1 <1 <.

14 Bilinearformen

Bemerkung

Bilinearformen sind besondere Multilinearformen, die bereits in Kapitel 9 behandelt wurden.

14.1 Definition

Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung ¢ : V x V — K heifit Bilinearform, wenn fiir alle
w €V die Abbildungen v € V +— ¢(v,w) € K und v € V +— ¢(w,v) € K linear sind.

Bemerkung

Sei vy, ..., v, eine Basis von V. Sei weiter ¢ eine Bilinearform auf V. Dann beschreibt C' =
(¢ij) € Mpxn(K) mit ¢;; = ¢(v;,v;) die Abbildung ¢. Umgekehrt beschreibt jede Matrix
C = (¢ij) € Myxn(K) eine Bilinearform zu einer festgewihlten Basis. Man legt ¢(v;, v;) = ¢

fest und setzt ¢ bilinear auf V' fort.

Bemerkung
Sei C' € M, (K) bzgl. einer Basis vy, ..., v, die Darstellungsmatrix einer Bilinearform ¢ auf
V. Seien weiter v,w € V durch v = > a;v; und w = ) f;w; definiert. Fiir die Koordinaten-
i=1 j=1

vektoren

ai b

o= : und = :
o Bn

gilt dann (v, w) = a'Cp.
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Beweis

Sei (C3); die i-te Koordinate des Spaltenvektors C3. Es folgt

plow) = @(Gaws 5w = Lol 3 )

n

i:z":l (jz:: Bje(vs, UJ)) =

M= 1M

> aul 3 i)
(),

.
I
—_

(

HM:

Czy B;) =

HM:

= o'Cp.

Korollar

Auf dem Standardvektorraum K™ wird jede Bilinearform ¢ durch ¢(a,b) = a'Ch fiir eine
Matrix C' beschrieben.

Bemerkung

Sei die Bilinearform ¢ durch C' und C” dargestellt. Dann existiert eine invertierbare Matrix S
mit C' = S'CS.

Beweis

Sei C' = (¢;;) bzgl. der Basis vy, ..., v, und C" = (c};) bzgl. der Basis v}, ..., v;, dargestellt mit

vl = > Sgivg. Dann gilt
k=1

n

n n n

i = @, vh) = o( skivk, > snvn) = 2 sk 2
k=1 h=1 k=1 h=1

n

>

n n n
= > ski( 22 snjckn) = > Sk
k=1  h=1 k=1  h=1
Sei nun S die Matrix (s;). Dann ist

n

E CkhShj

h=1

der Eintrag in der k-ten Zeile und j-ten Spalte von C'S und

_§ Ski E Ckhshj
k=1
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der Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von S'C'S, d.h. C" = S*C'S. Die Spalten von S
bilden dabei die Koordinatenvektoren von v}, ..., v! bzgl. der Basis vy,..., v, und sind daher

linear unabhéngig. Daher ist S invertierbar.

14.2 Definition

Zwei Matrizen C,C" € M, x,(K) heilen kongruent, falls es eine invertierbare Matrix S €
M,sn(K) mit C" = S*CS gibt.

14.3 Lemma

Kongruenz von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis

[Reflexivitit] C' = 11C1,,.

[Symmetrie] Sei C' = S'C'S. Wegen 1,, = 1f = (SS71)! = (S71)1St ist (S%)~! = (S71)!. Damit
folgt C' =1,C1,, = ((S7H)!ISHC(SS™) = (STHH(SICS)S™t = (S~HtC's—.

[Transitivitiat] Sei ¢' = S'C'S und C” = T'C'T. Dann ist C" = T'C'T = T*(S'CS)T =
(T'SYHC(ST) = (ST)'C(ST).

14.4 Definition

Eine Matrix C' € M, (K) heifit symmetrisch bzw. antisymmetrisch, falls C* = C bzw.

Ct = —C gilt.

14.5 Lemma

Eine Matrix ist genau dann symmetrisch bzw. antisymmetrisch, falls eine (und damit alle)
zu ihr kongruente Matrix symmetrisch bzw. antisymmetrisch ist. Daher ist Symmetrie bzw.

Antisymmetrie invariant unter Kongruenz.

Beweis

Fiir C* = C und S € M,,»,,(K) gilt stets (S'CS)' = S'C'S" = S*C'S. Analog folgt (S*DS)" =
—(S'DS) fiir D' = —D.
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Bemerkung

Ist 2 = 1+ 1 # 0 in einem Korper K, so ist jede Matrix A € M, y,(K) Summe einer

symmetrischen und einer antisymmetrischen Matrix.

Beweis

Da 2 € K invertierbar ist, folgt A =1-A=(2-271) - A=(1+1)-271-A=2"1. A+
21 A = 2 A4 2N A 42 A2 AT — 271 (A4 A 4+ 270 - (A — AD) mit
(A+ A — A+ A" — A' + A— A+ At und (A— AY)f — At — A" — At — A— —(A— AY).

14.6 Definition

Eine Bilinearform ¢ auf V' heifit symmetrisch bzw. antisymmetrisch, falls ¢(v, w) = p(w,v)

bzw. p(v,w) = —p(w,v) fir alle v,w € V gilt.

Lemma

Bilinearformen ¢ : V' x V' — K sind schon dann alternierend, wenn ¢(v,v) = 0 fiir alle

veV.

Beweis

Seien v, w € V linear abhéingig, d.h. v = Aw. Dann gilt p(v, w) = p(v, \v) = Ap(v,v) = X0 =
0.

14.7 Lemma

Eine Bilinearform ¢ : V x V — K mit 0 # 2 € K ist genau dann antisymmetrisch, wenn sie

alternierend ist.

Beweis
Sei ¢ antisymmetrisch und seien v, w € V linear abhéngig, d.h. v = Aw. Dann gilt Ap(v,v) =

o(v, W) = p(v,w) = —p(w,v) = —p(Av,v) = =Ap(v,v) = 2¢(v,w) = 2\p(v,v) = 0 =
(v, w) = 0.
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Sei nun ¢ alternierend. Nach Lemma 9.4 gilt dann ¢(u, w) = sign(12) p(w,v) = —p(w, v) fiir
alle v,w e V.

14.8 Lemma

Sei fiir dim V' < oo eine Bilinearform ¢ auf V' mit darstellender Matrix C' gegeben. Dann ist
¢ genau dann symmetrisch bzw. antisymmetrisch, falls C' symmetrisch bzw. antisymmetrisch

ist.

Beweis

Sei ¢ : V2 — K bzgl. der Basis vy,...,v, von V durch C' = (¢;;) dargestellt. Falls ¢
symmetrisch ist, folgt ¢;; = ¢(vi,v;) = p(vj,v;) = ¢j; und damit C = C*.
Sei nun C' symmetrisch und v, w € V' definiert durch v = > A\jv; und w = ) p;v;. Dann gilt

i=1 j=1
auch

I
M=

2 /\i,ujcz’j

ov,w) = it o(vi, v5)

s
Il

—
<.

—

> idip(v,v5) = p(w,v).

=1

M=

15 AiCji =

<.
Il
—
-

Die Aussage iiber Antisymmetrie folgt analog.

14.9 Bemerkung / Definition

Sei fiir dim V' < oo die Bilinearform ¢ : V? — K durch die Matrizen C' und C” dargestellt.
Dann existiert eine invertierbare Matrix S mit ¢’ = S'C'S und mit Satz 7.16 folgt rang C' =
rang C’. Daher definiert man rang ¢ = rang C.

Dabei heifit ¢ regulir, falls rang ¢ = dim V' gilt. Fiir dimV = n gilt C' € M,,«,,(K) und mit
Satz 7.17 folgt ¢ reguldr <= rang ¢ = n <= rang C' = n <= (' invertierbar.

14.10 Lemma
Sei ¢ eine Bilinearform auf V' mit dim V' < oco. Dann ist dquivalent:

1. ¢ ist regular.
2. Aus ¢(u,w) =0 fir alle uw € V folgt w = 0.

3. Aus p(u,w) = 0 fiir alle w € V folgt u = 0.
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Beweis

Sei 0.B.d.A. V = K™ und somit p(v,w) = u'Cw fir C € M,,x,(K).

1 = 2 Sei ¢ regulir und weiter p(u, w) = u'Cw = 0 fiir alle v € V. Dann gilt insbesondere
e!Cw = 0 fiir die Standardbasis ey, ..., e,, dh. Cw = 0. Nun ist C nach Bemerkung 14.9
invertierbar, d.h. die lineare Abbildung v —— Cwv ist nach Satz 7.9 injektiv. Damit folgt
Cw=0=w=0.

2 —> 1 Sei ¢ nicht regulér, also C' nicht invertierbar. Dann ist v — C'v nach Korollar 7.6 und
Satz 7.9 nicht injektiv, d.h. es existiert 0 # w € V mit Cw = 0. Dann gilt ¢(u, w) = u'Cw =0
fir allew e V.

1 <= 3 Wegen C invertierbar <= C* invertierbar und v'Cw € K = w'C'u = (v'Cw)" =

u'Cw folgt die Ausssage analog.

14.11 Lemma

Sei p : V xV — K fiir 0 # 2 € K eine symmetrische Bilinearform mit ¢(v,v) = 0 fiir alle
v € V. Dann gilt ¢ = 0.

Beweis

Fir alle v,w € V gilt 0 = p(v + w,v + w) = ¢(v,v) + p(v,w) + p(w,v) + p(w,w) =
p(v,w) + @(w,v) = 2¢(v,w) = ¢(v,w) = 0.

14.12 Satz (Jacobi)

Sei fiir 0 # 2 € K und n = dimV < oo eine symmetrische Bilinearform ¢ : V x V — K

gegeben. Dann wird ¢ bzgl. einer geeigneten Basis durch eine Diagonalmatrix beschrieben.

Beweis

Fiir ¢ = 0 ist jede darstellende Matrix C' = 0 und daher diagonal. Man betrachte nun ¢ # 0.
Nach Lemma 14.11 existiert dann ein v € V mit 6 = ¢(v,v) # 0. Man ergénze v zu einer
Basis vy, ...,v,_1,v von V und setze \; = ¢(v,v;) sowie w; = v; — %v firl<i<n-1.Es
folgt
i i i
p(v,w;) = p(w;,v) = p(v; — FU’U) = ¢(v;,v) — 390(1’7"0) =\ — 35 =0

fir 1 <i <mn— 1. Weiter gilt offenbar (wy, ..., w,_1,v) = (v1,...,05_1,v) = V.
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Nun setzen wir U = (wy, ..., w,—1) und beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion
iiber dim V. Insbesondere ist dabei ¢ : U x U — K eine symmetrische Bilinearform, d.h.

nach Annahme existiert eine Basis uy, ..., u,—1 von U mit ¢(u;,u;) = 0 fiir ¢ # j.

Wegen u; € (wy,...,w,—1) sowie p(v,w;) = p(w;,v) = 0 gilt auch p(v,u;) = p(u;,v) = 0 fir
1 <4 < n—1. SchlieBlich folgt die Behauptung, da v, uy, ..., u,—1 wegen v & (uy,...,Up_1)
nach Lemma 4.12 eine Basis von V' ist.

Definition / Bemerkung

Man schreibt GL,,(K) = {W € M, x,(K) | W invertierbar} und SL,,(K) = {W € M,x,(K) |
det W = 1}. Dabei ist GL, (K) eine multiplikative Gruppe und SL,,(K) eine echte Untergruppe
von GL,(K).

14.13 Satz (Trigheitssatz von Sylvester)

Sei S € M, x,(R) symmetrisch, dann existiert W € GL,, (K) mit

1

W'SW =

fiir r = rang S. Dabei ist ¢t € N eindeutig bestimmt.

Beweis

Sei p: V xV — K die durch S dargestellte Bilinearform. Nach Satz 14.12 findet man eine
Basis vy, ...,v, mit p(v;,v;) = 0 fiir ¢ # j. Dann gilt [{i € N| ¢(v;,v;) # 0} = range =
rang S = r. Nun existiere 0.B.d.A. ein ¢t € N mit p(v;,v;) > 0 fur 1 < i <t sowie p(v;,v;) <0
firt+1<i<rund p(v;,v;) =0 firi >r+ 1.
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Man setze §; = p(v;, v;) sowie w; = \/Ldﬁ-vi fir 1 <i¢<tund w; = ﬁvi firt+1<¢<7rund
w; = v; fiir ¢ > r + 1. Dann bildet wy, ..., w, offenbar eine Basis von V' mit p(w;, w;) = 0
fir i # j. Weiter gilt o(w;, w;) =1 fir 1 < i <t und @(w;, w;) = —1 fiir t + 1 < i < r sowie
o(w;,w;) =0 fir i > r 4+ 1.

Es bleibt zu zeigen, dass t € N von der Konstruktion unabhéngig ist. Sei dazu uq,...,u,
eine weitere Basis von V' mit ¢p(u;, u;) = 0 fiir ¢ # j sowie ¢(u;,u;) = 1 fir 1 <4 < ¢ und
o(u,u;)) = —1fir ! +1 <i <rund p(u;,u;) =0 fiir ¢ > r+ 1.

t/

Nun setze man U = (uy,...,uy) und W = (w11, ..., w,). Firv € U mit v = ) oyu; folgt
i=1

" t t t
S ) = ) = S
i=1 =1

i=1 j=1

Daher gilt p(v,v) > 0 mit p(v,v) = 0 <= Vo1 v oz = 0 < v = 0. Analog folgt

77777

p(w,w) <0 fir w € W, wobei wegen p(w;, w;) =0 fiir i > r+ 1 auch p(w,w) = 0 mit w # 0

gelten kann.

Daher ergibt sichv €e UNW = 0 < ¢(v,0) <0 = p(v,v) =0 = v =0=UNW = {0}
und somit n = dimV > dim(U + W) = dim U + dim W — dim(U N W) = dimU + dim W =
t+n—t=t>t Fir W= {(wy,...,w) und U = (up,1,...,u,) erhilt man analog ¢ > t,

also insgesamt t = t'.

14.14 Definition / Bemerkung

Eine Bilinearform ¢ : V' x V — R auf dem reellen Vektorraum V heifit positiv definit, falls
fir alle 0 #£ v € V stets (v, v) > 0 gilt. Dabei ist ¢ genau dann positiv definit, wenn fiir alle
v eV stets p(v,v) > 0 und p(v,v) =0 = p(v,v) = 0 gilt.

14.15 Definition

Eine positiv definite, symmetrische Bilinearform auf einem reellen Vektorraum Skalarprodukt
oder inneres Produkt. Ein reeller Vektorraum mit definiertem Skalarprodukt ¢ heifit euklidi-

scher Raum. Man schreibt dabei statt ¢(u,w) oft uw. Der Betrag, die Norm oder die Linge

von v ist \/p(v,v) = /ov = |v].

14.16 Bemerkung

Auf V = R" wird durch ¢(v,w) = v'w das Standardskalarprodukt definiert. In diesem Fall

stimmt |v| mit der gew6hnlichen Lénge von v {iberein.
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14.17 Definition / Bemerkung

Sei V' ein komplexer Vektorraum. Dann heifit eine Abbildung ¢ : V' x V' — C hermitesche
Form, falls fiir alle v,v",w € V und a € C stets

L o(v+2',w) = p(v,w) + o, w)

2. plav,w) = ap(v,w)

3. (v, w) = p(w,v)

gilt. Dabei ist Z = a — bi fiir 2 = a + bi € C, d.h. fiir alle v € V gilt (v,v) = (v,v) =
o(v,v) € R. Daher heifit ¢ positiv definit, falls fiir alle 0 # v € V stets ¢(v,v) > 0 gilt. Ein
komplexer Vektorraum mit positiv definiter hermitescher Form heifit unitdrer Raum. Man
schreibt wieder uw statt ¢(u,w) und der Betrag, die Norm oder die Lange von v ist ebenfalls

\/ov = |v|. Man beachte, dass hermitesche Formen weder bilinear noch symmetrisch sind.

14.18 Bemerkung

Fiir eine hermitesche Form ¢ : V x V — C mit v, w,w’ € V und « € C folgt

1. p(v,aw) = p(aw,v) = ap(w,v) = @ p(w,v) =ap(v,w)

2. p(v,w+w) =pw+w,v)=p(w,v)+ e, v) =@vw)+ elv,w)

Bemerkung
Sei vy, ...,v, eine Basis des komplexen Vektorraums V. Dann wird jede hermitesche Form

¢V xV — C durch eine Matrix C' = (¢;;) € Myxn(C) mit ¢;; = p(v;,v;) dargestellt.
Insbesondere gilt dabei ¢;; = p(v;, vj) = ¢(v;,v;) = ¢, d.h. C = c'

14.19 Definition

Man schreibt fiir C' € M,,,,(C) statt " oft C*, wobei C* die zu C adjungierte Matrix heif3t.
Fall C' = C* gilt, heifit C' hermitesch.

Bemerkung

Fiir C € M, (C) gilt
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14.20 Definition

Zwei Matrizen A, B € M, 4,(C) heien komplex kongruent, falls eine Matrix M € GL,(C)
mit B = M*AM existiert.

14.21 Lemma

Komplexe Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation, die vertréglich mit der hermiteschen Eigen-
schaft ist.

Beweis

Sei R ={(A,B) € M,5n(C) X Myxn(C) | B= M*AM fir M € GL,(C)}. Zunéchst gilt 1, =
15 = (MM™Y)* = (M~1Y)*M*. Daher ist R wegen A = 1* Al,, reflexiv. Fiir B = M*AM folgt
A= (MY)y*M*AMM~ = (M~')*BM~', d.h. R ist symmetrisch. Da weiter fir D = N*BN
stets D = N*(M*AM)N = (MN)*A(MN) gilt, ist R transitiv. Fiir A = A* folgt schliefllich
B* = (M*AM)* = M*A*M** = M*AM = B.

14.22 Bemerkung

Sei vy,...,v, eine Basis des komplexen Vektorraums V und C die darstellende Matrix der

n n
hermiteschen Form ¢ bzgl. dieser Basis. Fiir v = ) a;v; und w = ) f;v; mit
i=1 =1

Qi B
a= und g = :
o, On
gilt dann
o(v,w) = Z ;Y Biolv,v;) = Zai(z cij B;) = o' C B.
=1 j=1 i=1 j=1
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14.23 Lemma

Sei dim V' < oo ein komplexer Vektorraum und C, C" € M,,.,,(C) hermitesche Matrizen. Dann
beschreiben C' und C” genau dann die gleiche hermitesche Form auf V' bzgl. geeigneter Basen,

wenn sie komplex kongruent sind.

Beweis

Man betrachte 0.B.d.A. den Standardvektorraum V = C". Dann gilt fiir p(v,w) = v'Cw
offenbar p(v+v", w) = (v, w)+p(v', w) und (v, w) = a (v, w). Daher und wegen (v, w) =

V'Cw = (W Cw) =w C'v =wC*T = w CT = p(w,v) definiert ¢ eine hermitesche Form,

die bzgl. der Standardbasis e, ..., e, durch C' = (¢;;) beschrieben wird.
Sei nun ¢ bzgl. einer Basis my, ..., m, mit

my;

My

durch C" = (c};) dargestellt, d.-h. m; = > myey. Es folgt
k=1

n n n n

C;j = p(mi,my) = kai(zm_MSO(ek,eh)) = me(z Chh, M ).

k=1 h=1 k=1 h=1

Fir M = (M) € Myuxn(C) erhélt man damit C" = M*CM. Da weiter die Spalten my, ..., m,

von M linear unabhéngig sind und somit M invertierbar ist, folgt die Behauptung.

Seien nun C' und C’ komplex kongruent mit ¢! = M*CM fiir eine invertierbare Matrix

M = (my;). Dann ergibt sich analog c}; = ¢(m;, m;) fiir

mig
m; =
My,
Da nun my, ..., m, als linear unabhingige Spalten von M eine Basis von C" bilden, folgt die

Behauptung.

14.24 Definition / Bemerkung

Sei V ein reeller Vektorraum. Dann bildet Vi = V x V' mit komponentenweiser Addition sowie
(a+ib)(v,w) = (av — bw, aw + bv) fiir v,w € V und a,b € R einen komplexen Vektorraum.
Wegen i(v,0) = (0 + i)(v,0) = (0,v) interpretiert man dabei {(v,0) | v € V} als V und
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identifiziert V' x V mit V + iV. Dann hat jedes Element (v,w) € V x V eine eindeutige
Darstellung v +iw € V 44V und es gilt (a +b)(v +iw) = av + biv + aiw — bw = (av — bw) +
i(aw 4 bv). Man beachte, dass V' x {0} ein Unterraum des reellen Vektorraums V' x V' — aber
wegen (a + ib)(v,0) = (av,bv) € V x {0} fiir b # 0 nur eine Teilmenge von Vi — ist.

14.25 Lemma

Sei V' ein reeller Vektorraum. Dann ist jede Basis von V' eine Basis von V¢. Insbesondere gilt
also dim V' = dim V.

Beweis

Sei I eine Indexmenge und {v; | i € I} eine Basis von V. Seien weiter v + iw € V¢, also
v,w € V. Dann gilt v =) a;v; und w = ) bjv; fiir a;,b; € R, d.h. v +iw = > (a; + ib;)v;.
Daher ist {v; | i € I} ein Erzeugendensystem von V.

Es bleibt die lineare Unabhéngigkeit der v; in Vi zu zeigen. Sei dazu J C [ eine endliche
Teilmenge mit - (a; +ibj)v; = 0 fiir a;,b; € R. Es folgt 0 = v+iw € Ve fiirv =3 aju; €V
und w = Z bji)jJE V. Nach Bemerkung 14.24 ist die Darstellung der 0 € V¢ ein]dGéutig, d.h.
v=w = d.ef)a die v; in V jedoch linear unabhéngig sind, ergibt sich a; = b; = 0 fiir alle j € J

und die Behauptung folgt.

14.26 Lemma

Seien V, W reelle Vektorraume und o« € Hom(V, W). Dann gibt es genau ein § € Hom(V¢, W)

mit (|y = o — d.h. « hat eine eindeutige Fortsetzung auf V.

Beweis

[Eindeutigkeit] Fiir § € Hom(V¢, W) mit 8|y = « folgt fiir alle v,w € V stets f(v + iw) =
Bv) +if(w) = a(v) + ia(w).

[Existenz] Mit 5 : v +iw € Vg — a(v) + ia(w) € We und v € V gilt f(v) = (v +i0) +
a(v) +ia(0) = a(v). Es folgt weiter

B((a+ib)(v+iw)) = B((av —bw) +ilaw+bv)) = a(av — bw) + ic(aw + bv)
= (a+ib)a(v) + (ia —b)a(w) = (a+ib)(a(v) +ic(w))
= (a+1ib)B(v+iw)
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und
Bv+iw) + (' +iw')) = B((v+v)+i(w+w)) = a(v+7)+ia(w+w')
= a(v) +ia(w)+ o) +ia(w) = Bv+iw)+ BV +iw'),

d.h. g € HOIH(V(C, W(C)

14.27 Lemma

Sei auf den reellen Vektorraum V' eine symmetrische Bilinearform ¢ : V' x V' — R definiert.

Dann existiert genau eine hermitesche Form v : Vi x Ve — C mit ¢ |y <y = .

Beweis

[Eindeutigkeit] Fiir ¥]yxy = ¢ und v +iw, v’ +iw" € V¢ folgt (v + tw, v +iw’) = ¥ (v,v") +
i(w, v') +iv(v,w) +ii(w, w') = P,0) +ip(w,) —iv(v,w) + Y(w,w) = (v, ') +
p(w,w') +ip(w,v') —ip(v,w).

[Existenz] Mit ¢ : (v+iw, v +iw') € Ve x Ve — (v, ") +o(w, w')+i p(w,v") —i (v, w') gilt
fiir v,v" € V zunéchst ¢ (v,v") = ¥(v+1i0,v" +i0) = p(v,v") + ©(0,0) + i p(0,v") — i p(v,0) =
(v, v"). Nun zeigen wir, dass ¢ eine hermitesche Form ist. Dazu gilt
w((v + iw) + (v + '), v" + ")

= Y((v+0) +i(w+w),v" +iw")

= QO('U + Ula U”) + 90<w + wlv w//) +1 ()O(w + wla UN) - ’l(p(U + Ulv w//)

= oV, v") + p(w, w") + ip(w,v") —ipv, w")

+ o0, 0") + (', w") +ip(w,v") —ip(, w”)

= Y(v+iw, " + ") + P +iw 0" +iw”)
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und

¥((a+ib)(v+ iw),v + iw')
= ¢ ((av — bw) + i(aw + bv), v + iw')
= plav — bw,v') + plaw + bu,w') + i p(aw + bv, v') — i p(av — bw, w')
= alp(o, ) + plw,w) + i p(w, ) — i p(v,u))
+ ib(ip(w,v) —ip(v,w') + (v, ) + p(w, w'))
= (a+ib)Y(v+iw, v + ).

Wegen (v, w) € R gilt p(v, w) = ¢(v,w) und mit p(v, w) = @(w,v) folgt weiter

(v 4w, v +iw')

= (p(U, Ul) + QD(U}, U)/) +1 (P(w, U/) - ig&(?), U}/)

= v v) + oW, w) — i, w) +ip(w,v)

= Y +iw',v+iw,).

14.28 Lemma

Sei @ eine symmetrische Bilinearform auf dem reellen Vektorraum V und ¢ die hermitesche

Fortsetzung auf V. Dann ist ¢ genau dann positiv definit, wenn 9 es ist.

Beweis

Sei ¢ positiv definit. Dann ist wegen (v, v) = (v +1i0,v +40) > 0 fiir alle 0 # v € V auch ¢
positiv definit. Sei nun ¢ positiv definit und 0 # v +iw € Vg, d.h. v # 0 = ¢(v,v) > 0 oder
w # 0 = p(w,w) > 0. Dann gilt Y (v+iw, v+iw) = p(v,v)+e(w,w)+ip(w,v)—ie(v,w) =
e(v,v) + p(w, w) +ipv,w) —ipv,w) =@, v) +p(w,w) > 0.

14.29 Satz (Ungleichung von Cauchy-Schwarz)

Sei V' ein euklidischer oder unitédrer Vektorraum mit Skalarprodukt V x V' — K. Dann gilt

lvw| < |v| - |w| fiir alle v,w € V.
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Beweis

Das Skalarprodukt ¢ eines euklidischen Vektorraums V' sei auf die positiv definite hermitesche
Form ¢ : Vg x Vg — C fortgesetzt. Dann gilt fir v,w € V stets |vw| = |p(v,w)| =
[0 (v, w)| und /¥ (v,v) = \/p(v,v) = |v| sowie /P(w,w) = \/(w, w) = |w|. Damit folgt die
Ungleichung fiir euklidische Rdume aus der Ungleichung fiir unitdre Raume.

Sei also 0.B.d.A. V unitdr mit Skalarprodukt . Fiir w = 0 ist die Aussage trivial, d.h. man
betrachtet 0 # w € V <= ¢ (w,w) > 0. Da 1 positiv definit ist, folgt fir A € C stets

0 < (v —Aw,v—Iw) =(v,v) — Ap(w,v) — Xp(v,w) + AN (w, w).

Fir A = % folgt wegen ¢ (w,w) € R <= ¢(w,w) = ¢(w,w) dann

~  [(Yw)\  Y,w)  P(w,v)
A= (@Zz(w,w)) Y(w,w)  Ylw,w)

Insgesamt erhélt man also

0 S 1/)(1}, U) - % Q/J(U), U) - ;/1((:5::;)) 1/)(7}, U}) + 'Z[{}(('ZZZZ)) ’(/J(U), U)
= P(o,0) — 22 )

Die Multiplikation mit ¢ (w,w) > 0 liefert schlielich

0 S @ZJ(U, U) Q/J(’LU, ’LU) - ¢(w7 U) w(va ’LU)
= ¢<U7 U) w(w7 w) - ¢<U7 w) Q/J(Ua w)

= [ [w]* = Jow]?

und es folgt die Behauptung.

Bemerkung

Die Vektoren v,w € V eines euklidischen oder unitdren Raumes sind genau dann linear

abhéngig, wenn |vw| = |v| |w| gilt.
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Beweis
Sei v = Aw. Dann gilt

ow* = (vw)(Ew) = (vw)(wv)

= (v(w))(wv) = X(vv)(wo)

= () A(wv) = (vo)(w(\v))
= ()(ww) = |v[|w].
Nun sei |[vw| = |v||w|. Da fir w = 0 die Vektoren v und w stets linear abhingig sind,

untersuchen wir w # 0 <= ww # 0. Dann folgt (v — Aw)(v — Aw) = 0 fiir A = 2% analog zu
Satz 14.29, also v — Aw = 0 <= v = \w.

14.30 Korollar

Fir Ty 3Ty Y1y - - -5 Yn eR gllt stets (Z"L‘Zyz)2 S (fo)(z y?)
i=1

i=1 i=1
Beweis

Sei durch ¢ : (v,w) € R" x R" — v'w € R das Standardskalarprodukt auf R™ definiert. Sei

weiter
€ Y1

V= : und w =
Iy Yn

Wegen viw € R ist nun |[v'w]? = (v'w)?. Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt dann

insgesamt, (3 ziy;)* = (v'w)* = [v'w]* = [@(v, w)]* < (v, v) p(w, w) = (3 x?)(; vi)-

=1 i=1
14.31 Satz

Sei V' ein euklidischer oder unitdrer Raum. Fiir das Skalarprodukt und v,w € V sowie A € K

gilt stets
1. [positive Definitheit] [v| > 0 mit |[v| =0< v =0
2. [Homogenitét] |Av| = || |v| mit [A|?> = A, also insbesondere |v| = | — v| = |iv]

3. [Dreiecksungleichung] |v 4+ w| < |v| 4 |w| mit |v + w| = |v| + |w| <= v = 0 oder w = pw
fir0<pelR
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Beweis
Es sei 0.B.d.A. V unitédr. Dann folgen die Aussagen fiir euklidische Rdume unmittelbar aus
der Betrachtung ihrer komplexen Fortsetzung.
1 Die Behauptung ist dquivalent zu der Definition der positiven Definitheit des Skalaprodukts.
2 Bs gilt [Mv]? = (Av) (M) = A X (vv) = |A]? [v]? und die Aussage folgt.
3 Fiir eine komplexe Zahl z = a +ib € Z gilt 2+ Z = a+ib+ a — ib = 2a = 2Re(2)
und Re(z) = a < Va? +b? = |z|. Daher folgt die Behauptung mit der Ungleichung von
Cauchy-Schwarz aus
() Jv+w? = (v+w)(v+w) = WU+ W + VW + ww

= w+ow+vw+ww = [v*+2Re(vw) + |w|?

< ol 2wl + lwP < o 4 2] fw] + w]?

= (Jvl +[w])*.

Fiir v = 0 erhélt man |v + w| = |0 + w| = |w| = 0| + |w| = |v| + |w| und fir w = pv mit
0 < peRfolgt [v+w| = [v+pv] = [+ pv] =[1+pllv] =0+ p) ] =lo|+p =
ol + |ul o] = ol + |po] = [o] + |w].

Es gelte nun |v + w| = |v| + |w|. Mit (%) erhélt man dann Re(vw) = |ow| und |vw| = |v||w].
Fiir 2 = a+ib € C gilt dabei a = Re(2) = 2| = Va2 + 02 =a >0 AN b=0= 2z =a € R,
d.h. vw € R. Weiter sind v und w wegen |vw| = |v| |w| nach Cauchy-Schwarz linear abhéingig.

Dann folgt insgesamt entweder v = 0 oder w = pv = 1 |v|* = 1 (vv) = v(pww) = vw > 0 =
p = 0.

Bemerkung

Aus der Dreiecksungleichung folgt sofort ||v] — [w|| < v — w].

Beweis
Es gilt [v] = v —w+w| < |v—w|+ |w| = |v]| — |w| < |v—w| und |w| = |w —v+v| <

w—v|+v] = | = (w=v)[+]v] = [v-w|+|v] = =(Jv] = [w]) = [w] = [v] < |v—-w]|. Insgesamt

folgt die Behauptung.
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14.32 Definition

Ein Element v eines euklidischen oder unitdren Raums heift normiert, falls |[v| = 1 gilt.

Bemerkung

Fiir einen beliebigen Vektor v # 0 ist dabei ﬁv wegen \ﬁv\ = ]‘71‘| lv| = ﬁ |v| = 1 stets

normiert.

14.33 Definition

Seien v, w # 0 Elemente eines euklidischen Raums. Dann definiert cos ¢ = ‘;"ﬁ den Zwischen-

winkel ¢ von v und w. In einem euklidischen oder unitdren Raum heiflen v und w senkrecht

oder orthogonal, falls vw = 0 gilt. In diesem Fall schreibt man auch v 1 w.

Bemerkung
Fiir Elemente eines euklidischen Raums gilt vw € R, also |vw| = vw oder |vw| = —vw. Mit
lvw| < |v] |w| folgt —1 < % < 1, d.h. cosp = 2 ist wohldefiniert.

vl |w]

o] |w]

14.34 Definition

Sei V' ein euklidischer oder unitdrer Raum und 0 ¢ M C V eine Teilmenge. Dann heifit
M ein Orthogonalsystem, falls je zwei verschiedene Elemente aus M orthogonal sind. Gilt
zusétzlich |v] = 1 fiir alle v € M, so heit M ein Orthonormalsystem. Ist eine Basis ein
Orthogonal- bzw. ein Orthonormalsystem, so nennt man diese Basis eine Orthogonal- bzw.

eine Orthonormalbasis.

14.35 Satz

Orthogonalsysteme sind linear unabhéngig.

Beweis

Wir zeigen, dass jeweils endlich viele Elemente eines Orthogonalsystems linear unabhéngig

sind. Seien also v; # 0 fiir 1 < i < n paarweise orthogonal und > a;v; = 0 fiir a; € K. Fiir
i=1
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1 <5 <n folgt

mit |v;| # 0, also a; = 0.

14.36 Satz

Jeder euklidische oder unitare Raum V endlicher Dimension besitzt eine Orthonormalbasis
n

V1, ..., U,. Fir jeden Vektor v € V gilt dann v = > (vv;)v;.
i=1

Beweis

Wir beweisen die Aussage fiir euklidische Rdume mit Hilfe des Tragheitssatz von Sylvester. Da
dieser Satz entsprechend fiir hermitesche Matrizen gilt, folgt damit die Behauptung fiir unitére

Réume analog. Sei also V' ein euklidischer Raum mit einem Skalarprodukt ¢ und dimV = n.

Dann ist ¢ insbesondere eine symmetrische Bilinearform und wird daher durch eine symme-

trische Matrix C' € M,,»,,(R) dargestellt. Diese ist nach Satz 14.13 kongruent zu einer Matrix

1

D = € Mnxn(R)a

0

d.h. ¢ wird bzgl. einer Basis vy,...,v, durch D beschrieben. Da ¢ positiv definit ist, gilt

D =1, und vy,...,v, ist eine Orthonormalbasis.

n
Fiir einen Vektor v € V mit v = ) a;v; gilt dann
i=1

n n

VU = (Z a;v;)v; = Z%’(Uﬂ}j) = a;(vjv;) = a;|v;|* = a;
i=1 i=1
n

fir 1 < j < n. Daher folgt v = > (vv;)v;.
i=1

60



14.37 Satz (Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt)

Sei V' ein euklidischer oder unitdrer Raum endlicher Dimension. Dann lésst sich jedes Ortho-

normalsystem zu einer Orthonormalbasis fortsetzen.

Beweis
Sei vy, ..., v, ein Orthonormalsystem. Dann sind vy, . .., v,, nach Satz 14.35 linear unabhéngig
und lassen sich daher zu einer Basis vy, ..., U, Va1, - - -, Uy, von V fortsetzen. Fiir0 < k£ <n—1
setzt man .
Vk+1 — Zl(vkﬂez)ei
i=
Ck+1 = A
|Vkt1 — ;(Uk+1€i)ei|
Offenbar ist dabei e; wegen |v1| = 1 = e; = v; wohldefiniert mit (e;) = (v;). Seien nun
€1,...,e5 mit {ey,...,ez) = (vq1,...v5) fir ein n < n wohldefiniert. Mit i(vﬁﬂei)ei €
(e1,...,e5) = (v1,...v5) und vz1 & (v1,...v5) folgt dann -

n

0 # Vg1 — Z(Uﬁ+1€i)ei € (V1. .. Viiq1)-

=1

Daher ist e;,; wohldefiniert mit ez 1 € (v, ...v541). Andererseits gilt

n n

Vg1 = |V — Z(Uﬁ+1ei)ei| “ €1t Z(Uﬁ+1€i)ei € (e1,. .-, Ert1)-
i=1 i=1
Insgesamt erhélt man also (ey,...,em41) = (v1,...,vs41). Durch vollstandige Induktion zeigt

sich somit, dass e fiir 0 < k <n — 1 wohldefiniert ist.

Fir 1 <i <m < m gilt nun vg4v; = 0 und |vm4q| = 1. Mit e; = v; fiir 1 < j < m folgt dann

m m

Vi1 — ) (Ving1€)€; Vi1 — D (Vi 10) Vs
P i=1 _ i=1 _ Um41 v
m+1 — m - m - "Ufh+1| — Um+1
vt — 2o (el [vme — 20 (Vatavi)vil

i=1 i=1
und durch vollsténdige Induktion erhélt man e; = v; fiir 1 < j < m.

Zuletzt gilt fiir 1 < i < n stets |e;] = 1 — also auch e; # 0. Daher bildet eq,..., e, nach
Definition 14.34 und Satz 14.35 genau dann eine Orthonormalbasis, wenn e;e; = 0 fiir 1 <
1,7 <mnund i # j gilt. Dazu weisen wir durch vollstdndige Induktion nach, dass die Vektoren

e, ... e, fiir 1 <k <n orthogonal sind. Fiir k& = 1 ist die Aussage trivial. Sei nun e;e; = 0 fiir

k
1 <4, <kundi# j. Dann folgt > (vit1e:)(€iej) = (vir1ej)(eje;) = (vit1€)) €| = (vit1€))
i=1
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und damit
k k

Ukt — 2 (Ukg1€)€; Uki1€5 — > (vki1€:)(ei€;)
i=1 =1
Cr+1€j = p ej = - =0.
Vg1 — D (Vks1€i)eq] V1 — D (Vkr1€s)ei

=1 =1

Beispiel

. [Winkel zwischen Vektoren] Man betrachte den Vektorraum V = {f : [0,1] — R | f
stetig} iiber R und die Abbildung ¢(f, g) fo x)dx. Aus den elementaren Ei-
genschaften der Integralrechnung folgen fiir ¢ sofort Blhnearltat und Symmetrie. Weiter
gilt fiir 0 # f € V stets f2( ) > 0 und es existiert ein z € [0,1] mit f?(x) > 0. Da nun
f stetig ist, folgt damit ¢ fo f?(x)dx > 0 und ¢ ist positiv definit.

Der Winkel zwischen f:z+— 1€V und g: x —— z € V ist dann durch

olfg)  _ Jywdx V3
velf, f)v/elg,9) \/f011dx\/f01x2dx 2

cosa =

gegeben.

2. [Orthonormalisierung] Die Menge V = {f :z+— ax +b| a,b € R} ist bzgl. p(f,g9) =
fo x)dx ein euklidischer Raum. Dabei ist {1, 2} eine Basis von V' und {1} wegen
112 = gp(l, 1) = fo 1dx = 1 ein Orthonormalsystem.

Wir setzen nun {1} zu einer Orthonormalbasis {e, e2} von V fort. Dazu sei e; = 1 und

x—p(r,1)-1 B x—%

v —¢(z,1) 1] |o— 4]
mit [z — 3| fo r— 1) dx = [%(m—%)‘g]é:12,alsoeg—2\/_x—\/_

[

3. [Orthogonalsystem in unitirem Raum] Sei der unitire Raum V = {f : R — C | f
periodisch iiber 27 und f stetig in x # 27k fir k € Z} mit dem Skalarprodukt ¢(f, g) =

0% f(z) g(x)dx gegeben. Dabei hat V' keine endliche Dimension.

Fiir k € 7Z setzt man fi(z) = e mit i2 = —1. Mit k # [ gilt dann ¥(fy, fi) =
JoT et el dx = [T etk eile dx = [T i dx = [<0]0" = 0. Daher bildet { f; |
k € Z} ein Orthogonalsystem. Jedoch ist { fr | k € Z} keine Basis von V.

14.38 Definition

Sei V' ein euklidischer oder unitdrer Raum. Die Teilmengen M C V und N C V heiflen
orthogonal, falls fiir alle m € M und n € N stets m L n gilt. Man schreibt dann M L N.
Dabei verwendet man statt {v} L M die Bezeichnung v L M. Fiir die Teilmenge M C V
wird M+ = {v € V | v L M} das orthogonale Komplement genannt.
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Bemerkung

Sei M C V Teilmenge eines euklidischen oder unitiren Raums V. Dann gilt 0 € M~ also
M~ # (). Seien nun v,w € M+, d.h. es gilt vm = 0 und wm = 0 fiir alle m € M. Es folgt
(Av+pw)m = Avm)+pu(wm) = 0, also Ao+ pw € M. Insgesamt ist also M=+ ein Unterraum.

14.39 Lemma
Fiir Teilmengen M C V und N C V eines euklidischen oder unitdren Raums gilt

1. MCN= N+t cCc M+
2. M+ = (M)*

3. M LN < (M) L(N)

Beweis

1 Sei M C N und v € N*. Dann gilt mit v L. N insbesondere v 1. M, also v € M+*.

2 Nach 1 gilt wegen M C (M) zuniichst (M)+ C M*. Andererseits ist jeder Vektor w € (M)
eine Linearkombination w = Y \;m; fiir m; € M. Mit v € M+ folgt dann vw = v(>_ \im;) =
S\ (vm;) =0, also v € (M)*. Daher folgt insgesamt M+ = (M)*.

3Sei M L N,dh. M C N*t. Nach 2 gilt dann M C (N)+, also M L (N). Damit folgt
analog (N) C M+ = (M)* = (N) L (M). Es gelte nun andererseits (M) L (N). Dann folgt
M C (M) C(N)t = M 1 (N) und damit N C (N) C M+ = N 1 M.

14.40 Satz

Sei V ein euklidischer oder unitarer Raum endlicher Dimension und U ein Unterraum von V.

Dann gilt

1. V=UagUt

2. (UHt=U

Beweis

1 Sei vy,...,v, eine Orthonormalbasis von U. Mit Satz 14.37 ergdnze man v, ..., v, zu

einer Orthonormalbasis vy, ..., Um, Unit, ..., 0, von V. Fir W = (vy41,...,0,) gilt dann
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V = U+ W. Da nun vy,...,v, inshesondere ein Orthogonalsystem ist, gilt {vy,..., v} L
{Vms1,---,0} und nach Lemma 14.39 folgt U 1L W. Damit erhilt man W C U*, also
V = U + U*. Aus der positiven Definitheit des Skalarprodukts folgt nun die Behauptung
mitu e UNULt = uu=0=u=0= UNUL = {0}.

2 Nach 1 gilt V = U & U+ sowie V = U+ @ (U+)* und es folgt dimU + dim U+ = dimV =
dim U+ + dim(U+)* = dimU = dim(U*)*. Damit folgt die Behauptung aus U L U+ =
UC (UL

15 Adjungierte und normale Endomorphismen

Bemerkung

In diesem Kapitel sei V' stets ein euklidischer oder unitédrer Raum.

Beispiel

Sei V = R" versehen mit dem Standardskalarprodukt vw = v'w. Wir suchen nun Endo-
morphismen, die Kongruenzabbildungen sind und Lénge sowie Winkel erhalten. Insbesondere

muss fiir eine solche Abbildung a € End(V') gelten
(%) Vywey a(v)a(w) = vw,

denn dann ist etwa |v| = |a(v)|. Sei nun a durch A € M, (R) dargestellt, d.h. es ist a(v) =
Aw. Die Bedingung (*) besagt dann

V(A" A)w = (Av)'(Aw) = a(v) a(w) = a(v)a(w) = vw = v'w

und daher v'(1,, — A*A)w = 0. Setzt man in dieses Matrixprodukt fiir v und w die Standard-
basisvektoren ein, so erhilt man 1,, — A'A = 0 und damit 1,, = A'A. Insbesondere gilt also

AtA = AA"

15.1 Definition

Sei a € End(V). Dann heiBt o* € End(V) mit a(v)w = va*(w) fir alle v,w € V zu «

adjungiert.
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Beispiel / Bemerkung

Sei V' = C" mit dem Standardskalarprodukt vw = v'w und a(v) = Av fir A € M, «,(C).

Dann wird o wegen

(%) U(Zt w) = v’ (ﬁt w) = v (A'w) = (VAW = (Av)' W = a(v)'w = a(v)w

durch A* = A" beschrieben. Dabei werden in (%) die Eigenschaften von Matrixprodukt und

Skalarprodukt verwendet, wobei natiirlich nur das Matrixprodukt assoziativ ist.

15.2 Satz

Zu jedem « € End(V) existiert hochstens ein adjungierter Endomorphismus o*. Fiir dim V' <

oo gibt es stets eine Adjungierte von a.

Beweis

[Eindeutigkeit] Seien a* und  zu « adjungiert und sei v = o* — . Es folgt 0 = a(v)w —
a(v)w = var(w) — vB(w) = v(a*(w) — B(w)) = vy(w) und fiir v = y(w) erhilt man daher
0 = y(w)y(w) = |y(w)]? = a*(w) — B(w) = y(w) = 0 = a*(w) = f(w) fiir alle w € V.

[Existenz] Sei e1, . .., €, eine Orthonormalbasis von V und sei o*(w) = Y (wa(e;))e;. Mit den
i=1
Eigenschaften des Skalarprodukts folgt nun

n

(v +w)ale;))e; = Y (va(e;) +wa(e;))e;

=1

-

s
Il
—

af(v+w) =

(va(e;))e; + Zil (wale))e; = a(v) +a*(w)

I

s
I
—

und

n n n

af(Aw) = Z (Aw)ae;))e; = Zk(wa(ei))ei = )\Z (wale;))e; = Ao (w),

i=1 i=1 i=1
also a* € End(V). Es bleibt zu zeigen, dass o* zu a adjungiert ist. Da nach Satz 14.36 nun
v =Y (ve;)e; fiir alle v € V gilt, folgt

i=1

av)w = a(Z(vei)ei)w = (i(vei)a(ei))w
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15.3 Satz

Sei a* die Adjungierte von o € End(V'). Dann existiert o = (o*)* mit o™ = .

Beweis

Fiir alle v,w € V gilt o*(v)w = wa*(v) = a(w)v = va(w), d.h. ™ (w) = a(w).

15.4 Satz
Seien o und §* die Adjungierten von o und . Dann existiert (a3)* mit (af)* = *a*.
Beweis

Es gilt af(v)w = a(B(v))w = Bv)a* (w) = vf* (a*(w)) = v a*(w).

15.5 Satz

Sei o* die Adjungierte von a € End(V). Dann gilt Kern o* = (Bild a)* und fiir dimV < oo
ist V' = Bild a @ Kern a* = Bild a* & Kern a.

Beweis

Es gilt w € Kerna* <= a*(w) = 0 und damit va*(w) = v0 = 0(vv) = O(vv) = 0 fiir alle

v € V. Umgekehrt gilt va*(w) =0V v € V = |o*(w)|* = o*(w)a*(w) = 0 = o*(w) =
0 = w € Kerna*. Man erhilt also w € Kerna* <= a(v)w = va*(w) =0V v € V <=
uw =0V u € Bilda <= v € (Bilda)* und daher Kerna* = (Bild a)*.

Mit dim V' < oo folgt nach Satz 14.40 nun V' = Bild a®(Bild )+ = Bild a®Kern o* und wegen
a** = « ergibt sich analog V = Bild o* @ (Bild o*)* = Bild o* @ Kern o** = Bild o* @ Kern a.

15.6 Definition

Sei a* die Adjungierte von o € End(V'). Dann heifit « normal, falls aa* = a*« gilt.
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15.7 Lemma

Ein Endomorphismus « € End(V) mit Adjungierter o* ist genau dann normal, wenn
a*(v)a*(w) = a(v)a(w) fir alle v,w € V gilt.

Beweis

Sei zunéchst o normal. Dann gilt

d.h. U((a*a - aa*)(w)) = va*(a(w)) — va(a*(w)) = 0. Fir v = (o' — aa*)(w) erhélt man
|(a* v — ar® = ((a*a—aa®)(w)) ((a*a — aa*)(w)) = 0 = (a*a — aa*)(w) = 0. Daher

gilt a*a(w )—aa (w) fiir alle w € V, d.h. aa* = a*a.

15.8 Satz

Sei a € End(V) normal. Dann gilt

1. Ist v ein Eigenvektor von a mit Eigenwert A, so ist v ein Eigenvektor von a* mit Eigen-

wert \.

2. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Beweis

1 Sei v ein Eigenvektor von « mit Eigenwert A\. Dann gilt 0 = a(v) — Av und daher 0 =
la(v) — Av]? = (a(v) — M) (a(v) — M) = a(v)a(v) — A(va(v)) — A (a(v)v) + A X (vv). Nach
Satz 15.3 und Lemma 15.7 folgt damit

d.h. a*(v) = Av =0 = a*(v) = \v.
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2 Seien v € V und w € V Eigenvektoren von a mit den Eigenwerten A und p. Dann gilt

Avw) = (Av)w = a(v)w = va*(w) = v(w) = p(vw) und man erhalt
(A — 1) (vw) = A(ww) — pa(ow) = 0.

Fiir A # pu gilt daher vw = 0 und es folgt die Behauptung.

15.9 Satz

1. Fir @ € End(V) sei @ = a*. Dann sind die Eigenwerte von « reell.

2. Die Eigenwerte einer symmetrischen Matrix A € M, ,(R) bzw. einer hermiteschen
Matrix A € M,,«,(C) sind reell.

Beweis

1 Ist V euklidsch, so betrachte man V. Sei also 0.B.d.A. V' ein unitdrer Raum und v ein
Eigenvektor von « mit Eigenwert A. Nach Satz 15.8 ist dann v ein Eigenvektor von o* mit
Eigenwert \, d.h. v = a(v) = a*(v) = Av. Damit gilt A\ = X\ = XA € R.

2 Wir betrachten die symmetrische Matrix A € M, «,(R), da die Aussage fiir hermitesche
Matrizen analog gilt. Dann folgt mit dem Stanardskalarprodukt

(Av)w = (Av)'w = (V' ANw = (V' A)w = v'(Aw) = v(Aw)

und daher a = o fiir « : v — Awv. Da nach 1 die Eigenwerte von « reell sind, folgt die

Behauptung.

15.10 Lemma

Sei a € End(V) normal mit dim V' < oo und sei U ein a-invarianter Unterraum von V.

1. Dann ist U~ ein a*-invarianter Unterraum.

2. Ist auch U+ a-invariant, so ist U a*-invariant mit (a|y)* = o*|y. Insbesondere ist dann

aly normal.

Beweis

1 Sei w € U+, d.h. uw = 0 fiir alle w € U. Da U a-invariant ist, gilt insbesondere 0 = a(u)w =

ua*(w) ¥V u € U und daher o*(w) € U*. Also ist UL a*-invariant.
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2 Sei nun U+ auch a-invariant. Nach 1 und wegen U+t = U ist dann U «o*-invariant. Fiir
u,v € U folgt damit a|y(u)v = a(u)v = va*(v) = ua*|y(v), d.h. (aly)* = a*|y. Da zuletzt
o normal ist, folgt fiir alle u € U stets ol (| (u)) = a(a(u) = o (a(u) = |y (a|v(u))

und daher a|y o o*|y = o*|y o aly.

15.11 Lemma

Sei a € End(V') normal mit dim V' < oo und sei v ein Eigenvektor von . Dann ist W = {v}+

ein a-invarianter Unterraum. Weiter ist |y normal.

Beweis

Nach Lemma 14.39 gilt zunéchst W = {v}+ = (v)*. Sei nun A der Eigenwert von v, d.h. nach
Satz 15.8 gilt a*(v) = Av. Daher ist (v) ein a*-invarianter Unterraum und mit Lemma 15.10
ist (v)+ a**-invariant. Wegen o** = o und (v)* = W folgt damit die Behauptung. Weiter ist
W+ wegen W+ = (v)++ = (v) und a(v) = \v auch a-invariant. Nach Lemma 15.10 ist damit

a|w normal.

Bemerkung

Sei vy, ..., v, eine Orthonormalbasis von V, d.h. v;v; = 1 und v;v; = 0 fiir ¢ # j. In diesem

Fall schreibt man v;v; = 0;;.

15.12 Satz (Spektralsatz fiir unitire Riume)

Sei V' ein unitdrer Raum endlicher Dimension und sei o« € End(V'). Dann ist a genau dann

normal, wenn eine Orthonormalbasis aus Figenvektoren von « existiert.

Beweis

Es existiere zunéchst eine Orthonormalbasis vy, ..., v, von V aus Eigenvektoren von «, d.h.

a(v;)) = Ny; fir 1 < ¢ < nund A; € C. Nach 15.2 existiert nun wegen dimV < oo ein

adjungierter Endomorphismus o* € End(V'). Sei dann a*(v;) = > pjpvy fiir 1 < j < n und
k=1
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ik € C. Es folgt

Aidi; = Ai(vivy) = (Awi)v;
= a(v)v; = v (vy)
= vi(> wwvr) = Y Tk (vivk)
k=1 k=1
= SwEde = T
k=1

fiir 1 <4 < n und daher p; = \; sowie pi; = 0 mit i # j. Man erhélt also o*(v;) = Y pirvy =
k=1
\; v; und somit

ala*(v) = ahv) = Nalv) = N (\y)
= (/\_z )\i)vi = (/\i /\_z)vz = /\i()\i Ui)
= Na*(v;) = of(\Ny) = o (a(vi)).

Fiir jeden Vektoren v € V mit v = ) a,;v; folgt nun
i=1

oz(oz*(v)) = Oé(a*(i:f:laivi)) = ;ai@(@*@i))
- Luon) = wl(Ean) - o (6),

d.h. « ist normal.

Nun sei « sei normal. Dabei ist C algebraisch abgeschlossen, d.h. das charakteristische Polynom
von « hat stets komplexe Nullstellen. Somit hat « hat stets Eigenvektoren mit komplexen
Eigenwerten. Die Aussage beweisen wir damit durch vollstandige Induktion {iber dim V. Dabei

ist fiir dim V' = 1 jeder normierte Eigenvektor ein Basis der gesuchten Art.

Man betrachte nun den normierten Eigenvektor v von a.. Nach Lemma 15.11 ist dann U = {v}+
ein a-invarianter Unterraum von V' und «|y ist ein normaler Endomorphismus. Mit Lemma
14.39 und Satz 14.40 gilt V = (v) ®U und daher dim U = dim V' —1. Nach Induktionsannahme
existiert nun eine Orthonormalbasis vy, ..., v, von U aus Eigenvektoren von «|y. Dabei sind

Vg, ..., U, insbesondere Eigenvektoren von a.

Die Vektoren v, vs, . . ., v, sind also insgesamt normierte Eigenvektoren. Nach Satz 14.35 bleibt
daher zu zeigen, dass v, vs, ..., v, ein Orthogonalsystem ist. Da dies eine Menge von Eigen-

vektoren ist, gilt zuerst 0 & {v,vs, ..., v,}. Weiter ist vy, ..., v, ein Orthogonalsystem und es
gilt v € (v) = (v)* = ({u}H)t = UL,
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15.13 Lemma

Sei V' ein euklidischer Vektorraum sowie av € End (V') normal und sei & die komplexe Fortset-

zung von «. Dann gilt:

—

1. o =a*

2. « ist normal
Sei weiter v = vy + V9 mit vy, v, € V ein Eigenvektor von & mit Eigenwert A € R. Dann gilt:

3. U = vy — iv, ist ein Eigenvektor von @ mit Eigenwert A
4. v und v sind orthogonal

5. U ist genau dann normiert, wenn v normiert ist

Beweis

1 Nach Lemma 14.26 gilt a(v; + va) = a(vy) +ia(vy) und o (wy + dwy) = a*(wy) 4 ia* (wy).
Es folgt
a(vr +ivo)(wy + iws) = (a(vy) +ia(vs))(wy + iws)
= a(v))w; + i(a(UQ)wl) — i(a(vl)wg) + a(vg)wy
= wa(w) +i(vea*(wr)) —i(via*(ws)) 4 vaa*(wy)
= (v1 + va) (o (w1) + ia* (w2))
= (1 + ivg) o (wy + dws)
und damit &* = a*.

2 Es gilt

a(@ (v +iv)) = alar(vr) +ia*(v2))
(@"(v)) +ia(a(ve))
= a*(a(v)) +ia* (a(v))

o~

= o*(a(v) +ic(vs)) = 55(&(01 + ivy))

=

fiir alle v, v5 € V, d.h. @0 a&* = o* o @. Nach 1 folgt nun die Behauptung.
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3 Sei a(vy + ivg) = A(vy + 1vg) fiir A = A\ + iAg mit Ay, Ay € R. Es folgt
Oz(Ul) + ioz(vg) = &(vl -+ ivz) = ()\1 + i)\g)(’Ul + Z"UQ) = ()\1’01 — )\QUQ) + i()\lvg + )\Q’Ul).

Da die Darstellung in V¢ eindeutig ist, erhdlt man a(vy) = A\jv; —Agvg und a(vg) = Ajvg+Agv;.
Daher gilt

d.h. a(v) = Aw.

4 Da A € R ein echt komplexer Eigenwert ist, folgt A # A. Nach Satz 15.8 sind dann v und ©

orthogonal.
5 Es gilt zunéchst
|6\2 = (v] —ivy) (v — ivg) = V11 — i(vavy) + (T01) + Vavs.

Wegen vy, vy € V gilt nun vev; € R und daher v0; = wvovy, d.h. [0]* = viv; + vovy. Analog
folgt

|U|2 = (v1 + 109)(vy + iv2) = vivy + P(vav1) — i(TaU7) + Vv = VU] + VoUy

und man erhélt insgesamt |0| = |v|. Damit folgt die Behauptung.

15.14 Satz (Spektralsatz fiir euklidische Riume)

Sei V' ein euklidischer Vektorraum endlicher Dimension und o € End(V') normal. Dann besitzt

V' eine Orthonormalbasis bzgl. der « fiir A;, a;,b; € R durch die Matrix

A

_b’r Qr

beschrieben wird.

Beweis

Wir beweisen die Aussage durch vollstandige Induktion iiber dim V. Fiir dim V' = 1 gilt dabei
V = (v) mit a(v) = Ao fiir ein A € R. Dann bildet 7o €ine Orthonormalbasis bzgl. der o durch
(\) beschrieben wird.
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Nun unterscheiden wir zwei Félle. Sei zuerst A ein reeller Eigenwert von a mit normiertem
Eigenvektor v. Nach Lemma 14.39 sowie Satz 14.40 gilt nun V = (v) @ {v}+ und nach Lemma
15.11 ist {v}* a-invariant sowie o|(,)+ normal. Da weiter (v) offenbar o-invariant ist, wird a
durch eine Blockdiagonalmatrix der Darstellungsmatrizen von af,y und a1 beschrieben.
Dabei wird al,y durch (\) dargestellt. Mit V = (v) @ {v}+ gilt zudem dim{v}+ < dim V und
die Behauptung folgt durch Anwendung der Induktionsannahme auf {v}+.

Jetzt betrachten wir einen Endomorphismus o € End(V') ohne reelle Eigenwerte. Sei dann
A ein Eigenwert der komplexen Fortsetzung a von « mit Eigenvektor v = vy + ivy, d.h.
a(vy) +ia(vy) = a(vy + ivy) = Ay + iva) = (Avy) + i(Avg). Aus der Eindeutigkeit der
Darstellung in Vi folgt damit a(v;) = Av; und a(vy) = Ave. Da A also auch ein Eigenwert
von « ist, gilt A € R und nach Lemma 15.13 ist somit T = v; — v ein Eigenvektor von & mit

Eigenwert ).

Man setze wy = \%(U—{—’U) V2v; € V und wy = \[(U — ) = 2vy € V sowie U = (wy,w,).
Seien dabei v und ¥ 0.B.d.A. normiert, d.h. vv = 0 = 1. Da nach Lemma 15.13 nun nun

vo = vv = 0 gilt, erhélt man

1 _ 1
(7(1} + v)) (7

1
lwy|? = (U+@)):§(w+w+m+m):1.

Analog folgt

7 = qu—ﬂ LU—U zlvv—vﬁ—ﬂv vU) =
fuaf = (0 =) (5 (0 = 7)) = 51 +am)=1
und
wiwy = (—= ! (v+7))(—= ! (v—71)) = —(vv— V0 +Tv—VD) = 0.
V2 iv2 —2i
Fiir A = a + b mit a,b € R gilt weiter
alw)) = aw) = a(%(quﬁ))
= (@) +am) = M +A7)
= %((a—kzb)v—i—(a—@b)) = \%(a(v—i—@)—kib(v—@))

= a\%(v—l—ﬂ)—bﬁi(v—ﬁ) = aw; — bws

a(wz) = a(ws) = d(;5(v-7)
— 1-(a(v) - a(m)) — L (w-2D)
= #((a—l—zb)v—(a—zb}) = zf(a(v—v)+zb(v+v))



Insgesamt ist also U ein a-invarianter Unterraum und «|y wird bzgl. der Orthonormalbasis
a b
—b a

Nach Satz 15.2 existiert nun o* und nach Satz 15.8 ist dabei v bzw. ¥ ein Eigenvektor von a*

w1, we durch

beschrieben.

mit Eigenwert A bzw \. Es folgt

af(w)) = a(wy) = & (w) = @ (5 +0)
= (@) +a (@) = 5(Av+ A7)
= \/%((a —ib)v + (a4 b)v) = %(a(v + ) — ib(v — D))
- %(v%—v)—i—bﬁ(u—ﬁ) = aqw; + bwsy
und
af(wy) = a*(wy) = a*(ws) = @ (v 7))
- L@ -aw) — (=)
= 5(la—ibjv—(a+ib)v) = 5(a(v—7)—ib(v+7))
= azf(v—v)—bﬁi(v—ﬁ) = awy — bw;.
Daher ist U auch a*-invariant und nach Lemma 15.10 ist U+ wegen o** = « wieder a-

invariant. Da nach Satz 14.40 nun V = U @ U+ gilt, wird o durch eine Blockdiagonalmatrix

der Darstellungsmatrizen von a|y und o|y: beschrieben.

Da weiter U+ und U+ = U jeweils a-invariant sind, ist /. nach Lemma 15.10 normal. Die
Induktionsannahme liefert daher wegen V = U ® U+ = dim U+ < dim V eine Orthonormal-
basis w1, . . ., u, von UL, so dass a bzgl. w1, ws, U1, . . ., u, durch eine Matrix der verlangten Art
dargestellt wird. Mit {wy,wo} C U = U = (uy, ..., u,)t ist wy, wo, us, ..., u, schlieBlich

eine Orthonormalbasis.

15.15 Korollar

Sei V' ein euklidischer Vektorraum endlicher Dimension und o € End(V') selbstadjungiert, d.h.

o = a. Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von «.
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Beweis

Da a wegen o* = « insbesondere normal ist, existiert nach Satz 15.14 eine Orthonormalbasis
Uiy ooy Uy, W1, ..., we mit av;) = vy und a(w;) = ajw; — bjwjq sowie a(wji) = bjw; +

a;wiy fir 1 <i<mund 7 =1,3,...,r — 1 sowie \;,a;,b; € R.

Man betrachte nun 0.B.d.A. w; sowie wy und setze v = wy + iwy € V. Fiir die komplexe

Fortsetzung @ von « folgt
a(v) = a(wy) + ia(ws) = (awy — bwsy) + i(bwy + aws) = (a + bi)(wy + iws).

Daher ist v ein Eigenvektor von @ mit Eigenwert A = a + bi und nach Satz 15.8 ist v ein

Eigenvektor von a&* mit Eigenwert A = a — bi. Man erhilt also

—

(awy + bwy) + i(awy — bw;) = (a — bi)(wy + dwy) = Av = a*(v) = a*(v) = a*(w;) + ia*(ws)

und wegen der Eindeutigkeit der darstellung in V¢ folgt a*(w;) = aw; + bwsy sowie a*(wy) =
awy — bwy. Mit a = o ergibts sich schliellich b = 0 und w; sowie wy sind Eigenvektoren von

Q.

16 Orthogonale und unitire Endomorphismen

16.1 Definition

Sei V' ein euklidischer bzw. unitdrer Raum. Dann heit @ € End(V') orthogonal bzw. unitér,
falls a(v)a(w) = vw fiir alle v,w € V gilt. Dabei ist O(V) = {a € End(V) | o orthogonal}
bzw. U(V) = {a € End(V) | o unitér}.

Bemerkung

Die Bezeichnung ,,orthogonal® ist dabei etwas ungliicklich. Man betrachte etwa V' = R" mit
dem Standardskalarprodukt und o € End(V') definiert durch o(v) = Aw fir

Mit v'w = 0 folgt dann auch a(v)fa(w) = (Av)'(Aw) = (20)(2w) = 4(viw) = 0, aber fiir
viw # 0 ist a(v)ia(w) = 4(v'w) # v'w. Daher erhilt « die Orthogonalitéit der Vektoren und

ist dennoch nicht orthogonal.
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16.2 Lemma

1. Orthogonale und unitédre Endomorphismen sind stets injektiv.

2. Fir dimV < oo sind O(V') und U(V) Untergruppen von GL(V) = {a € End(V) | «

invertierbar}.

Beweis

1 Ausv € Kerna <= a(v) =0 und a € O(V) bzw. a € U(V) folgt 0 = a(v)a(v) = vv =

|v|> = v = 0. Daher ist Kern  trivial und o injektiv.

2 Sei nun dimV < oo und o € O(V) bzw. a € U(V). Nach 1 ist dann « injektiv und
im endlich-dimensionalen Fall sogar surjektiv, d.h. a € GL(V). Sei dabei a™! = 3. Da «
surjektiv ist, gibt es fir v,w € V auch v,w € V mit a(v) = v und a(w) = w. Es folgt
B(v)B(w) = B(a(v))B(a(w)) = 20 = a(v)a(w) = vw, dh. € O(V) bzw. § € U(V).
Weiter seien a, 8 € O(V) bzw. a, 8 € U(V). Dann gilt (a8)(v)(af)(w) = a(B(v))a(B(w))
B)B(w) = vw, d.h. af € O(V) bzw. aff € U(V). Wegen id(v) id(w) = vw — also O(V') # ()
bzw. U(V) # () — sind insgesamt O(V') und U(V') Untergruppen von GL(V).

16.3 Satz

Sei V' euklidisch oder unitiar mit o € End(V'). Dann sind dquivalent:

1. « ist orthogonal bzw. unitéar
2. aus |v| =1 folgt stets |a(v)| =1
3. fur alle v € V gilt |v] = |a(v)]

4. Bilder unter o von Orthonormalsystemen sind wieder Orthonormalsysteme

Beweis

1 = 2 Sei « orthogonal bzw. unitir und |v| = 1. Dann gilt auch 1 = |v]* = vv = a(v)a(v) =

la(v)|?, also |a(v)| = 1.

2 = 3 Fiir v = 0 ist die Aussage trivial. Sei also v # 0 und p = |v|. Dann gilt \iv| =1 und

damit nach Voraussetzung auch |%Lv| = |a(iv)|. Damit folgt

1 1 1 1 1
a)| = |a(p—v)| = jpa(=v)| = |p| |a(=v)| = |p| |—v| = |p —v| = |v|.
\()!\(M)ll (M)I|H(M)|IHM\!MIH
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3 = 1 Vorab gilt fiir eine komplexe Zahl a+ib = z € C allgemein z+% = (a+1ib)+ (a—ib) =
2a = 2Re(z) und weiter Re(—iz) = Re(—ia +b) = b = Im(z).

Seien nun u,v € V und A € K. Dann gilt
la(u+ M) = alu+ Iv)a(u+ \v)
= (a(u) + Xa(v)) (a(u) + A (v))
= a(uwa(u) + da)a(u) + Xa(u)a(v) + AN a(v)a(v)
= Ja(u)]* + Aa(v)a(u) + Ada(v)a(u) + A X |a(v)?

= Ja(u)* + 2Re (Aa(v)a(u)) + AN |a(v)]?

und analog |u + Av|? = |u|? + 2 Re(Mvu) + A X |v|?. Mit |v] = |a(v)] fiir alle v € V folgt nun
la(u+ M) = |u> + 2Re (Aa(v)a(u)) + AX|v]* und |u + Mv|? = |a(u + Av)[?. Damit erhéls
man Re(Avu) = Re (Aa(v)a(u)). Fir A = 1 folgt Re(vu) = Re (a(v)a(u)) und fir A = —i
folgt Im(vu) = Im (@ (v)a(u)). Daher ist vu = a(v)a(uw).

1 = 4 Sei nun U ein Orthonormalsystem und v,v € «(U) mit a(u) = v # v = a(u). Dann
gilt auch u # @. Es folgt v0 = a(u)a(uw) = uu =0 und |u| =1 = |v| = |a(u)| = 1.

4 = 2 Fiir alle v € V mit |[v| = 1 ist {v} ein Orthonormalsystem. Also ist auch {a(v)} ein
Orthonormalsystem, d.h. |a(v)| = 1.

16.4 Lemma

Sei V' euklidisch und o« € O(V'). Dann ist die komplexe Fortsetzung @ € End(V¢) von a unitér.

Beweis
Sei v + 1w € Vg mit v,w € V. Dann folgt
a(v+iw)a(v+iw) = (a(v)+ia(w))(a(v) + ia(w))
= a®)a) +ic(w)a(v) — ia(v)a(w) + a(w)a(w)
= vu+i(wv) —i(vw) + ww

= (v+iw)(v+iw).

Dabher gilt fiir alle v 4 iw € V¢ stets |a(v + iw)| = |v + dw| und nach Satz 16.3 ist @ unitér.
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16.5 Lemma

Sei V' euklidisch oder unitir mit dim V' < co und a € End(V'). Dann ist dquivalent:

1. =1

2. « ist orthogonal bzw. unitar

Beweis

1 = 2 Mit o*a =1 gilt vw = va* (a(w)) = a(v)a(w), d.h. a ist orthogonal bzw. unitér.

2 = 1 Firalle v, w € V gilt vw = a(v)a(w) = va* (a(w)), d.h. 0 = vw—va* (a(w)) = U<w—

a* (a(w))). Also folgt fiir alle w € V mit v = w — o ((w)) insbesondere |w — o*(a(w))|* =

<w - a*(a(w))) <w —a (a(w))) =0= w=0= w = a*(a(w)). Daher ist a*a = 1.
16.6 Definition

Eine Matrix A € M,,x,(R) bzw. A € M, +,(C) heifit orthogonal bzw. unitér, falls A*A =1
gilt. Dabei gilt fiir A € M,,,,(R) natiirlich A* = Al = A,

Bemerkung

Eine Matrix A € M4, (R) bzw. A € M,,,(C) ist genau dann orthogonal bzw. unitér, wenn
ihre Spalten bzgl. des Standardskalarprodukts ein Orthonormalsystem bilden.

Beweis

Sei A = (a;;) orthogonal bzw. unitdr und ey, ..., e, die Standardbasis. Dann gilt A*A = 1,
und daher (Ae;)t(Ae;) = el(AtA)e; = el(A*A)e; = ele; = ;5. Somit bilden die Spalten Ae;

von A ein Orthonormalsystem.

Seien nun ay, .. .,a, die Spalten der Matrix A = (a;;) mit

n
2 : JE— t —

Afeq (ij = (li Clj = (5”
k=1

Es folgt A" A = (0;;) = 1,, und daher

AA=AA=1,=1,.
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16.7 Lemma

Sei V' ein euklidischer oder unitérer Raum endlicher Dimension. Sei weiter A die darstellende
Matrix von a € End(V) bzgl. einer Orthonormalbasis. Dann ist « genau dann orthogonal

bzw. unitar, wenn A orthogonal bzw. unitéar ist.

Beweis

Sei dimV =n und ¢ : V — K" der Isomorphismus, der v € V' auf den Koordinatenvektor
bzgl. einer fixierten Orthonormalbasis vy, ..., v, abbildet. Ist dann o € End(V') bzgl. dieser
Basis durch A € M, «,(K) dargestellt, so gilt

p(a(v)) = Ap(v)

fiir alle v € V. Da das Skalarprodukt bzgl. einer Orthonormalbasis durch 1,, dargestellt wird,

gilt weiter

vw = ¢(v)! 7(w)

fiir alle v,w € V. Damit folgt nun

t JE

a(v)a(w) = p(a) p(aw)) = (Ap©))" Ap(w)) = p(v) (A A)p(w)

und man erhilt o orthogonal bzw. unitir <= ¢(v)! p(w) = vw = @(v) (At A)p(w). Mit der

Standardbasis eq, ..., e, von K" gilt nun insbesondere

bij = eie; = o(v;) ¢(vy) = p(v;) (A" A)p(v;) = el(A" A)ej = ayy

fir A'A = (a;;), dh. AYA = 1,. Andererseits gilt fir A’A = 1, offenbar p(v)' p(w) =
(V) (A* A)p(w). Insgesamt erhilt man also o orthogonal bzw. unitir <= A*A = At A =
1, =1,

Beispiel

Wir betrachten eine Drehung in der Ebene um den Winkel ¢.

A

“0) |
(- sic @ cos¥) (cos @ win @)
“1,0)
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Die durch die Bilder (cos,sinp) und (—sing,cosy) der Orthonormalbasisvektoren (1,0)
und (0, 1) beschriebene lineare Abbildung R* — R? besitzt die darstellende Matrix

= cosp —sing
sinp  cose ‘
Da die Spalten offenbar ein Orthonormalsystem bilden, ist die Matrix — und damit die Drehung

— orthogonal.

16.8 Satz

Sei V' ein euklidischer Raum endlicher Dimension und « € End(V') orthogonal. Dann wird o

bzgl. einer geeigneten Orthonormalbasis durch die Matrix

1

cos(py —sin

sinpy  cos

COS (. — Sin ;.

siny,  cos g,

beschrieben.

Beweis

Nach Lemma 16.5 gilt mit o € O(V') zuerst a*« = 1 und damit insbesondere a*a = aa*. Da

also a normal ist, existiert nach Satz 15.14 eine Orthonormalbasis bzgl. der a durch

A1
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beschrieben wird. Da aber nach Lemma 16.7 zudem A'A = 1,, gilt, folgt
fir 1 <7 <mund

Clj —bj CL]‘ bj 1
<b )( >:< —a+b=1
' Clj —bj (lj 1

fir 1 < j < r. Die verlangte Reihenfolge der \; erhédlt man dabei durch Vertauschung der

Basisvektoren. Weiter folgt |a;| < 1 und daher a; = cos; fiir ein ¢; € [—m, 7[. Somit gilt

b2=1-a2=1-cos’p; =sin’g;, d.h. b; = sinp, oder b; = —sin ¢;. Indem man eventuell
j j J ©j j ©j j ©j

@; durch —¢; ersetzt, erhélt man stets a; = cos ¢; und b; = —sin g;.

16.9 Satz

Sei V' ein euklidischer oder unitdrer Raum und o € End(V') orthogonal bzw. unitér. Ist dann

A ein Eigenwert von «, so gilt |A| = 1.

Beweis

Sei v € V ein Eigenvektor von a € End(V) zum Eigenwert A. Dann gilt [\ [v]? = A A\(vv) =
(Av)(A\v) = a(v)a(v) = vv = |[v]?. Da v ein Eigenvektor ist, gilt v # 0 <= |v]|? # 0 und es
folgt |\ =1<= |\ =1.

16.10 Definition

Zwei reelle bzw. komplexe Matrizen A und B heiflen orthogonal bzw. unitédr dhnlich, falls eine

orthogonale bzw. unitdre Matrix T" mit B = T* AT existiert.

Bemerkung

Seien A und B orthogonal bzw. unitér dhnlich mit B = T*AT. Dann sind A und B wegen
T*T =1, <= T* = T~ ! insbesondere #hnlich.

Bemerkung

Orthogonale bzw. unitire Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation.
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Beweis

[Reflexivitét] Fiir jede reelle bzw. komplexe Matrix A gilt A = 1,,Al,, = 1X Al,, mit 1*1,, = 1,,.

[Symmetrie] Sei B = T*AT mit T*T = 1,. Dann gilt auch 77" = 1, und weiter A =
T(T*AT)T* = TBT* = (T*)*B(T*) mit (T*)*(T*) = TT* = 1,.

[Transitivitdt] Sei B = T*AT und C' = S*BS. Es folgt C' = S*T*ATS = (T'S)*A(T'S) mit
(TS)*(TS) = S*T*TS = 1,,.
16.11 Satz (Hauptachsentransformation)

Jede reelle symmetrische bzw. komplexe hermitesche Matrix ist orthogonal bzw. unitér &hnlich

zu einer reellen Diagonalmatrix.

Beweis

Sei A € M, 5, (K) symmetrisch bzw. hermitesch und o : K" — K" definiert durch a(v) = Av.
Dann ist « bzgl. des Standardskalarprodukts wegen a(v)w = (Av)'w = v*(A' w) = v'(A*w) =

v (Aw) = va(w) selbstadjungiert und daher insbersondere normal.

Somit besitzt K™ nach Korollar 15.15 bzw. Satz 15.12 eine Orthonormalbasis vy, ..., v, aus
Eigenvektoren von o mit den Eigenwerten A, ..., \,, d.h. es gilt v!7; = §;; und a(v;) = \o;.

Dabei gilt nach Satz 15.9 fiir 1 < i < n stets \; € R.

Setze nun T' = (vq -+ v,) € My, (R). Dann gilt
AT = (Avy -+ Avy,) = (Ao1 -+ - \uy)
und mit v;' v; = vl Ty = §;; = & folgt

o1’ A
T*AT = | (Am Anvn>=

o7’ An
Analog erhélt man mit \; = 1 fiir alle 1 < i < n schliellich T*T = 1,,.
Beispiel

Manche Kegelschnitte in der Ebene sind Gleichungen der Form

az? 4+ bry + cy® = d.
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Dann gilt d = ax? + %bxy + %bxy + cy? und damit

0= (s w(; %j)(z):vtsv.

Da S symmetrisch ist, existiert nach Satz 16.11 eine orthogonale Matrix T mit S = T*DT fiir

D:<dl dQ).

Es folgt d = v'Sv = v'(T*DT)v = (Tv)!D(Tv). Dabei ist T invertierbar und damit v € R? —

w = Tw ein Isomorphismus. In den neuen Koordinaten erhalten wir dann d = w!Dw und mit

()

ist d = dym? + dyn?. Fiir d,d;,ds > 0 oder d,d;,dy < 0 ist dies die Gleichung einer Ellipse.

Dann beschreibt die durchgefiithrte Koordinatentransformation eine Kongruenzabbildung,

R |
=P

welche die Symmetrieachsen der Ellipse auf die Hauptachsen des Koordinatensystems abbildet.

16.12 Definition

Eine symmetrische bzw. hermitesche Matrix S € M, (K) heifit positiv definit, falls fiir alle
0 # v € K" stets v'.ST > 0 gilt.

16.13 Lemma

Eine symmetrische Bilinearform bzw. eine hermitesche Form ist genau dann positiv definit,

wenn eine — und damit alle — darstellende Matrix positiv definit ist.

Beweis

Sei V' ein reeller bzw. komplexer Vektorraum und die symmetrische Bilinearform bzw. hermi-
tesche Form ¢ : V X V +—— K durch S € M, «,(K) dargestellt. Da die Koordinatenabbildung
v € V +— a € K" bijektiv ist, folgt die Behauptung aus ¢(v,v) = o'S@a.
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16.14 Satz

Eine symmetrische bzw. hermitesche Matrix ist genau dann positiv definit, wenn ihre Eigen-

werte positiv sind.

Beweis

Sei S € M, x,(K) symmetrisch bzw. hermitesch. Nach Satz 16.11 existiert eine orthogonale

Matrix 7" und eine reelle Diagonalmatrix D mit S = T* DT'. Einerseits sind S und D kongruent

bzw. komplex kongruent und beschreiben daher die selbe symmetrische Bilinearform bzw.

hermitesche Form. Nach Lemma 16.13 ist daher S genau dann positiv definit, wenn D positiv

definit ist. Andererseits sind S und D &hnlich und besitzen daher die selben Eigenwerte.

Insgesamt ist die Aussage also nur fiir

An

zu zeigen. Sei zuerst D positiv definit. Dann gilt mit der Standardbasis ey,
Ai=e!De > 0. Sei nun \; > 0 fiir 1 <¢ <n und

T1
0#£v= : e K"

Tn

Dann gilt ; # 0 <= |x;|*> > 0 fiir ein 1 < j < n und es folgt
i1 i1

16.15 Satz (Polarzerlegung von Matrizen)

..., e insbesondere

Jede reelle bzw. komplexe invertierbare Matrix A hat eine eindeutige Darstellung A = BC

als Produkt einer symmetrischen bzw. hermiteschen positiv definiten Matrix B und einer

orthogonalen bzw. unitdren Matrix C'.

Beweis

Wir betrachten 0.B.d.A. die komplexe Matrix A € M, +,(C); der reelle Fall folgt analog.
Zunéchst untersuchen wir nun die Existenz der Darstellung A = BC. Da AA* € M,,«,(C)
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wegen (AA*)* = A A* = AA* hermitesch ist, existiert nach Satz 16.11 eine unitdre Matrix T
und eine reelle Diagonalmatrix D mit AA* = TDT*.

Mit dem Standardskalarprodukt folgt v'! AA*T = (Atv)*(Alv) = |A'v|? > 0. Da weiter A — und
damit auch A* — invertierbar ist, folgt fiir v # 0 auch A'v # 0 = |A'v| > 0 = v'AA*T > 0.
Daher ist AA* positiv definit und nach Satz 16.14 sind die Eigenwerte der hermiteschen
Matrix AA* positiv. Da AA* und D insbesondere dhnlich sind, erhédlt man \; > 0 fiir jeden

Diagonaleintrag \; von D.

Sei dann D die Diagonalmatrix mit den positiven Diagonaleintrigen v/)\;, d.h. D? = D und
det D > 0. Mit TT* = 1,, gilt auch T sowie T™* invertierbar <= det T # 0 sowie det T # 0
und es folgt det T'DT™* = det T'det D det T™* # 0 <= T'DT* invertierbar. Fiir B = T DT™* und
C = (TDT*)"'A gilt nun offenbar A = BC.

Dabei ist D eine reelle Diagonalmatrix, d.h. man erhédlt D* = D. Also ist B wegen B* =
(TDT*)* = T*D*T* = TDT* = B einerseits hermitesch. Da andererseits B unitir dhnlich
zu D ist, sind die Eigenwerte von B die positiven Diagonaleintrédge von D. Nach Satz 16.14

ist B somit positiv definit.

Schlieflich ist C' wegen
CCc* = ((TDT*)"'A)((rDT*)~A)" = (TDT*)'AA*((TDT*)™Y)"
= (TDT*)"NTDT*)((TDT*)™ )" = (TDT*)"YTDDT*)((TDT*)~)"

— (TDT*)"NTDT*TDT*)((TDT*)")" = (TDT*)((TDT*)™)"

= B(B) = BY(B7Y)
= (B7'B) = 1;
= 1n

unitdr. Nun untersuchen wir die Eindeutigkeit der Darstellung A = BC'. Sei dazu A = B'C’
eine weitere Darstellung der verlangten Art. Dann gilt BBBB* = BCC*B* = BC(BC)* =
AA* = (B'C")(B'C")* = B'C"C"*B™ = B'B" = B'B' und daher B? = B”.

Da weiter B hermitesch und positiv definit ist, existiert nach Satz 16.11 und Satz 16.14 eine
Basis vy, ...,v, von C" aus Eigenvektoren mit positiven Eigenwerten Aq,...,\,. Dabei gilt
B,2Ui = Bz’Ui = B(BUZ) = B()\ZU1> = )\z(B’Uz) = )\12?]1
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Man setze nun u = B'v; — \jv;. Es folgt

Bu = B,(B/’UZ' - /\zvz) = B/Qvi - B/)\ivi
= )\3217, — )\Z’B/Ui = )\z()\zvz — B/’UZ'>

mit —\; < 0. Da jedoch B’ ebenfalls hermitesch und positiv definit ist, sind nach Satz 16.14 alle
Eigenwerte positiv. Damit gilt © = 0 <= B'v; = A\;v; = Bv; und die Bilder der Basisvektoren
v1,...,v, unter B und B’ stimmen iiberein, d.h. es gilt Bv = B’v fiir jeden Vektor v € C und
daher B = B =TDT* <= B! = B™! = (T'DT*)~!. Zuletzt folgt C' = B~'A =B 'A =
C.

17 Faktorriaume

17.1 Definition

Sei U ein Unterraum eines Vektorraums V. Auf V' erhidlt man durch v ~ w <= v —w € U
eine Aquivalenzrelation. Fiir v € V bezeichnet [v] die Aquivalenzklasse von v, d.h. [v] = {w €
Viv—weU}={v+u|uecU} =uv+U. Der Faktorraum (Quotientenraum) V| von V
nach U ist dann die Menge aller Aquivalenzklassen. Dabei schreibt man statt [v] hiufig auch

0.

Bemerkung

Da die Gruppe (V,+) abelsch ist, ist (U,+) ein Normalteiler. Daher ist V| nach Satz 2.11

eine Faktorgruppe mit der wohldefinierten Addition [v]+ [w] = [v+w] und neutralem Element
U.
17.2 Lemma

Durch A[v] = [Av] fiir alle A € K und v € V' wird eine wohldefinierte Abbildung K x V|y —

Vlp erklart, die V| zu einem K-Vektorraum macht.
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Beweis

[K x V|y — V|y ist wohldefiniert] Sei [v] = [v], d.h. v ~ 0 = v —v € U. Mit A € K ist
dann auch Av — \v = A(v —v) € U = [\v] = [\v].

[V|v ist Vektorraum] V| ist nach obiger Bemerkung eine abelsche Gruppe mit neutralem
Element [0] = U. Die restlichen Vektorraumeigenschaften folgen sofort aus den entsprechenden
Eigenschaften von V. Fiir alle \,p € K und v,w € V gilt A(u[v]) = AMw] = [AMw)] =
[(Oe] = (o] und A+ )fe] = [+ )] = o + po] = o] + [o] = Ale] + plo] sowie
Av +w] = [AMv +w)] = [+ dw] = [M] + [Mw] = Av] + Afw] und 1 - [v] = [1-v] = [v].

17.3 Satz

Sei U ein Unterraum eines Vektorraums V. Dann ist ¢ : v € V +— [v] € V| ein Epimorphis-

mus der Vektorrdume V und V|y mit Kerngp = U.

Beweis

Wegen (v +w) = [v+w] = [v] + [w] = ¢(v) + p(w) und p(Av) = [Iv] = Av] = Ap(v) ist ¢
ein offenbar surjektiver Homomorphismus von Vektorraumen. Dabei gilt Kernp = {v € V' |
o) =0} ={veV|p=U}={veV|velU}=U.

Korollar

Fir dimV < oo ist dim V|y = dimV — dim U.

Beweis

Nach dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen gilt fiir den Epimorphismus ¢ : v € V +——

[v] € V|y mit dim V' < oo die Beziehung dim V' = dim Bild ¢ +dim Kern ¢ = dim V|y+dim U.

17.4 Lemma

Sei @ € End(V) und U ein a-invarianter Unterraum. Dann wird durch @([v]) = [a(v)] ein

Endomorphismus @ € End(V|y) definiert.
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Beweis

[@ ist wohldefiniert] Sei [v] = [v], d.h. v — ¥ € U. Da aber U a-invariant ist, gilt dann auch
a(v) —a(v) = a(v—v) € U und es folgt a([v]) = [a(v)] = [a(v)] = a([)).
@ € End(V|y)] Sei A € K und v, w € V. Dann gilt a(A[v]) = a([\v]) = |
Ma(w)] = Aa([o]) wnd a([v]+[w]) = a(fo+w]) = [a(v+w)] = [a(v)+a(w)] = [a(v
a([o]) + a([w]).

2
>
=
= |
—l-?
By
==
1

17.5 Satz

Sei dimV < oo und K algebraisch abgeschlossen. Dann lésst sich jeder Endomorphismus

a € End(V) durch eine obere Dreiecksmatrix beschreiben.

Beweis

Sei dimV = n und a € End(V'). Dabei ist o genau dann durch eine obere Dreiecksmatrix
beschreibbar, wenn eine Basis vy, ..., v, mit a(v;) € (vq,...,v;) existiert. Die Existenz einer
solchen Basis zeigen wir durch vollstdndige Induktion iiber n. Dabei ist fiir n = 1 die Aussage

klar. Nun schlielen wir von n — 1 auf n.

Das charakteristische Polynom von « iiber dem abgeschlossenen Kérper K hat mindestens
eine Nullstelle, d.h. a hat einen Eigenwert in K und somit einen Eigenvektor v;. Man setze

U = (v1) und betrachte den Faktorraum V| sowie den Endomorphismus @ € End(V|y) mit

@(v) = a(v) und den Epimorphismus ¢ : v € V +—— 7 € V|y.

Wegen dim V| = dim V —dim U = n—1 gibt es nach Induktionsannahme eine Basis Uy, . .., Ty,
mit @(v;) € (vg,...,v;) fir 2 <i <mn, d.h.

aw) = M.
k=2
Nun wéhlen wir fiir 2 <4 < n gewisse Vektoren v; € 7; und setzen
w = a(v;) — Z AUk
k=2
Es folgt
p(w) = pla(v)) = > Mp(vr) = a(v;) = Y N, = a(T;) — a(®;) =0
k=2
und daher w € Kernp = U = (v1) = w = A\jv;. Also gilt a(v;) = w+ > Mvg = D Moy €

k=2 k=1
(v1,...,v;) fiir 2 < i < n. Da aber v; ein Eigenvektor ist, gilt a(v;) € (vq,...,v;) sogar fiir

1 <1 <n.

88



Es bleibt zu zeigen, dass vy,...,v, eine Basis ist. Wegen dim V' = n ist dabei nur die lineare

Unabhéngigkeit zu priifen. Sei dazu

Zﬂkvk =0= Zﬂkvk = Zuw oy Z,Ukvk = 0.

Mit v, =U = O und da vs, ...,v, nach Wahl linear unabhanglg sind, folgt

0= Z MO = Zﬂlﬁk = Vo<k<n px = 0.

k=2
Man erhélt p;v; = 0 und da v; ein Eigenvektor ist, folgt ©y = 0. Damit sind insgesamt

vy, ..., U, linear unabhangig.

18 Theorie der linearen Blockcodes

Bemerkung

Wir behandeln die Ubertragung von Wértern einer festen Linge n aus einem Alphabet F,
wobei manche Buchstaben durch Ubertragungsfehler zufillig geéindert werden. Durch den
Einbau von Redundanz lidsst sich eine begrenzte Anzahl von Fehlern entdecken und evtl.

korrigieren.

Beispiel

Bei der einfachen Ubertragung der Worter 00, 01, 10, 11 erkennt man keine Ubertragungsfeh-

ler.

1. An die 2-buchstabigen Worter lasst sich ihre Quersumme als Priifbit anhéngen, d.h.

00 — 000
01 — 011
10 — 101
11 — 110

Da sich die iibertragenen Worter nun an mindesten 2 Stellen unterscheiden, kann man
einzelne Ubetragungsfehler erkennen. Diese sind aber nicht korrigierbar, etwa kann man

111 nicht eindeutig zuordnen.

2. Durch die Codierung
00 — 000 000

01 — 000 111
10 — 111 000
11 — 111111
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unterscheiden sich die Wérter nun an mindestens 3 Stellen, d.h. einzelne Ubertragungs-
fehler sind erkennbar und korrigierbar. Dazu ordnet man eindeutig einem an einer Stelle
fehlerhaft iibertragenen Wort dasjenige zu, von dem es sich an nur einer Stelle unterschei-

det. Durch die lingere Ubertragung steigt allerdings auch die Fehlerwahrscheinlichkeit.

3. Die kiirzere Codierung

00 —— 00000
01 — 00111
10 — 11100
11 — 11011

liefert diesselben Korrekturmoglichkeiten wie unter 2.

Bemerkung

Bei einer Codierung der Wérter 00, 01, 10 und 11 durch Code-Worter der Lénge 4 ist eine

Fehlerkorrektur nicht mehr moglich.

Beweis

Wir nehmen an, es gebe 4 Codewdrter der Léange 4, die sich an mindestens 3 Stellen unter-
scheiden. Zu jedem dieser Codeworter betrachten wir die Menge der 4 Worter, die sich von
dem Codewort an nur einer Stelle unterscheiden. Unterscheidet sich ein Wort von zwei Co-
dewortern an nur einer Stelle, so unterscheiden sich diese zwei Codeworter an hochstens 2
Stellen — ein Widerspruch. Daher sind die Mengen disjunkt und man erhélt also 20 verschie-
dene Worter. Mit dem Alphabet {0, 1} lassen sich aber hochstens 16 verschiedene Worter der
Lénge 4 bilden.

Beispiel

Die ISBN-Nummern der Biicher verwenden das Alphabet F' = {0,...,9, X} = Z|i1z mit
X = 10. Eine typische ISBN-Nummer ist

. 3 = 11 = 015 873 = 6 |
L;;d Ve;lrag Buch;mmer Prﬁ?z?ffer
Dabei ist
10
C={ay--ap| Ziai:Oundai#Xﬁiri§9}
i=1

90



die Menge aller zuldssigen Codeworter. Wegen 1 + 10 = 0 erhélt man die Umformulierung

10 9

Ziai20<:>a1022iai.

i=1 i=1

1. Ein einzelner Fehler wird erkannt: Es trete an der i-ten Stelle ein Fehler auf, d.h. statt

a; erhalte man a;. Es folgt

al...ai...al(]’ al...ai...aloec

= la1+...+7-a;+...+10-a19o=0=1-a1+...+i-a; +...+10-ayg
= j-a;=1-0Q;

— i-(a;—a;) =0

== a; = a;.

2. Man kann auch erkennen, ob zwei Ziffern ihre Position vertauscht haben: Sei nach einem

Ubertragungsfehler a; an der Stelle j und a; an der Stelle a;. Analog zu 1 gilt

al...ai...aj...al()’ aj...a/i...ai...aloeC
— i-ai—i-j-aj:i-aj—i—jai

- a; = ay.

Bemerkung

Fiir jede Primpotenz ¢ gibt es bis auf Isomorphie genau einen Korper F, mit genau ¢ Ele-
menten. Fir g =p € P= {p € N| p prim} ist dies der Kérper F, = Z|,z. In der Theorie der
linearen Blockcodes betrachtet man dann Unterrdume des Vektorraums Fy und interpretiert

die Vektoren als n-stellige Worter mit Alphabet [F,. Im Folgenden wird meistens ¢ = 2 sein.

18.1 Definition

Sei K ein Korper und 0 # n € N. Auf dem Vektorraum K" definiert man fiir

u:<a1 an)undvz(bl bn>

eine Abstandsfunktion d(-,-) durch d(u,v) = |{i | a; # b;}|, d.h. durch die Anzahl der Positio-

nen, in denen sich v und v unterscheiden. Dabei wird d auch Henning-Abstand genannt.
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18.2 Satz

d(-,-) ist eine translations-invariante Metrik, d.h. es gilt
1. d(u,v) > 0und d(u,v) =0 <= u=v
2. d(u,v) = d(v,u)
3. d(u,v) < d(u,w) + d(w,v)
4. d(u+w,v+w) = d(u,v)
Beweis

Offenbar gelten 1 und 2. Unterscheidet sich nun « von w in ¢ und v von w in j Positionen, so

konnen sich u und v in héchstens ¢ + j Positionen unterscheiden und es folgt 3.

Sei schliefilich

u:(al an)71}:<b1 bn>undyz(cl Cn)-
Da sich a; + ¢; und b; 4 ¢; genau dann unterscheiden, wenn sich a; und b; unterscheiden, gilt 4.
18.3 Definition

Fir w € K™ heifit d(u,0) das Gewicht von u. Man schreibt auch d(u,0) = w(u).

18.4 Definition

Ein Code C'ist ein Unterraum des Vektorraums ;. Das Minimalgewicht von C'ist d = d(C') =
min{w(u) | 0 # v € C}. Fir dim C' = k nennt man C' einen (n, k, d)-Code.

Bemerkung

Aus Satz 18.2 folgt sofort d(u,v) = d(u — v,v —v) = d(u — v,0) = w(u — v). Daher ist d(C)
ist der kleinste Abstand, den zwei verschiedene Codeworter haben koénnen.

Bemerkung

Sei d = 2e + 1 fiir e € N und C ein (n, k,d)-Code. Dann kann C' bis zu e Fehlern erkennen

und korrigieren.
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Beweis

Sei w € Fy ein empfangenes Wort, das sich an hochstens e Stellen von einem Codewort
u € C unterscheidet, d.h. d(u,w) < e. Dann gilt fiir alle anderen Codewdérter v € C' stets
2e+1=d <d(u,v) <du,w)+dw,v) <e+dw,v) = d(w,v) > e+ 1, d.h. u ist eindeutig
bestimmt.

Bemerkung

Man sucht (n, k,d)-Codes mit fester Wortlédnge n und einem maximalen Wert fir & — d.h.

einem groflen Wortschatz — und d — d.h einer guten Fehlerkorrektur.

18.5 Satz (Singleton-Schranke)

Sei C' ein (n, k,d)-Code. Dann gilt k+d <n + 1.

Beweis

Man betrachte die Abbildung ¢ : (a1,...,a,) € C — (a1,...,a0,_g+1) € Fg_d“, die die
letzten d — 1 Stellen der Codewdrter abschneidet. Dann ist ¢ offenbar linear. Wegen w(u) > d
fiir alle 0 # u € C unterscheidet sich u an mindestens d Stellen von 0. Damit hat aber
auch p(u) an mindestens einer Stelle einen von 0 verschiedenen Eintrag, d.h. ¢(u) # 0 bzw.
Kern ¢ = {0}. Da also ¢ injektiv ist, gilt & = dim C' = dim¢(C) < dimF}~!' =n —d +1
und die Behauptung folgt.

Bemerkung

Sei U ein Unterraum von F7 mit dim U = k. Dann gilt |U| = ¢*.

Beweis

Die Anzahl der Elemente des Unterraums U ist die Anzahl der verschiedenen Linearkombi-
nationen der k£ = dim U Basisvektoren, d.h. die Anzahl der verschiedenen k-Tupel aus den ¢

Kérperelementen — also |U| = ¢.
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18.6 Satz (Henning-Schranke)

Sei C ein (n, k,d)-Code und e € N mit 2¢ + 1 < d. Dann gilt

e

>0 a-17 <a

j=0
Beweis

Sei B(c) die Kugel in Fy um ¢ € ' mit Henningradius e, d.h. B(c) = {u € F}; | d(u,c) < e}.
Dann sind je zwei Kugeln B(c) und B(¢') disjunkt, denn sei v € B(¢)NB(¢') = d(v,c) <e A
ANdv',c)<e=2e+1<d<d(v,v) <d,c)+d(c,v) <2e—ein Widerspruch. Daher gilt

Y 1B < [Fyl ="

ceC

Weiter ist u € B(c) — u — ¢ € B(0) bijektiv, d.h. es gilt |B(c)| = |B(0)]. Mit |C| = ¢* folgt

dann
0)| => [B(c)] < ¢".
ceC

Setze S(j) = {u € Fy | w(u) = j} fiir 0 < j < e. Dann ist B(0) = S(0) U ... U S(e) eine
disjunkte Vereiningung der S(j), d.h. |B(0)| = Z |S(j)|. Fur v € S(j) werden j beliebige

Positionen mit ¢ — 1 von 0 verschiedenen Korperelementen besetzt, d.h. |S(5)] = (})- (¢ — 1)7.

Somit gilt
¢ §j (g—1Y =¢" [BO)| < ¢"

und es folgt die Behauptung.

Bemerkung

e

Die Codes, fiir welche die Henning-Schranke scharf ist (d.h. fiir die S_(}) - (¢ — 1) = ¢"°*
=0
gilt), heiflen perfekte Codes. Diese perfekten Codes sind bekannt und existieren nur fiir kleine

Werte von d.

18.7 Lemma

=1
q—1

[Fy" besitzt genau eindimensionale Unterrdume.
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Beweis

Sei x die Anzahl der eindimensionalen Unterrdume (v;) von F". Wegen dim(v;) = 1 ist v; # 0,
dh. (v;) = {Av; | A € F,} besitzt ¢ — 1 von 0 verschiedene Elemente. Andererseits gilt
0#ve ()N = Ay =v = pvp mit g, A\ # 0 = v; = AN p)y, = (v;) = (),
d.h. jeder Vektor v # 0 liegt in genau einem Unterraum (v;). In F}* liegen aber ¢™ — 1 von 0

verschiedene Vektoren, d.h. ¢™ — 1=z -(q—1).

18.8 Satz (Henning-Code)

q7n _

Sei0 <m e Nund n = 11. Wihle dann aus jedem der n eindimensionalen Unterrdume von

[y ein v; # 0 und setze

C’Z{(&l an>€F2|iaivi:O}.
i=1

Dann ist C ein (n,n —m, 3)-Code.

Beweis

Wir betrachten die lineare Abbildung

gp:(al an)EFZHZaiUiEIF;“.
i=1
FiirvGF;”existiertein)\quundeinlSignmit/\vi:v,d.h.go(0 D N O)z

v. Daher ist ¢ surjektiv. Weiter ist C' = Kern g, d.h. C' ist ein Unterraum von Fy und es gilt
n =dimF} = dim Bild ¢ + dimKern ¢ = dimF" + dimC =m +k =k =n—m.

Da je zwei Vektoren der v; verschiedene Unterrdume von F7" aufspannen, sind sie linear un-
abhéngig und damit nur trivial zu 0 kombinierbar. Also ist w(c) > 3 fir alle 0 # ¢ € C. Es
gilt aber vy + vy & (v1) und vy +ve & (ve), d.h. vy + vy € (v;) = vy +v9 = Av; fiir 3 <i < n.
Also folgt v1 + v9 — Av; = 0 und damit

c:<1 10 o —A .- o)ec

mit w(c) = 3. Daher ist d = 3.

Bemerkung

1. Da Henning-Codes (n,n —m, 3)-Codes sind, kénnen sie einen Fehler korrigieren.
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2. Henning-Codes sind perfekte Codes, denn wegen d = 3 und e € N gilt fiir die Henning-

Schranke stets e = 1 und es folgt ¢" =1 + q;__ll (¢q—1)=14n-(¢g—1)=(0)-(¢—

D0+ (-1 = i}(?) (g-1) <q¢"*=q"-dh Zlfo(?) (g=1) =q""

Beispiel

1. Sei ¢ =2 und m = 2. Dann ist n = 3 und k& = 1. Die Vektoren

(1) (3 e )

erzeugen die drei eindimensionalen Unterrdume, d.h. C' = {( 000 ) , ( 1 11 >}

2. Sei ¢ =3 und m = 2, d.h. n = 4. Dann ist

(1 [0 (1 [ 2
p1_<0>,v2_<1>,v3—<1>sow1ev4—<1)
undesfolgtCz{(OOOO),(ll >,<22 >,(

20

<2 10 2),(0 11 1),(0 2 2 22>,0(1 01 21),0<

18.9 Satz (Simplex-Code)

).

Sei0#m e Nundn = q;n__ll. Wiéhle dann aus jedem der n eindimensionalen Unterrdume des

Spaltenraums ;" ein v; # 0. Dann ist
C’z{( 2oy e 2oy, ) |z € F'}

ein (n,m,q™ !)-Code, in dem je zwei verschiedene Worter genau den Abstand ¢™~! haben.

Beweis

Wir betrachten die lineare Abbildung
p:z€F r— < 2o oo 2, > ey,
mit dem Unterraum Bild ¢ = C' von F}' und untersuchen wir Kern ¢. Sei also
( 2oy - 2oy, ) =0,

d.h. ztv; = 0 fiir 1 <7 < n. Da jeder Vektor v € F7" in einem Unterraum (v;) liegt, folgt z'v =
2H(\v;) = Ni(2'v;) = 0. Wahlt man fiir v die Standardbasisvektoren, so erhélt man schlieBlich

z = 0= Kernyp = {0}. Damit ist ¢ : F}" — C bijektiv und es gilt dim C' = dim F" = m.
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Haben je zwei Worter ¢, ¢ € C' den Abstand ¢™~!, so folgt unmittelbar d(C') = ¢™!. Weiter
ist d(c,c) = ¢™ ! fiir alle ¢,¢ € C mit ¢ # ¢ dquivalent zu w(c) = ¢™ ! fiir alle 0 # ¢ €
C. Tm Folgenden zeigen wir dann w(c) = ¢™ ' mit ¢ # 0 fiir ¢ = 2. Sei also 0 # ¢ =
< 2oy - 2y, ) € C, d.h. z #0. Dann ist w(c) = |[{i | 2'v; # 0} =n — |{i | z'v; = 0}].

Nun gilt in F5* stets (v;) = {0,v;}, d.h. Fg* = {0,v1,...,v,}. Daher ist |{i | z'v; = 0} =
|U\ {0}] fiir U = {v € F§* | z'v = 0}. Dabei ist aber U der Kern der linearen und surjektiven
Abbildung v € FJ* — z'v € Fy, d.h. es gilt dimU = dimF3* — dimFy = m — 1. Daher folgt

. im _ om— . _ m__1 . .
i | ztv; =0/ =|U\{0}| =|U|-1=¢%™V —1=27""1—1und mit n = L= erhélt man fiir
q = 2 schlieflich w(c) =n — (2" ' —1) = (2™ - 1) —2m~1 4 1 = 2™~ 1

18.10 Satz (allgemeiner Reed-Solomon-Code)

Sei d,n € N und ¢ eine Primpotenz mit 2 < d < n < g. Seien weiter ay, ..., a, € F, paarweise

verschieden. Man setze
_ d—1
Ui—<1 a; a? - adQ)EIFq :

K3 K3

Dann ist

c:{(xl An)ewg\znjm:()}
=1

ein (n,n —d+ 1,d)-Code.

Beweis

Zunéichst betrachten wir die Matrix

U1 1 o a? ad=?

A= : =1 : : : : € My_1xq—1(Fy).
2 d—2
Vd—1 1 ag—1 az_, -+ ay]

Dann ist det A eine Vandermondesche Determinante, d.h. det A = [[(a; — @;). Da die a;
i<j

paarweise verschieden sind, folgt det A # 0 = A ist invertierbar = vy, ..., v4_1 sind linear

unabhéngig. Die Reihenfolge der a; ist jedoch beliebig gewihlt, d.h. jeweils d — 1 verschiedene

Vektoren v; sind linear unabhéngig.

Die lineare Abbildung

@ ( )\1 )\n ) EFZHZAiUZ‘Engl
i=1
definiert nun den Unterraum C' = Kern ¢ von F}. Da etwa vy, ..., v linear unabhéingig sind

und deshalb eine Basis von ngl bilden, gilt (vy,...,v,) = (v1,...,v4_1) = ngl. Da Bild
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die Menge aller moglichen Linearkombinationen der v; ist, erhélt man somit Bild ¢ = Fgfl

und weiter dim C' = dimF} — dim Fg_l =n—d+1.

Andererseits folgt aus der linearen Unabhéngkeit von jeweils d — 1 Vektoren v;, dass bei
einer nicht-trivialen Linearkombination ) A\;u; = 0 mindestens d Skalare \; von 0 verschieden
sind. Weiter sind stets d Vektoren aus IE‘Z‘1 linear abhéngig, d.h. es existieren nicht-triviale
Linearkombinationen ) A\;v; = 0 mit genau d von 0 verschiedenen Skalaren \;. Insgesamt
erhdlt man also d(C) = d.

Bemerkung

1. Fiir Reed-Solomon-Codes ist die Singleton-Schranke scharf.

2. Reed-Solomon-Codes werden fiir die Codierung von CDs verwendet.
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