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1 Sprache der Mathematik

1.1 Definition / Bemerkung

Wir werden Mengen nicht formal definieren, sondern betrachten sie als eine Ansammlung von
Objekten, den Elementen. Gehort ein Element x zur Menge M, so schreibt man x € M,

ansonsten x &€ M.

1.2 Bemerkung

1. Leere Menge M ={} =10

2. Natiirliche Zahlen N = {0, 1, 2, ...}

3. Ganze Zahlen Z = {0, £1, £2, ...}
Mengen werden oft in der Form M = {n | fiir n gilt...} beschrieben, etwa P = {2,3,5,
7,11,...} = {p € N | p ist prim}.

Seien nun A, B Mengen. Gilt dann a € B fiir alle a € A, so schreibt man A C B. Gibt es ein
be B mit b ¢ A, so schreibt man A C B.

1.3 Definition

. ANB={x|x€ ANz € B}
2. AUB={z|z€AVvz e B}
3. A\B={z|xze€ ANz & B}
Sein € Nund n > 1. Das karthesische Produkt M; x ... x M, der Mengen M, ..., M, ist die

Menge der Tupel (my, ..., my) mit my € M,, ..., m, € M,. Ein Spezialfall ist M; = ... =

M,,, dann schreibt man auch M".

1.4 Definition

Seien A, B Mengen. Eine Relation R ist eine Teilmenge R C A x B des karthesischen Produkts
von A und B. Man schreibt dann auch a ~ b, falls (a, b) € R.

Sei A = B und R eine Relation auf A. Die Relation R heif3t:



1. reflexiv, falls a ~ a fiir alle a € A
2. symmetrisch, falls a ~ b= b~ a fiir allea, b € A
3. antisymmetrisch, fallsa ~bAb~a=a="0fiir allea, be A

4. transitiv, fallsa ~bAb~c=a~cfurallea, b, ce A

1.5 Bemerkung

Reflexivitét ist eine Tatsache, die fiir alle a € A gelten muss. Symmetrie, Antisymmetrie und
Transitivitéit sind dagegen Aussagen, die auch wahr sind, wenn ihre Voraussetzung falsch ist
— etwa wenn (a,b) € R.

1.6 Definition

Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation heiBt Aquivalenzrelation. Fiir z € A

nennt man dann [z] = {y € A | y ~ z} die Aquivalenzklasse von x.

1.7 Lemma

Fiir eine Aquivalenzrelation sind folgende Aussagen dquivalent:

Beweis
Zunichst sieht man [#] # @ fiir jede Aquivalenzklasse einer Aquivalenzrelation R, denn
Rreflexiv= 2 ~ 2 =z € [z].

[1 = 2] Sei a € [z] N [y]. Dann gilt a ~ z, d.h. wegen der Symmetrie z ~ a, und a ~ y. Aus

der Transitivitat folgt dann x ~ y.

[2 = 3] Sei a € [z] beliebig. Dann gilt a ~ x und x ~ y, also a ~ y bzw. a € [y]. Da dies fiir
alle a € [z] gilt, ist [x] C [y]. Analog folgt [y] C [z], also [z] = [y].

[3 = 1] Es gilt [z] N [y] = [z] mit [z] # 0.



1.8 Korollar

Die Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation auf A bilden eine disjunkte Zerlegung von A.

Beweis

Zu jedem z, y € A gibt es eine Aquivalenzklasse. Fiir diese gilt dann nach Lemma 1.7 entweder
[z] = [y] oder [z] N [y] # 0.

1.9 Definition

Seien M, N Mengen. Eine Abbildung f : M — N ordnet jedem m € M ein f(m) € N zu.

Genauer ist eine Abbildung M — N eine Relation R C M x N, fiir die gilt: (m, ny), (m, ny) €
R = ny = ny und vaM ElneN (m, n) € R.

Die Abbildung f : M —— N heifit injektiv, falls m; # me = f(m1) # f(mza) bzw.
f(my) = f(m2) = my = may. Sie heifit surjektiv, falls f(M) = {f(m) | m € M} = N,
d.h. Vyen Jmenr f(m) = n. f heifit bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

1.10 Definition

Ist M eine endliche Menge, dann bedeutet |M| die Anzahl der Elemente. Ist M unendlich,
so schreibt man |M| = oo. Sind M und N Mengen, so setzt man |M| = |N|, falls es eine
Bijektion zwischen M und N gibt.

Beispiel
1. |Z| = |2Z| mit 2Z = {2k | k € Z}, da f : k € Z — 2k € 2Z bijektiv ist.

2. Es gilt etwa |Z]| = co und auch |R| = oo, aber dennoch |Z| # |R|.

1.11 Definition

In einem indirekten Beweis fithrt man das Gegenteil der zu beweisenden Aussage zu einem

Widerspruch.



Beispiel

\/2 ist irrational.

Indirekter Beweis

Wir nehmen an, v/2 sei rational und fithren diese Annahme auf einen Widerspruch.

Es folgt 0 < V2 € Q = v2 = 2 mit m, n € N\ {0} teilerfremd. Also ist 2n®> = m?, d.h.
2 ist ein Teiler von m?. Da 2 eine Primzahl ist, ist 2 ein Teiler von m, d.h. m = 21 fiir ein
[ € N\ {0}. Somit ist 2n? = 4I?, also n? = 2I?. Analog ist dann 2 auch ein Teiler von n - ein

Widerspruch zur teilerfremden Wahl von m und n.

1.12 Definition

Durch vollstindige Induktion beweist man Aussagen A(n), die von n € N abhéngen. Dann

zeigt man:

1. A(1) ist wahr.

2. Ist A(n) fiir ein beliebiges n € N wahr, so auch A(n + 1).

Dann sieht man nacheinander, dass A(1), A(2), ... wahr sind. Dabei heifit 1 die Induktions-

verankerung und 2 der Induktionsschritt mit der Induktionsannahme, dass A(n) wahr ist.

Beispiel

Es gilt > (2k — 1) = n? fiir alle n € N.
k=1

Beweis durch vollstiandige Induktion

1
Die Ausssage ist richtig firn =1, da > (2k —1) =1 =12
k=1

2k—1D)+2(n+1)—1) =

Sei die Aussage nun richtig fiir n. Dann ist auch > (2k — 1) =

n+1 n
k=1 k=

n*+2n+1=(n+1)>2



1.13 Bemerkung

Zwei Varianten der vollstdndigen Induktion betriffen Aussagen A(p) mit p € Z und p > q fiir

ein festes ¢ € Z. Dann zeige man:

1. A(q) ist wahr.

2. Ist A(p) fiir ein beliebiges p > ¢ wahr, dann auch A(p + 1).
oder man zeige:

1. A(q) ist wahr.

2. Gilt A(k) fir alle @ < k < p mit beliebigem p > ¢, so auch A(p + 1).

Beispiel (Fibonacci-Zahlen)

Die Folge fo, fi, ... ist definiert durch

fo =0
i =1
fn—i—l = fn+fn—1 fir n > 1.

Sei nun o = */52“. Dann gilt f,, = w fiir alle n € N.

Beweis

Die Behauptung stimmt offenbar fiir n = 0. Es sei nun n > 0 und fiir 0 < k < n gelte
fe = @'~(-0)" Piir > 1 benutzen wir das Bildungsgesetz f,+1 = fn + fn—1 und die Indukti-

V5
onsannahme, d.h. die Induktion muss zusétzlich in n = 1 verankert werden: f; = % =1

Man erhalt
fn+1 == fn + fnfl

o an_(l_a)n an—l_(l_a)n—l
o V5 NG

o oz"—&-oe"*l—(l—oz)”—(l—a)”*l
o NG

_ al(a+1)—(1—a)" " 1.(2—a)
o V5

und wegen 1+ a = a? sowie 2 — a = (1 — a)? folgt die Behauptung.



1.14 Bemerkung

Bei Induktionsbeweisen muss man sehr vorsichtig sein. Eine haufige Fehlerquelle ist dabei die

Ungiiltigkeit des Induktionsschrittes fiir ein n € N.

Beispiel

Alle Menschen haben die gleiche Haarfarbe.

,, Beweis*

Wir zeigen durch vollstdandige Induktion, dass fiir alle n € N\ {0} jeweils n Personen die

gleiche Haarfarbe haben. Fiir n = 1 ist dabei die Aussage klar.

Sei nun die Behauptung richtig fiir ein beliebiges n € N\ {0}. Dann ordnen wir n 4 1 Personen
in einer Reihe an. Nach Annahme haben die ersten und die letzten n Personen die gleiche
Haarfarbe. Mit einer Person P unter diesen ersten und letzten n Personen, gilt die Behauptung

fir n + 1.

Jedoch funktioniert der Induktionsschritt fiir n = 1 nicht, da sich bei 2 Personen keine Person

P unter der ersten und letzten n = 1 Personen findet.

1.15 Bemerkung

Induktionsbeweise und Widerspruchsbeweise haben oft eine formale Ahnlichkeit. Es wird emp-

fohlen, Widerspruchsbeweise zu vermeiden.

Beispiel (Euklid)

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis durch Widerspruch

Wir nehmen an, es gebe endlich viele Primzahlen py, ..., p, und setzen A = 1+ [] p;. Sei
i=1
dann p ein Primteiler von A. Da aber py, ..., p, alle Primzahlen sind, gibt eseini € {1,...,n}

mit p = p;. Somit ist p # 1 ein Teiler von [] p; und daher ein Teiler von 1 — ein Widerspruch.
i=1



Beweis durch Induktion

Wir zeigen, dass fiir alle n € N\ {0} mindestens n verschiedene Primzahlen py, ..., p, exis-
tieren. Fiir n = 1 wéhlen wir etwa p; = 2. Seien nun pq, ..., p, verschiedene Primzahlen. Da

dann A =1+ H p; bei Division durch p; fiir 1 <i < n den Rest 1 lésst, ist jeder Primteiler
=1
p von A verschleden von pi, ..., Pp. Wir setzen p = p,.1 und erhalten n + 1 verschieden

Primzahlen py, ..., ppi1-

2 Gruppen

2.1 Definition

Eine Gruppe besteht aus einer Menge G und einer Abbildung (a,b) € G X G —— a o b mit
folgenden Eigenschaften:

1. [Assoziativitat] Fiir alle a,b,c € G gilt ao (boc) = (aob)oc
2. [neutrales Element] Es existiert ein e € G mit eoa = a fur alle @ € G.

3. [Invertierbarkeit] Sei e ein neutrales Element. Fiir alle a € G gibt es ein o/ € G mit

a oa=e.

Dabei schreibt man statt a o b auch a - b oder ab. G heifit abelsch oder kommutativ, wenn fiir

alle a,b € G stets aob = boa gilt. In diesem Fall schreibt man oft a + b statt a o b.

Bemerkung

1. Dao: G x G — G eine Abbildung ist, ist die Verkniipfung o auf G abgeschlossen.

2. Fiir abelsche Gruppen G nennt man die Verkniipfung + : G X G — G eine Summe.

Beispiel
1. G =7Zist bzgl. (a,b) — aob = a+ b eine Gruppe, da

(a) a+(b+c)=(a+0b)+c
(b) O+a=a

(¢) —a+a=0
)

(d) a,b€eZ=a+beZ



2. G =17 ist bzgl. (a,b) — aob=a-b keine Gruppe, da

(a) 1-a=a
(b) Vaweg a#F1l=d-a#1

2.2 Satz
Sei GG eine Gruppe. Dann gilt:

1. Fiir jedes neutrale Element e € G und fiir alle a € G gilt eca =aoce = a.
2. Es gibt genau ein neutrales Element.
3. Aus ab = e folgt ba = e.

4. Fir alle a,b € G sind die Gleichungen ax = b und ya = b eindeutig.

Beweis

[3.] Sei e ein neutrales Element und ¢’ € G mit ¢'a = e. Dann gilt mit ab = e auch ba =
e(ba) = (d'a)(ba) = d'(ab)a = d’ea = d'(ea) = d'a = e.

[1.] Sei @’ € G mit d'a = e. Aus 3 folgt aa’ = e und damit ae = a(d’a) = (ad’)a = ea = a.

[2.] Sei ¢’ ein weiteres neutrales Element. Dann gilt ¢/ = ee’ = ¢'e = e.

[4.] Wir betrachten ax = b. Sei ' € G mit d'a = aa’ = e. Dann ist = a'b wegen ar =
a(a’b) = (aa’)b = eb = b eine Losung. Ist dann 2’ eine weitere Losung, so folgt x = a'b =

d'(ax’) = (d'a)x’ = ex! = 12'.

Nun betrachten wir ya = b. Wegen b = be = b( 'a) = (ba')a ist y = ba’ eine Losung. Fir
Yy € G mit y'a = b folgt dann y = ba’ = (y'a)d’ = y'(ad’) = y'e =1y

Bemerkung

1. Da mit Satz 2.2 die Gleichung axz = e genau eine Losung hat, ist das Inverse von a

eindeutigt bestimmt. Hierfiir schreibt man a~!.

2. Wenn G nicht abelsch ist, kénnen die Losungen fiir az = b und ya = b verschieden sein.

Daher sollte man z = a~'b und y = ba™" nicht in der Form 2 schreiben.

3. Ist G abelsch und additiv geschrieben, so bezeichnet —a das Inverse von a und man

schreibt statt a + (—b) auch a — b.

10



2.3 Korollar

Fiir alle a,b € G gilt:

Beweis

1 1

[1.] Wegen e = a~'a = aa™! ist a das Inverse zu a™'.

[2.] Wegen (b~*a™1)(ab) = b= (a"ta)b = b7'b = e ist b~'a~! das Inverse von ab.

Bemerkung
1. Nur in abelschen Gruppen gilt (ab)™! = a™'b~! bzw. (ab)" = a"b".

2. Eine Gruppe G besteht niemals aus der leeren Menge, da zumindest ein neutrales Ele-

ment e € (G existiert.

3. Ist G multiplikativ geschrieben, so gilt fiir n € N\ {0}:

Dabei gilt n-a#noa=n+a.

2.4 Definition

Eine Untergruppe U einer Gruppe G ist eine nichtleere Teilmenge U C G mit a,b € U —
a'eUund abe U.

11



Bemerkung

1. Eine Untergruppe U ist selbst eine Gruppe.

2. Eine Teilmenge U C G ist dann eine Untergruppe, wenn U nichtleer ist und fiir alle

a,b € U stets a,b € U = a~'b € U gilt.

Beweis

[1.] Da sich die Verkniipfung U x U — U von G vererbt, ist die Assoziativitit gegeben. Wegen
a,b € U = a!' €U und ab € U ist U gegen Inversen- und Produktbildung abgeschlossen.
Mit a~!,a € U folgt schliellich e = a~'a € U.

[2.] Mit der Verkniipfung verebt sich die Assoziativitdt. Da U nichtleer ist, existiert ein a €
U= e=a'acU. Mit a,e € U folgt a™'e = a™! € U und damit a,b € U = (¢ })71b =
abe U.

Beispiel

1. U = 2Z ist eine Untergruppe von G = 7Z, da

(a) 2Z # 0
(b) 2k, 22 € 27 => —2k + 22 = 2(z — k) € 2Z

2. U = N ist keine Untergruppe von G =Z,da 0 #n e N=—= —n ¢ N

2.5 Definition

Sei U eine Untergruppe einer Gruppe G. Die Mengen der Form Ug = {uo g | u € U} heiflen
Rechtsnebenklassen von U in G. Analog heifit gU Linksnebenklasse.

Bemerkung

1. Firue Uist Uu=U.

2. Fir g,h € G gilt U(gh) = (Ug)h.

12



Beweis

[1.] Es gilt einerseits w € Uu = w = vu mit v € U = w € U — also Uu C U — und
andererseits w € U = wu™ ' € U = w = wu"tu € Uu — also U C Uu.

2.] Es gilt w € U(gh) <= w = u(gh) = (ug)h fir ein v € U <= w € (Ug)h.

2.6 Lemma

1. Durch g ~ h <= Ug = Uh wird eine Aquivalenzrelation auf G definiert.

2. Die Aquivalenzklasse von ¢ € G ist genau die Rechtsnebenklasse Ug.

Beweis

[1.] Reflexivitét, Symmetrie und Transitivitét folgen unmittelbar aus der Gleichheit Ug = Uh.

2.] Sei [g] die Aquivalenzklasse von g. Dann folgt h € [g] = Uh = Ug. Wegen e € U gilt
h € Uh, also h € Ug.

Andererseits gilt h € Ug = h = ug fiir ein u € U. Es folgt Uh = U(ug) = (Uu)g = Ug, also
h € [g].

2.7 Lemma

Fiir alle g € G gilt |Ug| = |U|.

Beweis

Wir betrachten die Abbildung ¢ : v € U — ug € Ug.

Sei u,w € U — dann folgt ug = o(u) = p(w) = wg = u = ugg™' = wgg™! = w, d.h. @ ist
injektiv. Weiter gilt v € Ug = v = ug fiir u € U = v = ¢(u), d.h. ¢ ist surjektiv.

Da also ¢ bijektiv ist, gilt |Ug| = |U].

2.8 Satz von Lagrange

Sei U eine Untergruppe der endlichen Gruppe G. Dann ist |U| ein Teiler von |G]|.

13



Beweis

Die Aquivalenzklassen aus Lemma 2.6. bilden nach Lemma 1.7 eine disjunkte Zerlegung von
G. Da G nur endlich viele Elemente hat, folgt |G| = |Ugi|+ ...+ |Ugn| = n-|U] fiir ein n € N.

Somit ist |U] ein Teiler von |G|.

2.9 Definition

Eine Untergruppe N < G heifit Normalteiler, wenn fiir alle g € G stets gN = Ng gilt.

2.10 Bemerkung

Eine Untergruppe N < G ist genau dann ein Normalteiler, wenn fiir alle g € G stets g7 !Ng C
N gilt.

Beweis
[1.] Es gelte g7'Ng C N fiir alle ¢ € G und es sei ng € Ng mit n € N. Dann ist g 'ng €
g 'NgC N, dh. g'ng = m fiir ein m € N = ng = gm € gN.

Sei nun gm € gN fiir m € N. Wegen g = h~! mit h = ¢! folgt gmg~! € h"!Nh C N =
gmg~t = n fiir ein n € N. Also ist gm = ng € Ny.

Insgesamt sieht man gN = Ng fiir ein beliebiges Element g € G.

[2.] Sei N normal in G und g~'ng € g"'Ng mit n € N. Dann ist ng € Ng = gN, d.h. ng = gm

1

fiir ein m € N. Es folgt g7'ng = g lgm =m € N.

Beispiel
1. In abelschen Gruppen ist jede Untergruppe ein Normalteiler.

2. Sei G die Menge der Symmetrien eines gleichseitigen Dreiecks,

14



d.h. G = {ay, as, as, aq29, aq0, 360 }- Dann ist G bzgl. der Hintereinanderausfithrung der

Abbildungen eine Gruppe mit neutralem Element aqgg.

(a) Sei nun N die Menge aller gleichsinnigen Symmetrien, also N = {120, @240, @360 } -
Dann ist N ein Normalteiler, obwohl G nicht abelsch ist:

Sei zuniichst ¢ € N. Dann ist auch g7! € N und es gilt g7'Ng = ¢7'N = N.

1

Sei nun ¢ € N. Dann sind g und g~! Achsenspiegelungen, d.h. g~'ng ist fiir eine

beliebige Drehung n € N wieder eine Drehung, d.h. g"'ng € N.
(b) Sei U = {ay, ase} eine Untergruppe von G. Dann ist U kein Normalteiler von G:
Es gilt a;'ajax(1) = 2, aya1a2(2) = 1 und a;'aa9(3) = 3 — also ay'ajas = as.

Damit folgt ay'Uay € U.

2.11 Definition / Satz

Sei N ein Normalteiler von G. Auf der Menge der Nebenklassen G|y von N in G wird durch
(Nx)(Ny) = Nzy ein Produkt definiert, dass G|y zu einer Gruppe mit neutralem Element N
macht. Dabei heiit G|y Faktor- oder Quotientengruppe.

Beweis

Es ist zunéchst zu zeigen, dass das Produkt wohldefiniert ist — d.h. Nx = Nx und Ny =
Ny = (N7)(Ny) = (Nx)(Ny) = Nxy. Wegen = € NT = Nz ist T = nx mit n € N. Analog
ist y = my fiir ein m € N. Da N normal ist, folgt (N7)(Ny) = N2y = Nnamy = Naxmy =
xNmy =xNy = Nuxy.

Es gilt mit n € N weiter N(Nz) = (Nn)(Nz) = Nnx = Nz, d.h. N ist ein neutrales Element.
Wegen (Nz7')(Nz) = Nx~'z = Ne = N ist G |y abgeschlossen gegen Inversenbildung. Die

Assoziativitat ibertragt sich von G.

15



Beispiel

Sei G = (Z,+) die Gruppe der ganzen Zahlen und sei n € N. Dann ist U = nZ = {nz | z € Z}
ein Normalteiler der abelschen Gruppe G. Wir betrachten nun die Faktorgruppe Z |,.z.

Nach Lemma 2.6 und Lemma 1.7 sind zwei Nebenklassen nZ + g = Ug und nZ + h = Uh
disjunkt oder identisch. Wegen nZ + g = nZ + h <= g € nZ + h <= g = nz + h fir
ein z € Z < g — h = nz <= n teilt g — h besteht dann Z |,z aus den Elementen
nZ,nZ+1,....nZ+ (n—1).

2.12 Definition

Seien GG, H Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G —— H heiit (Gruppen-)Homomorphismus, falls
p(aob) = p(a) o p(b) fir alle a,b € G gilt.

¢ heifit Monomorphismus bzw. Epimorphismus bzw. Isomorphismus, falls ¢ injektiv bzw.
surjektiv bzw. bijektiv ist. G und H heiflen isomorph, falls es einen Isomorphismus G — H

gibt. Ein Endomorphismus ist ein Homomorphismus G — G.

Bemerkung

1. Sei eg bzw. ey das neutrale Element der Gruppe G bzw. H und sei ¢ : G — H
homomorph. Dann gilt p(eq) = p(ecoeq) = pleg)op(eq) <= en = p(eq) top(eq) =
plec) ™ o pleq) o plec) = pleq).

2. Sei weiter g € G beliebig. Wegen ey = p(eg) = ¢(g —1og) = ¢(g — 1) o ¢(g) ist
©(g—1) = p(g)~". Allgemein folgt ¢(g") = ¢(g)" fiir alle n € Z.

Beispiel
1. x — €” ist wegen e* ¥ = e”-e¥ ein Monomorphismus der Gruppen (R, +) und (R\{0}, -).

2. Sei N ein Normalteiler der Gruppe G. Dann ist g € G —— Ng € G|y wegen Ngh =
NgNh ein Epimorphismus. Diese Abbildung wird als natiirlicher Homomorphismus be-

zeichnet.

3. Alle Gruppen mit zwei Elementen sind isomorph:

Gruppen mit genau zwei Elementen bestehen aus einem neutralen und einem selbstinver-
sen Element. Wir betrachten G = {eq, a} und H = {ep, b} sowie ¢ : G — H definiert
durch p(eg) = eg und p(a) = b. Dann gilt etwa p(aa) = p(eq) = eg = bb = ¢(a)p(a).

16



2.13 Definition / Lemma

Der Kern eines Homomorphismus ¢ : G — H besteht aus den Elementen g € G mit

©(g) = ey. Kern ¢ ist ein Normalteiler von G.

Beweis
Bezeichne K = Kern . Wegen p(eq) = ey ist K # (). Seinun a,b € K, d.h. p(a) = ¢(b) = ey.

Es folgt w(a-b7') = p(a) - ¢(b)™" = ey - e = ey, also a-b~' € K. Insgesamt ist K eine
Untergruppe von G.

Sei g7'kg € 7' Kg mit g € G und k € K beliebig. Wegen ¢(g kg) = o(g71) - p(k) - p(g) =

o(g7") e -0(9) = plg™") - vlg) = ¢(g7'9) = v(eq) = ey ist dann auch g~'kg € K. Daher
ist K normal in G.

2.14 Lemma

Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt: ¢ injektiv <= Kern ¢ = {eg}.

Beweis

Sei zunéchst ¢ injektiv und g € Kern ¢. Es folgt ¢(g) = eg = p(eq) = g = eq.

Sei nun Kern ¢ = {e¢} und g, h € G beliebig mit ¢(g) = p(h). Dann gilt ey = ¢(g9) ' p(h) =
olgth) =g 'heKemmp= g 'h=eqg=g=h.

Bemerkung

Sei N ein Normalteiler von G und ¢ : g € G — Ng € G|y der natiirliche Homomorphismus.
Dann gilt Kem p = {9 € G | ¢(g) =N} ={ge G| Ng=N}={geG|ge N} =N.

2.15 Satz (Homomorphiesatz)

Sei ¢ : G — H ein Epimorphismus und bezeichne K = Kern ¢. Dann sind die Gruppen G |k
und H isomorph. Ein Isomorphismus ist durch @ : Kg € G |x— ¢(g) gegeben.
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Beweis
Sei zuerst Kg = Kh fir g,h € G, d.h. g = kh fiir ein k € K. Dann gilt (Kg) = ¢(g9) =
o(kh) = p(k) p(h) = ey p(h) = p(h) = B(Kh) — also ist $ wohldefiniert.

Wegen @(KgKh) = (Kgh) = ¢(gh) = ¢(g) ¢(h) = &(Kg)@(Kh) ist p ein Homomorphis-

maus.

Nun betrachten wir Kern . Mit Kg € Kern = ¢(g9) = ey =— g € K = Kg = K folgt
Kern @ = {K}, d.h. P ist injektiv.

Da zuletzt ¢ ein Epimorphismus ist, ist auch @ surjektiv.

2.16 Definition / Bemerkung

Sei M eine nichtleere Menge. Dann ist Sym(M) die Menge aller Bijektionen M — M und
bildet bzgl. der Hintereinanderausfiihrung der Abbildungen eine Gruppe. Sym(M) wird als

symmetrische Gruppe bezeichnet.

Ist M endlich, so heifit ein Element 7 € Sym(M) eine Permutation. Fiir M = {1,...,n}
schreibt man S, statt Sym(M).

Beweis

Sei m € M. Die Verkniipfung o o 3(m) = «(8(m)) ist offenbar assoziativ. Das neutrale
Element ist die identische Abbildung m —— m und das Inverse einer Bijektion av € Sym(M)

ist die Umkehrabbildung a(m) —— m.

Bemerkung

S7 und S, sind kommutativ. Fiir alle n > 3 ist S,, nicht abelsch.

Beweis

S besteht nur aus der identischen Abbildung id. Sy besitzt zwei Elemente: o und id mit

idoa = v 0 id.
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Fiir alle n > 3 gilt «, § € S,, mit
al) = 2 B1) = 1

a3) = 3 BB = 2
und a(n) = B(n) =n fir n > 4. Es folgt a0 f(1) =2 # 3 = [Foa(l).

2.17 Definition

Sei § € S, eine Permutation mit §(a;) = ag, ..., 6(a,) = ay, 6(by) =ba, ..., 6(bs) = by, ... fiir
a;, by, ... € {1,...,n}. Dann wird § in Zykelnotation durch (a; ---a,)(b; - - bs) - -- dargestellt.
Zykel der Lénge 1 ldsst man weg. Ein Spezialfall der Form 6 = (a; - - - a,,) heifit m-Zykel.

Bemerkung

1. Die Permutation 6 = (ay - --a,)(by - - - bs) ist ein Produkt a0 3 der Zykel o = (a; - - - a,)
und 5 = (by - - by).

2. Da 0 eine Bijektion ist, sind die Mengen {a;} und {b;} der Zykelnotation paarweise
disjunkt. Somit gilt §(i) = a0 5(i) = fo a(i) fir allei € {1,...,n}, d.h.

(al . "ar)<b1 . ..bs) = (bl .. 'bs)(Ch .. .ar)_

Allgemein kommutieren disjunkte Zykel bei einem Produkt § o v mit §,v € S,,.

3. Die Positionen eines Zykels sind bis auf Reihenfolge beliebig, d.h. (abc) = (bca) = (cab).

Beispiel
8 7
/] /]
\
1\
S 1\ 2
s T____\N‘-‘—-
|
N\ e
I \
j SPGB
// CS \ /6
/7 | g
/// \"'\ /’l
1 M

Drebono, o o ond €

Die Drehung um m wird durch 6 = (136)(475) und die Drehung um [ durch 7 = (2376)(1485)
dargestellt. Fiir das Produkt gilt § o 7 = (136)(475) (2376)(1485) = (17)(26)(35)(48).
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2.18 Lemma

Fiir 6 € S, gibt es ein 0 < k& € N mit §* = id.

Beweis

Es gilt |S,| = n!. Man betrachte nun die n! + 1 Elemente 6, 6%,...,6"*1. Da S, eine Gruppe
ist, gilt &' € S, fiir alle [ € N. Daher sind mindestens zwei Permutationen &' und ¢/ fiir

0<i<j<n!+1 gleich.

Es folgt fiir das neutrale Element id = e = §- (§")"! =467 - (671)' = 67" Setze k = j —i > 0.

2.19 Definition

Eine Transposition 7 € 5, ist eine Permutation, die nur zwei Elemente vertauscht — also

7 = (ab) fir a # b.

2.20 Satz

Jede Permutation § € S, ist Produkt von Transpostionen.

Beweis

Da jede Permutation ein Produkt disjunkter Zykel ist, geniigt es § = (a; - - - a,,) zu untersu-
chen. Fir m = 1 ist § = id mit id = (ayaz2)(aza,). Sei nun ein (m — 1)-Zykel Produkt von
Transpositionen. Die Behauptung folgt dann durch vollsténdige Induktion aus (ay - - - ap,) =

(araz)(ag -+ am).

Bemerkung / Definition

1. Die Darstellung einer Permutation als Produkt von Transpositionen ist nicht eindeutig,
etwa ist (ba)(bc)(bc)(be) = (abe) = (ac)(ab).

k
2. Fur § € S, seien my, ..., my die Zykelldngen. Setze f(5) = > (m; —1).
i=1

3. Fiir a,b € Z bedeutet a = b (mod 2), dass a + b durch 2 teilbar ist.
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2.21 Lemma

Sei § € S, ein Produkt von m Transpositionen. Dann ist m = f(J) (mod 2).

Beweis

Wir beweisen die Aussage durch vollstéindige Induktion {iber m. Fiir m = 1 ist dabei ¢ eine

Transposition mit f(§) = 1 — also ist die Behauptung klar.

Seinun § =7y - ... Tyy1 Produkt von m + 1 Transpositionen. Wir setzen o = 7y - ... - 7, d.h.
d = a - Type1 und nehmen an, es gilt m = f(a) (mod2). Sei zudem 7,41 = (uv) mit u # v.

Dann unterscheiden wir zwei Falle.

1 Es kommen u und v im gleichen Zykel von « vor. Dieser Zykel sei (a; ---a,) mit a, = u

sowie a; = v fiir 1 < j < r und trete in der Notation von « zuletzt auf.

Wir berechnen (a; ---a,) - 71 = (a1 ---a,)(ara;) = (a1---a;)(aj41---ar). Da sich dann «
und « - 7,41 nur in den letzten Zyklen (a; - --a,) bzw. (ay---a;)(a;41 - - - a,) unterscheiden,

folgt
F@ Tu) = £@) = [~ D)+ (r—5) = )] = (r = 1) = 1.

Damit ergibt sich f(6) + (m+1) = f(a - Tips1) + (m+1) = f(a) =14+ (m+1) = f(a) + m
und mit der Induktionsannahme folgt f(§) = m + 1 (mod 2).

2 Nun liegen w und v in verschiedenen Zykeln von a. Diese Zykel mogen in der Notation
zuletzt auftreten und seien durch (a;---a,) mit @, = w und (by - - - bs) mit by = v gegeben.
Dies beinhaltet dabei auch den Fall, dass v oder v in ,keinem® Zykel — d.h. in Zykeln der

Lénge 1 — vorkommen.

Analog zu 1 vergleichen wir (ay---a,)(by---bs) mit (ay---a.)(by---bs) - Tme1 = (a1---a;)
(by -+ -bs)(azbs) = (ay -+~ azby - -~ b,). Es folgt

fla tmp) = fla)=[r+s)=1] = [ =D+ (s - 1] =1,

d.h. f(0)+ (m+1) = f(a) + m + 2. Nach Annahme ist f(a) + m durch 2 teilbar, also auch
fl@)+m+2= f(6) =m+1 (mod?2).

2.22 Satz

Die Signum-Funktion sign : § € S,, — (—=1)/®) € {1, —1} ist ein Gruppenhomomorphismus.
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Beweis

Die Menge {1, —1} ist bzgl. der Multiplikation eine Gruppe mit neutralem Element 1.

Seien nun « bzw. [ Produkt von r bzw. s Transpositionen, d.h. a o # ist Produkt von r + s

Transpositionen. Mit Lemma 2.21 sind f(a) und r entweder beide gerade oder ungerade, also
(—1)/@ = (=1)". Analog ist (—1)/® = (=1)* und (—1)f(@%) = (—1)+s.

Damit folgt sign(awo 3) = (—1)"" = (—1)" - (—1)* = sign(«) - sign(53).

2.23 Definition / Bemerkung

Der Kern von sign bildet als Normalteiler von S, die alternierende Gruppe A,. Eine Per-
mutation § € Kern sign, d.h. sign(d) = 1, heifit gerade und eine Permutation § ¢ Kern sign
heifft ungerade. Nach Lemma 2.21 ist eine gerade Permutation durch eine gerade Anzahl von

Transpositionen darstellbar.

Beispiel

Mit id = 1 ist S5 = {1, (12), (13), (23), (123), (321)} und A3 = {1, (123), (321)}.

3 Ringe und Korper

3.1 Definition

Sei (R, +) eine abelsche Gruppe und sei ein Produkt - : R x R — R definiert. Dann heifit R

ein Ring, wenn gilt:

1. Das Produkt ist assoziativ und besitzt ein neutrales Element.

2. Es gelten die Distributivgesetze a- (b+¢) =a-b+a-cund (a+0b)-c=a-c+b-c.

R heifit kommutativ, wenn fiir alle a,b € R stets a-b = b - a gilt.

Bemerkung

Fiir einen Ring R bezeichnet man die Summe bzw. das Produkt als Addition bzw. Multipli-

kation. Das jeweilige neutrale Element wird mit 0 bzw. 1 bezeichnet.
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3.2 Definition

Ein Ring R heifit nullteilerfrei, wenn fiir alle a,b € R aus ab = 0 stets a = 0 oder b = 0 folgt.

Beispiel

R = Z bildet mit Addition und Multiplikation einen nullteilerfreien, kommutativen Ring.

3.3 Lemma

In einem Ring R gilt fiir alle a,b,c € R:
1. 0a =a0 =0
2. (—a)b=a(—=b) = —(ab)
3. a(b—c) =ab—acund (a — b)c = ac — be.

4. 0=1= R={0}

Beweis

1 Es gilt 0a = (0+0)a = 0a + Oa, also ist Oa das neutrale Element der Addition. Analog folgt
a0 = 0.

2 Wegen (—a)b+ ab = (—a + a)b = 0b =0 ist (—a)b = —(ab). Ebenso gilt a(—b) = —(ab).

3 Es gilt a(b—c¢) = a(b+ (—c)) = ab+ a(—c) = ab+ (—(ac)) = ab — ac und analog (a — b)c =

ac — be.

4Sei0=1undae€ R.Danngilta=1-a=0-a=0.

3.4 Definition

Seien S und R Ringe. Ein Ringhomomorphismus ist eine Abbildung ¢ : R — S, so dass
1. p(1)=1
2. pla+b) = g(a) + ¢(b)
3. pla-b) = ¢(a) - (b)

fiir alle a,b € R gilt.
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Bemerkung

¢ ist offenbar ein Gruppenhomomorphismus der abelschen Gruppen (S, +) und (R, +). Daher
gilt ¢(0) = 0.

3.5 Definition

Ein Ideal eines kommutativen Ringes R ist eine Teilmenge I C R, so dass (/,+) eine Unter-

gruppe von (R,+) ist und r -4 € I fir aller € Rund I € I gilt.

Bemerkung

Sei ¢ : R — S ein Homomorphismus kommutativer Ringe und sei I = Kern ¢ = {r € R |
¢(r) = 0}. Dann ist (I,4) nach Lemma 2.13 eine Untergruppe von (R, +). Wegen ¢(r - i) =
o(r)-@(i)=p(r)-0=0-alsor-ie I —firaller € Rund i € I, ist I ein Ideal von R.

Beispiel

Sei [ ein Ideal von R = R. Sei 0 # ¢ € I, d.h. insbesondere % € R. Es folgt 1 = % -2 € I und
daher r - 1 € I fiir alle r € R. Daher gilt entweder I = {0} oder I = R.

3.6 Definition / Satz
Sei I ein Ideal eines kommutativen Ringes R und R |; die Faktorgruppe der abelschen Gruppen
(R,+) und (I,+) mit der Summe (I +z)+ (I +y) =1+ (z + y).

Dann wird durch (I +x)-(I+y) = I+ (z-y) auf R |; ein Produkt definiert, dass R |; zu einem
Ring macht. Die Abbildung ¢ : 7 € R+—— I +1r € R |; ist dabei ein Ringhomomorphismus.

Beweis

Zunéchst zeigen wir, dass das Produkt wohldefiniert ist. Seien dazu z,z,y,y € R mit [ +z =
I'+Zund I +y = I+ 79y gegeben, dh. T = x +iund y = y + j fiir 4,5 € I. Dann gilt
T-y=(x+1) - (y+j)=zy+iy+xj+ij mit iy,xj und ij € I, also T -y = k + zy fiir ein
kel Esfolgt (I+2)- I+y)=1+@-y)=I+k+x-y)=1+(x-y)=I+z)-(I+vy).

Die Assoziativitét des Produkts ergibt sich durch ((I +z)(I +y))(I + 2) = J + (ay)z =
J+z(yz) = (I +2)((I + y)(I + z)) aus der Assozitivitét in R. Analog folgt die Existenz des
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neutralen Elements der Multiplikation und die Distributivitét.

Zuletzt folgt aus der Definition der Summe und des Produkts ¢(1) = J + 1 sowie p(z +y) =
p(2) + ¢(y) und p(z - y) = () - (y).

Beispiel

Sei R = Z der Ring der ganzen Zahlen. Dann ist I = nZ fiir n € N eine additive Untergruppe
von R. Sei nun r € R und nz € I, d.h. z € R. Es folgt r(nz) = n(rz) € I, also ist I ein Ideal.
Nach Satz 3.6 bildet also R |;= Z |,z den sog. Restklassenring.

Wir betrachten nun Z |4z= {0, 1, 2, 3} mit i = 4Z +i fiir 0 <4 < 3. Mit 4Z +i = 47 + j <
4 teilt © — j ergibt sich folgende Multiplikationstabelle:

01 2 3
0/0 0 0 O
1/0 1 2 3
210 2 0 2
3/0 3 21

3.7 Definition

Ein kommutativer Ring K mit 0 # 1 heifit Korper, wenn es fiir alle a € K \ {0} ein b € K
mit ab = 1 gibt.

3.8 Bemerkung

1. Korper sind nullteilerfrei.

2. Ein Ring R ist genau dann ein Korper, wenn (R \ {0}, -) eine abelsche Gruppe bildet.

Beweis
1 Sei K ein Korper und seien a,b € K mit a # 0 sowie ab = 0. Dann ist a invertierbar und es
folgt 0 = a0 = a tab = b.

2 Sei (R \ {0}, -) eine abelsche Gruppe. Dann ist R kommutativ und (R \ {0}, -) gegen Inver-

senbildung abgeschlossen.

Sei nun R ein Korper. Da dann R nullteilerfrei ist, ist die Einschréinkung des Produkts auf
R\ {0} wohldefiniert. Insbesondere ist R ein kommutativer Ring, d.h. fiir die Multiplikation
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folgt Assoziativitit und Existenz eines neutralen Elements. Mit der Definition ist R gegen

Inversenbildung abgeschlossen.

Beispiel

Q, R und C sind Korper.

3.9 Satz

Sei p eine Primzahl. Dann ist F, = Z |,z ein Koérper mit genau p Elementen.

Beweis

Wegen Satz 3.6 ist IF,, ein Ring mit p Elementen.

Ein Element aus F,, ist eine Nebenklasse pZ+ fiir 0 < ¢ < p—1. Schreibe pZ+i = i. Dann gilt
a+b = (pZ+a)+(pZ+b) = pZ+(a+b) = a + bund @-b = (pZ+a)-(pZ+b) = pZ+(a-b) = a - b.
Weiter gilt i = 0 <= pZ + i = pZ <= i € pZ <= i = pz fiir ein 2z € Z <= p teilt 1.

Wir zeigen nun, dass fiir alle 0 # @ € F,, ein be [F, existiert mit @b = 1. Dazu betrachten wir

die Abbildung ¢ : 7 € F, — @- T mit @ # 0. Dann ist p kein Teiler von a.

Sei p(T) = ¢(y). Dann folgt a-Z =a-y,dh.a-(z—y) =a-x—a-y=a-T—a-y =
@-T —a-y=0. Daher ist p ein Teiler von a - (z — y) und da p ein Primzahl und kein Teiler
von a ist, ist p ein Teiler von x — y. Somit gilt T — 7 =z — y = 0, d.h. T = 7. Insgesamt ist ¢

also injektiv.

Da aber ¢ eine injektive Abbildung F, — [F, ziwschen endlichen Mengen ist, ist ¢ sogar

surjektiv. Damit existiert ein b € F, mit @-b = ¢(b) = 1.

4 Vektorriaume

4.1 Definition

Sei K ein Korper und (V, +) eine abelsche Gruppe. Dann heifit V' Vektorraum iiber K bzw.
K-Vektorraum, wenn es eine Abbildung (\,v) € K x V — X -v € V gibt, mit

1. [gemischte Assoziativitét] fir alle \,p € K und v € V gilt (A-p) v =X (- )
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2. [gemischte Distributivitét] fiir alle A, p € K und v,w € V gilt A+ p)-v=X-v+pu-v
und A- (v+w) =A-v+A-w

3. [Normierung] fiir 1 € K und allev € V gilt 1-v =0

Dabei heifit ein Element A € K bzw. v € V ein Skalar bzw. Vektor. Das Element 0 € V' wird
als Nullvektor bezeichnet und V' = {0} heiit Nullraum.
Bemerkung

Sei V' ein K-Vektorraum. Allgemein sind dann die Verkniipfungen + : K x K — K und
+: VXV —Vhbzw. - : K x K— K und -: K x V — V verschieden. Daher bezeichnet

man etwa (A-pu)-v =X\ (u-v) als ,gemischte* Assoziativitét.

Bemerkung

Sei K ein Korper und 0 < n € N. Auf V seien dann die Verkniipfungen (ai,...,a,) +
(b1,...,by) = (a1 +b1,...,a, + b,) und a - (ay,...,a,) = (a-ay,...,a- a,) definiert. Dann
bildet V' einen K-Vektorraum.

Beweis

Da K ein Korper und die Summe komponentenweise definiert ist, ist (V,+) eine abelsche
Gruppe. Die Vektorraumaxiome folgen ebenso aus der Kérperstruktur von K.

Beispiel

1. K" mit 0 <n € Nund K = [, fiir eine Primzahl p ist ein Vektorraum mit genau p"

Elementen.

2. Sei M # () eine Menge und K ein Koérper. Dannist V = {f : M — K | f ist Abbildung}
bzgl. (f +g)(m) = f(m)+ g(m) eine abelsche Gruppe. Durch (a- f)(m) = a- f(m) wird

V' zu einem Vektorraum. Der Nullvektor ist dabei m —— 0.

4.2 Lemma

In einem Vektorraum gilt fiir alle A € K und v € V/
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1.0-vo=0und \-0=0
2. 0-v=0=A=0o0derv=0

3. —v=(-1)-v

Beweis

1Esgilt0-v=(0+0)-v=0-v+0-v, dh. 0-v ist das neutrale Element 0 der abelschen
Gruppe V. Analog folgt A\-0=0aus A-0=XA-(0+0)=X-0+X-0.

2SeiA-v=0und A#0. Esfolgt 0=XA"1-0=X""1-(A-0)=(A1- N -v=1-v=n0.

3Esgilt v+ (—1)-v=1-v+(=1)-v=(1+(-1))-v=0-v =0, also ist (—1) - v das Inverse

—v von v.

4.3 Definition

Eine Teilmenge U C V eines Vektorraums V' heifit Unterraum, wenn (U, +) eine Untergruppe
von (V,+) ist und fiir alle A € K und u € U stets A - U € U gilt.

4.4 Lemma

Eine nichtleere Teilmenge U C V' eines Vektorraums V' ist genau dann ein Unterrraum, wenn

fir alle A\, p € K und w,v € U stets A-u+ p-v € U gilt.

Beweis

Sei U ein Unterraum von V. Fir A\, u € K und u,v € U gilt dann A - u,pu-v € U. Da (U, +)
eine Gruppe ist, folgt daher A-u+ p-v € U.

Sei nun U C V eine nichtleere Teilmenge mit A\ - u+ p-v € U fir alle \, p € K und u,v € U.
Fir A = 1 und g = —1 folgt insbesondere u — v € U fiir alle u,v € U — d.h. (U, +) ist ein
Untergruppe von V. Mit v =0 gilt A -u € U fiir alle A € K und v € U.

Bemerkung

Ein Unterraum U eines K-Vektorraums V ist selbst ein K-Vektorraum.
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Beispiel

1. Sei V.= K" Dann ist U = {(a,...,a) | a € K} ein Unterraum. Fiir n =2 und K =R

ist U eine Winkelhalbierende des Koordinatensystem.
2. Sei V={f:R*" — R™}. Dann ist U = {f € V| f stetig} ein Unterraum.

3. Sei V ein K-Vektorraum und v € V. Dann ist Kv = {A-v | A € K} ein Unterraum, da
Kv # () sowie uy,us € Kv=>u; = Aj-vund ug = Xy v => g1 - (A1 - 0) + o - (Mg -v) =
(1 - A1+ 2 - Ag) v € K.

4.5 Satz

Sei V' ein Vektorraum. Dann ist ein Schnitt beliebig vieler Unterrdume von V' wieder ein

Unterraum.

Beweis

Sei {U; | i € I} eine Menge von Unterrdumen und S = (| U;. Man wihle u,v € S und
iel
A, p € K beliebig. Dann gilt u,v € U; = A-u+p-v e U; firallet e I, dh. \-u+p-veSs.

4.6 Definition

Sei V' ein K-Vektorraum. Dann heifit eine Summe > A;-v; mit \; € K eine Linearkombination
i=1
der Vektoren v; € V.

4.7 Satz / Definition

Sei M # () eine Teilmenge M C V des Vektorraums V. Dann ist (M) = {d_ X\ -v; | 0 <
i=1
n €N, \; € K und v; € M} der kleinste Unterraum, der M enthélt. Man nennt (M) das

Erzeugnis von M.

Beweis

Offenbar gilt (M) # 0 sowie \,u € K, u,v € M = X-u+ p-v € M. Damit ist (M) ein
Unterraum. Mit A\; =1 und \; = 0 fiir alle ¢ # j gilt v; = > \; - v;, also M C (M).
i=1
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Sei nun U ein Unterraum mit M C U. Wegen Lemma 4.4 liegt jede Linearkombination der
Vektoren aus M wieder in U, d.h. (M) C U. Damit ist (M) der kleinste Unterraum, der M
enthélt.

4.8 Definition

Sei V ein Vektorraum. Dann ist Uy + ...+ U, = (U; U...UU,) die Summe der Unterrdume
Uy,...,U, von V.

Bemerkung

Die Summe U; + ...+ U, besteht aus allen Elementen der Form u; + ... + u, mit u; € U;.

Beweis

m
Ein Element v € U + ...+ U, ist eine Linearkombination »_ \; - v; mit v; € Uy U...UU,. Es
i=1

folgt D Ni-vi= >, N-vi+...4+ >, A-v. Dabeigilt > A -v; = uy fiir ein u; € Uj.
=1

z v; €U v; €Un v;€Uj

4.9 Definition

Sei V ein Vektorraum. Dann heifit eine Teilmenge M C V mit (M) =V ein Erzeugendensys-
tem von V. Ein Erzeugendensystem M C V heifit minimal, wenn (M ) €V fiir alle M CM
gilt.

Beispiel

Sei V = K?. Wegen (a,b) =a-(1,0) +b-(0,1) fiir (a,b) € V ist V = ({(1,0),(0,1)}).

4.10 Definition

Sei V ein Vektorraum und vy, ..., v, € V. Dann heiflen die Vektoren vy, ..., v, linear abhéngig,
n n

wenn eine nichttriviale Linearkombination Y \; - v; = 0 existiert. Die Summe Y \; - v; heifit
i=1 =1

nichttrivial, wenn es ein ¢ = 1,...,n mit \; # 0 gibt. Sind vy, ..., v, nicht linear abhéngig, so

heiflen sie linear unabhéngig.
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Eine endliche Teilmenge {v1, ..., v,} C V heifit linear unabhingig, wenn die Vektoren vy, ..., v,
linear unabhéingig sind. Eine beliebige Teilmenge M C V heifit linear unabhéngig, wenn jede

endliche Teilmenge von M linear unabhéingig ist.

Bemerkung

Jede Teilmenge M C V eines Vektorraums V mit 0 € M ist wegen A -0 = 0 fiir alle A € K

linear abhéngig.

Beispiel

Sei V = K?mit u=(1,0), v = (0,1) und w = (1,1). Wegen 0 = a-(1,0)+b-(0,1) = (a,b) =
a=0Ab=0sind v und v linear unabhéngig. Wegen u + v — w = 0 sind u, v und w linear

abhingig.

4.11 Lemma

Sei M ein Erzeugendensystem des Vektorraums V. Dann sind dquivalent:

1. M ist minimales Erzeugendensystem.

2. M ist linear unabhéngig.

Beweis

1 = 2 Sei M linear abhéngig. Daher gibt es verschiedene Vektoren myq,...,m, € M mit
> Aim; =0 und 0.B.d.A. \; # 0. Es folgt

=1

d.h. my € (M \ {my}). Damit ist (M \ {m}) = (M) =V mit M\ {m,} € M, d.h. M ist kein

minimales Erzeugendensystem.

2 = 1 Sei M kein minimales Erzeugendensystem. Wir betrachten M C M mit m € M und
m & M sowie (M) = V. Es folgt insbesondere m € (M), d.h. es existicren my, ..., m, € M C
M mit

m=Mm;+...+Aym, < (=1)m+ X \m; +...+ A\, m, =0.

Daher ist M linear abhéngig.
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4.12 Lemma

Sei die Teilmenge M C V des Vektorraums V linear unabhéngig und v € V. Dann sind

dquivalent:

1. v¢g (M)

2. M U {v} ist linear unabhéngig.

Beweis

1 = 2 Sei M U{v} linear abhéngig, d.h. es existiere eine Linearkombination Av+)_ \;m; =0
i=1
mit m; € M und \; # 0 fiir ein 1 < 57 < n. Da M linear unabhéngig und A; # 0 ist, gilt dann
> Aim; # 0 —also A # 0. Es folgt
i=1
. N
2

S,
\/

=1

2 = 1Seive (M), dh v=> \m; fir m; € M. Dann ist

=1

—1) v+ i )\z my;,
=1

d.h. M U {v} ist linear abhéngig.

4.13 Definition

Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem B C V eines Vektorraums V' heifit Basis.

4.14 Satz
Sei V' ein Vektorraum und B C V. Dann sind dquivalent:

1. B ist ein minimales Erzeugendensystem von V.
2. B ist eine Basis von V.
3. B ist eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von V.

4. Jedes Element v € V' hat eine eindeutige Darstellung als Linearkombination von Vekto-

ren aus B.
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Beweis

1 < 2 Die Behauptung folgt mit Lemma 4.11 und Definition 4.13.

2 = 3 Sei B eine linear unabhéngige Teilmenge von V', die nicht maximal ist. Dann existiert
ein v € V, so dass B U {v} linear unabhéngig sind. Nach Lemma 4.12 ist v ¢ (B), also

(B) C V. Damit ist B kein Erzeugendensystem und somit keine Basis.

3 — 2 Sei nun B eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von V. Dann ist B U {v} fiir

alle v € V linear abhéingig. Nach Lemma 4.12 ist v € (B), d.h. (B) = V. Daher ist B eine

Basis von V.

2 = 4 Jeder Vektor v € V ist eine Linearkombination v = Y A; b; von Elementen b; aus
i€l

B. Wir betrachten nun eine weitere Darstellung v = > u; b;. Setze \; = 0 fir i € J \ I und

ieJ

w; =0 fir i € I'\ J. Dann folgt
O=v—v=> Nb— Y pb=Y (\—pm)b.
ieluJ 1eluJ i€lUj

Da B linear unabhéngig ist, erhdlt man \; — y; = 0 <= \; = p; fiir alle ¢ € T U J. Also hat v

die eindeutige Darstellung v = > \; b;.
i€I0J

4 —> 2 Da jeder Vektor v € V eine Darstellung als Linearkombination von Elementen aus B

hat, ist B ein Erzeugendensystem von V.

Seien nun by,...,b, € B beliebig mit Y \;b; = 0. Da die Darstellung > 0-b; = 0 € V
i=1 i=1
eindeutig ist, folgt \; = 0 fiir alle 1 < ¢ < n. Damit ist B linear unabhéngig.

4.15 Satz

Jeder endlich erzeugte Vektorraum V' besitzt eine Basis.

Beweis

Sei V' = (M) das Erzeugnis der endlichen Menge M. Dann existiert eine minimale Teilmenge
B C M mit (B) = (M) = V. Nach Satz 4.14 ist dann B eine Basis.

Bemerkung

Mit Hilfe des Zornschen Lemmas kann man zeigen, dass auch unendlich erzeugte Vektorrdume

stets eine Basis besitzen. Das Zornsche Lemma ist dquivalent zu dem Auswahlaxiom.
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Beispiel

1. Sei 0 <neNund ej = (A1,...,A,) € K" mit \; =1 und A\; = 0 fiir ¢ # j. Dann ist
{e1,...,ent ={(1,...,0),...,(0,...,1)} die Standardbasis von K.

2. Es ist {(0,1),(1,0)} die Standardbasis von K?2. Eine weitere Basis ist durch B =
{(1,0),(1,1)} gegeben: Wegen v € K? = v = (a,b) = (a —b) - (1,0) + b (1,1) fiir
a,b € K ist B ein Erzeugendensystem von K2 und wegen (0,0) =a - (1,0) +b- (1,1) =
(a+b,b) = b=0=a =0 ist B linear unabhéngig.

3. {z'| ¢ € N} ist eine Basis fiir den Vektorraum aller reellen Polynome.

4.16 Satz (Austauschsatz von Steinitz)

Sei B = {by,...,b,} eine Basis des Vektorraums V. Seien weiter aj,...,a; € V linear
unabhéngig. Dann gilt £ < n und fiir eine geeignete Permutation © € S, ist {aq,...,as,
br(kt1), - - > br(n)} €ine Basis von V.

Beweis

Wir zeigen die Aussage durch vollstandige Induktion iiber k.

Zunéachst untersuchen wir die Menge {a;}. Dann gilt offenbar £ < n. Mit (B) =V ist a1 =
Al b+ ...+ A\, by, fiir Ay € K. Da {a;} linear unabhéngig ist, gilt a; # 0. Daher existiert
ein 1 < j <nmit \; # 0.

Man betrachte nun B = {a1,b1,...,bj_1,bj41,...,b,}.

Wegen . \ \
bj:—~a1——1-b1—...— i1

by Y by

J

gilt b; € B, dh. (B) = (BU{b;}) = (BU{a1}) = V.

Ajs1 An
).

J

by —

Selnunual—i—ulbl—i——|—uj,1bj,1—0—,uj+1b]+1+—i—unbn:O Mit alzz:)\lbl fOlgt
i=1

0 = p-ar+pr b4+ p1-0j1+ pjpr - bjpr + .o+ iy - by
= M'(Z)\z"bz)+N1'b1+-~-+ﬂj—1'bj—1+ﬂj+1'bj+1+...+un'bn
=1
= (p- At ) bt (e Ao+ 1) - bjor e Ay - by

+ (1 A 1) i+ (e A ) < b
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Da B linear unabhéngig ist, folgt p- A\; + p; = 0 fiir 2 # j und p - A\; = 0. Mit A\; # 0 folgt
1= 0 und damit u; = 0 fiir ¢ # j.

Insgesamt ist also B ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem — d.h. eine Basis — von V.

Nun gelte fiir jede linear unabhéngige Teilmenge {ay, ..., ax_1} stets k—1 < n und es existiere
eine Permutation § € S, so dass {a1, ..., ar_1,b50), - - -, bsn)} €ine Basis von V ist. Seien dann
ai,...,ar € V — also insbesondere ay,...,a;_1 — linear unabhéngig.

Nach Annahme gilt k—1 < n. Daay,...,ar € V linear unabhéngig sind, ist {ay, ..., ax_1} kei-
ne maximale linear unabhéngige Teilmenge — d.h. keine Basis — von V. Da aber {a4, ..., a1,
bs(kys - - - bsn) } eine Basis von V' ist, gilt ‘{bg(k), o ,bg(n)H >1-dh k<n.

Wegen ({a1,...,ar-1,b5(),---,bsm)}) = V gibt es Skalare \; € K mit ap = Ay - a1 + ... +
Ak—1* Ap—1 + A - bsey + ...+ A - b5y Da aq,...,ap € V linear unabhéngig sind, gilt a, ¢
({a1,...,a,_1}). Daher existiert ein £ < j < n mit \; # 0.

Wir betrachten nun B = {ar, - g, bsiys - - - bs(j—1), bs(j+1)s - - - Do) }-

Wegen
Ao
bs(y) = —-ap—2L-aq—...— L. g
5(5) N R TN M by k—1
PV _ LY N N VS R N _
X bty =T sy — T DaGey = 5 bat)

ist bs(jy € (B). Also folgt (B) = (BU {bs;»}) = ({ar, -, ar—1, b5, - -, bsgmy } U {ar}) = V.

Sei weiter py - ay + ...+ g1 Qg1+ p Qg+ pg - by + o+ o1 bsio1y + g1 - sy + -
k—1 n

T+ - b(;(n) = 0. Mit a;, = Z Aia; + Z Ai - bg(i) folgt
=1 i=k

0 = i ar+ ...+ pg1- a1+ p-ag+ pg - by + -+ pri1 - bsi-1)
Tt Osany + e Ds)
= Ml'a1+--~+ﬂk—1'ak—1+ﬂ'(lzzllAi'ai‘{'é)\i'bé(i))
+ g Doy + oo+ g1 bsi1y T+ prn - bsGrn) - i D)
= (m+p-A)-ar+...o+ (g1 + - Ag—1) - Qg1
(et M) bsgey - (o1 e Ajoa) - bsgiony + e Ay - b
+ (g1 o Aja) - Dsgrny + o (i + 10 An) - sy

Da nun {ay,...,ax—1,b50), - - -, bsm)} linear unabhéngig ist, folgt p; + - A; = 0 fiir ¢ # j und

- A = 0. Mit A\; # 0 folgt 1 = 0 und damit p; = 0 fiir 7 # j.
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Insgesamt ist B eine Basis von V. Setzt man dann w(i) =600 —1) fur k+1 <4 < jund
m(i) = 0(i) fir ¢ > j, so erhdlt man B = {ar, ... ak, brerr), - by }-

4.17 Korollar

Je zwei endliche Basen eines Vektorraums haben die gleiche Méchtigkeit.

Beweis

Sei A ={ay,...,ax} und C = {by,...,b,} Basen des Vektorraums V. Da A und B dann linear
unabhéngig sind, folgt mit Satz 4.16 stets £ < n und n < k. Daher gilt k£ = n.

4.18 Definition

Sei B = {by,...,b,} eine Basis des Vektorraums V. Dann héngt n nur von V' ab und heifit

Dimension von V. Man schreibt dim V' = n.

Hat V' keine endliche Basis, so schreibt man dim V' = oc.

Beispiel
1. Die Menge {0} ist linear abhéngig. Daher gilt dim {0} = 0.
2. Sei K ein Koérper. Dann ist dim K™ = n.

3. Sei V' die Menge der reellen Polynome. Dann gilt dim V' = oo.

4.19 Lemma

Sei dimV < oo und U C V ein Unterraum. Dann gilt dim U < dim V mit dimU = dimV <
Uu=V.

Beweis

Da U selbst ein Vektorraum ist, besitzt U eine Basis B. Dann ist B eine linear unabhéngige
Teilmenge von V und nach Satz 4.16 gilt dimU = |B| < dim V.

Fiir dimU = dim V' ist B schon eine Basis von V', d.h. U = (B) = V. Fir U = V gilt offenbar
dimU =dim V.
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4.20 Satz (Dimensionssatz fiir Unterrdume)

Seien U und W endlich-dimensionale Unterrdume eines beliebigen Vektorraums V. Dann gilt
dimU +dim W = dim(U N W) + dim(U + W).

Beweis

Nach Satz 4.5 ist UNW ein Unterraum. Sei dann A = {ay, ..., a,,} eine Basis von UNW. Als
Teilmenge UNW C U ist UNW ein Unterraum von U. Daher ldsst sich A nach Satz 4.16 zu
einer Basis {ay,...,am,u1,...,u,} von U ergénzen. Analog ist {ai,...,am,w,...,ws} eine

Basis von W.

Nun untersuchen wir B = {ay, ..., am, U1, ..., Up, Wy, .., ws}. Offenbar gilt v € (B) <= v =
S

N+ > i ui+ > 0w <—velU+W,also (B)=U+W.
i=1

=1

=1

Sei nun - ) .
(%) ZaiGiJrZﬁiui-i—Z%wi:O
i=1 i=1 i=1

fiir Skalare oy, 3;,7; € K. Setze

(x%) v = iai a; —i—iﬁi U,
i=1 i=1

d.h. v € U. Dann folgt aus (*) weiter

s
v = — E Yi Wi,
i=1

d.h. v € W und daher v € U N W. Damit ist v eine Linearkombination der Basisvektoren
ai,...,a, von UNW. Da aber eine Basisdarstellung eindeutig ist, folgt aus (xx*) somit 3; = 0
firl <q<r.

Aus (%) ergibt sich daher
ZO&Z‘ a; +Z% w; = 0.
i=1 i=1

Dies ist aber eine Linearkombination der Basisvektoren von W, d.h. a; = 0 fiir 1 <7 < m

und 7, =0 fiir 1 < <s.

Insgesamt ist also B eine Basis von U + W und es folgt dimU +dimW =m +r+m+ s =
dim(U NW) + dim(U + W).
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5 Koordinaten und Matrizen

5.1 Definition

Seien V und W Vektorrdume {iber K. Eine Abbildung ¢ : V. — W heifit Homomorphismus

oder lineare Abbildung, wenn gilt:

1. p(u+v) =@(u) + ¢(v) fir alle u,v € V

2. o(A-v)=X-pv) firallev e Vund A € K

Bemerkung

1. Eine lineare Abbildung ¢ : V. — W ist wegen @(A-v) = X - ¢(v) nur fiir Vektorrdume

iiber dem gleichen Skalarenkorper definiert.
2. Fiir eine lineare Abbildung gilt ¢(0) = ¢(0-v) =0-p(v) = 0.

3. Die Bezeichnungen fiir lineare Abbildungen sind dquivalent zu den Bezeichnungen fiir

Gruppen- und Ringhomomorphismen.

Beispiel
1. p:veVi— 0 W ist linear
2. p:v €V i c-v eV fiir ein festes ¢ € K ist wegen

(a) p(v+w) =c(v+w) =cv+ cw = p(v) + p(w)
(b) p(Av) = c(Av) = A(cv) = Ap(v)

linear.

3. Fir V={f:R—R}ist p: f €V — f(0) € R linear.

Bemerkung

Wir betrachten nun eine Basis B = {vq,...,v,} des Vektorraums V mit festgew#hlter Rei-

henfolge vq, ..., v,.
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5.2 Definition

Sei vy, ..., v, eine Basis des Vektorraums V. Fiir alle v € V gibt es eindeutig bestimmte Skalare
ALy Ay mit v = > A\w;. Man nennt Ay, ..., A, die Koordinaten und (Aq,...,\,) € K™ den
i=1

Koordinatenvektor von v.

Beispiel

Sei V' = R? mit der Basis v; = (1,0) und v, = (1,1) gegeben. Der Vektor (a,b) € V hat dann
wegen (a,b) = (a — b) v1 + bvy den Koordinatenvektor (a — b, b).

5.3 Definition / Satz

Sei vy,...,v, eine Basis des K-Vektorraums V. Die Abbildung ¢ : V' — K" sei definiert

durch ¢(v) = (Ay,..., A,) fiir v = > A\jv;. Dann heifit ¢ Koordinatenabbildung und ist ein
i=1

Isomorphismus.

Beweis

Da die Basisdarstellung eines Vektors v € V eindeutig ist, ist ¢ wohldefiniert. Sei dann
v=> Nv;und w =Y pv;.

Es folgt
plo+w) = (3 Avi+ D i) = oo (N + i)
= MA A m) = O ) (e, i)
= o Av) Fo(dopiv) = () +o(w)
und

pAw) = o> i) = o3 (M)
= (A1, M) = N (1, ey fin)

= Ap(X pivi) = Ap(w)
Die Bijektivitét ist offensichtlich.
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Beispiel

Sei V der Vektorraum der reellen Polynome p € R[z] mit grad p < 2. Dann ist v; = 2%, vy = 2!
und vz = 22 eine Basis. Dann gilt fiir die Koordinatenabbildung (1722 +3x—5) = (=5, 3,17).

5.4 Satz
Seien vy, ...,v, und vy,...,v, Basen eines Vektorraums V mit v = Y a;v; fir 1 < k < n.
i=1
Fir v € V seien (A, ..., A,) und (Aq,. .., A,) die Koordinatenvektoren bzgl. der verschiedenen
Basen. Dann gilt \; = > ag\y fiir 1 <4 < n.
k=1
Beweis

Esgilt v=> ANv;und v =) X;ﬁk Mit v = > azv; folgt
i=1 k=1 i=1

n n o n o n
SAvi = vo= > ANk = > M <Z aikvi>
i=1 k=1 k=1 i=1
n o n . no o n
= > > ARG = D> Ak
k=1i=1 i=1 k=1
n n
= Z Z kazk>
Da die Darstellung von v bzgl. der Basis vy, ..., v, eindeutig ist, liefert ein Koeffizientenver-

gleich \; = Z azk)\k

=1

5.5 Definition

Sei R ein Ring und m,n € NT. Dann ist eine (m x n)-Matrix A eine Abbildung (i,j) €
{1,...,m} x{1,...,n} — a;; € R. Man schreibt

a1 Q2 - Qip

Q21 Q22 -+ Q2
A=

Am1 Am2 - Amn

Fiir m = n heifit A quadratisch. Die Transponierte A* von A ist eine (n x m)-Matrix

aixz a1 - Qml

a2 A22 -+ Qm2
Al =

A1n Aon - Amn
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Fiir m = n ist eine Diagonalmatrix durch

ainn - 0 a1
A = E S . E e
0 Tt Qpp Apn
definiert. In diesem Fall wird A fir a1 = ... = a,, = 1 als Einheitsmatrix 1,, bezeichnet.

Bemerkung

Im Folgenden beschreiben wir die Koordinaten von v = ) A\;u; durch einen Spaltenvektor
i=1

A1
ev) =1 :
An
Bemerkung
Sei vy, ..., v, eine Basis des Vektorraums V und seien vy = > agv; fiir 1 < k < n weite-
i=1
re n Vektoren. Dann bilden die Vektoren v1,...,v, genau dann eine Basis, wenn sie linear

unabhéngig sind.

Da ¢ : V — K™ ein Isomorphismus ist, gilt

Z )\kvk =0<= Z )\k(p Uk Z )\k?}k =0.

Daher sind die v}, genau dann linear unabhéngig, wenn die Spaltenvektoren

A1

linear unabhéngig sind. Es ist also zu entscheiden, ob die Spalten der Matrix

a1;p - Qin

linear unabhéngig sind.

5.6 Definition

Sei A eine (m x n)-Matrix iiber einem Kérper K. Der Rang von A ist die Méchtigkeit einer

maximalen Menge linear unabhéngiger Spalten von A. Man schreibt rang A.
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Bemerkung

Da die Spalten einer (m x n)-Matrix A eine Teilmenge M C K™ sind, hingt der rang A von

dem gewdhlten Skalarenkorper ab.

5.7 Lemma

Der Rang einer Matrix A ist die Dimension des von ihren Spalten erzeugten Unterraums von
K™,

Beweis

Die Spalten einer (m x n)-Matrix iiber einem Korper K bilden einer Teilmenge M C K™. Sei
nun S eine maximale linear unabhingig Teilmenge S C M. Dann ist S auch eine maximale

linear unabhéngige Teilmenge von (M), d.h. eine Basis von (M). Daher gilt dim(M) = |S)|.

5.8 Lemma

Sei M C V eine Menge von Vektoren in einem endlich-dimensionalen Vektorraum V. Die

Menge M entstehe durch Anwendung einer der folgenden Operationen:

1. Man ersetzt ein v € M durch Av fiir 0 # X € K.

2. Sei u,v € M. Man ersetzt u durch u 4+ \v fiir A € K.

Dann gilt (M) = (M).

Beweis

1 Da K ein Kérper und X # 0 ist, existiert +. Es folgt v = $Av € <JT4/>, d.h. (M) C <ZT/[/>

Wegen \v € (M) gilt aber auch (M) C (M).

2 Analog zu 1 gilt u,v € M = u+ Av € (M) = (M) C (M) und u + Av,v € M = u =

w+ v — v € (M) = (M) C (M).

5.9 Satz (elementare Spaltenoperationen)

Der Rang einer Matrix #éndert sich nicht, wenn man folgende Operationen auf die Matrix

anwendet:
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1. Man multipliziert eine Spalte mit 0 # A € K.
2. Seien v und v Spalten. Man ersetzt u durch u + v fiir A € K.

3. Man vertauscht zwei Spalten.

Beweis

Sei M C K™ die Menge der Spalten der (m x n)-Matrix A. Dann ist rang A = dim(M). Nach
Lemma 5.8 folgt 1 und 2. Da die Elemente einer Menge unabhéngig von der Reihenfolge sind,
gilt 3.

5.10 Definition / Bemerkung

Unter dem Zeilenrang einer Matrix A versteht man die maximale Anzahl linear unabhéngi-
ger Zeilen. Der Zeilenrang von A entspricht daher rang A’, d.h. Satz 5.9 gilt sinngeméi8 fiir

elementare Zeilenoperationen.

Beispiel

Wir untersuchen den Zeilenrang von

1 3 —4 3 1 3 —4 3
3 9 -2 -11 10 —20
A= —
4 12 -6 —6 10 —18
2 6 2 —10 10 —16
1 3 —4 3 1 3 —4 3
10 —20 10 —20
—_— —_—
2 2
4

Es gilt also rang A = 3.

5.11 Definition

Sei A = (a;;) fir 1 <i <mund 1 < j < neine (m x n)-Matrix. Fiir 1 < i < m sei k; maximal
mit a;; = -+ = az, = 0. Setze k; = 0, falls fiir alle Eintrége der i-ten Zeile a;; = 0 gilt. Es

gelte nun k; < k;oq fiir k; < n und k; = k;1q fiir k; = n. Dann heifit A in Zeilenstufenform.
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5.12 Satz (Gaufl-Algorithmus)

Jede Matrix lasst sich durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform bringen.

Beweis

Sei die Matrix A gegeben. Wir unterscheiden nun 2 Félle:

1 In der ersten Spalte kommt ein von 0 verschiedenes Element vor.

0
21

a3

Am1

Durch Vertauschung entsprechender Zeilen bringen wir dieses Element in die linke obere Ecke

der Matrix.
a1

0

a3

Am1
Durch Substraktion geeigneter Vielfacher der ersten Zeilen von den anderen Zeilen erreicht

man, dass in der ersten Spalte alle Eintrige auler dem obersten gleich 0 sind.

a1
0
0

0
Dann streichen wir die erste Zeile sowie die erste Spalte und beginnen erneut.

2 In der ersten Spalte sind alle Eintrége gleich 0. Dann streichen wir die erste Spalte und

beginnen erneut.

5.13 Satz

Die Matrix A sei durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform gebracht. Dann

ist der Zeilenrang von A die Anzahl der vom Nullvektor verschiedenen Zeilen.
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Beweis

Sei 0.B.d.A.
a b c d

Wegen 0 = « - (a,b,¢,d) + (- (0,0,e, f) +v-(0,0,0,9) = a=0= =0= v =0sind
die ersten drei Zeilen linear unabhéngig. Da die vierte Zeile der Nullvektor ist, ist dies die

maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilen.

5.14 Satz

Elementare Zeilenoperationen dndern nicht den Spaltenrang einer Matrix und elementare Spal-

tenoperationen dndern nicht den Zeilenrang einer Matrix.

Beweis

Es geniigt fiir eine Matrix A die erste Aussage zu zeigen. Die zweite Aussage folgt aus der

Betrachtung von A*. Sei nun 0.B.d.A.
A=)
c d

Der Spaltenrang von A dndert sich genau nicht, wenn die lineare Unabhéngigkiet bzw. lineare

Abhéngigkeit der Spalten nicht beeinflusst wird. Dabei sind die Spalten

b
¢ und
c d
genau dann linear abhiingig, wenn es ein (0,0) # (z,y) € K? mit
a N b 0
c d 0
gibt. Dies entspricht dem Gleichungssystem ()

r a + y b =
xr c +y d =0

Die Behauptung folgt, da (x) dquivalent zu
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r a + b =
2.
r A a + A b =
T c + d =
3.
x a -+ b =
r ANa + ¢ +y ANb+ d =
ist.
5.15 Satz

Durch eine Folge geeigneter elementarer Zeilen- und Spaltenoperationen lésst sich jede Matrix

auf die Form

bringen. Fiir R = (a;;) mit 1 <7 <m und 1 < j < n existiert dann ein » < m und r < n, so

dass a; = 1 fiir 1 <7 < r und sonst a;; = 0 gilt.

Beweis

Sei eine (m x n)-Matrix gegeben. Durch elementare Zeilenoperationen erhédlt man eine Zeilen-

stufenform.
12

Durch Multiplikation der Zeilen mit geeigneter Faktoren erreicht man, dass jeweils der erste

von 0 verschiedene Eintrag 1 ist.
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Sei j die Position dieser 1 in der ersten Zeile. Durch Addition geeigneter Vielfacher der j-ten
Spalte zu den Spalten an der Postion i > j erreicht man, dass in der ersten Zeile alle Eintrage

an einer Position ¢ # j gleich 0 sind. Analog verfahrt man sukzessive mit den folgenden Zeilen.

1

Durch Vertauschung geeigneter Spalten erhélt man die gewiinschte Form.

1
1
1
Beispiel
1 3 -4 3 1 3 —4 3 13 -4 3
3 9 =2 —-11 10 —20 1 -2
— —
4 12 -6 —6 2 1
2 6 2 —-10
1 1
1 1
— —
1 1

5.16 Korollar

Der Zeilen- und Spaltenrang einer Matrix stimmt {iberein.

Beweis

Nach Satz 5.14 lassen die Operationen in Satz 5.15 Zeilen- und Spaltenrang einer Matrix
unverindert. Satz 5.15 liefert aber eine Matrix, in der offensichtlich Zeilen- und Spaltenrang

ubereinstimmen.
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6 Matrizenraum und Matrizenring

6.1 Definition

Die Menge aller (m xn)-Matrizen iiber einem Ring R bezeichnet man mit R™*" oder M,,x,(R).
Weitere Schreibweisen sind Mat,, ,(R) und M (m,n, R).

6.2 Definition / Lemma
Sei K ein Kérper. Dann definiert man auf M = M,,.,(K) eine Addition durch (a;;) + (b;j) =

(a;; + bi;), so dass (M, +) ein abelsche Gruppe bildet. Durch A - (a;;) = (X - a;;) wird M zu

einem K-Vektorraum mit dim M = m - n.

Beweis

Da die Addition komponentenweise definiert ist, folgen die Gruppenaxiome aus den Eigen-

schaften von K. Analog zeigt man, dass M einen Vektorraum bildet. Sei dann
B(z,y) = € Mysn(K)

eine Matrix mit b,, = 1 und b;; = 0 sonst. Danun B = {B(z,y) |1 <z <mA 1<y <n}
eine Basis von M bildet, folgt dim M = |B| =m - n.

6.3 Definition

Sei (aix) € Myxn(K) eine (m x n)-Matrix und (by;) € M, «,(K) eine (n x p)-Matrix. Dann
ist ein Produkt (ai;) - (bg;) = (¢ij) € Myxp(K) durch

n
Cij = E ik brj
k=1

definiert.

48



Beispiel

Es gilt
1 2
1 2 4 3 16
1 0 2 1 8
0 3
mit etwa
1
(1 0 2)- 1 =1-140-142.0=1.
0
6.4 Satz

Fiir das Matrixprodukt gilt:

1. (AM)B = A(AB) = A(AB) fiir A € K
2. A(B+C)=AB+ AC und (A + B)C = AC + BC
3. (AB)C = A(BC)

4. (AB)! = B'A!

Beweis
1 Sei A = (ay,) € K™, B = (by;) € K™? und A € K. Dann gilt

OB = (-faw) - () = (h-au)- (biy)
- (é()\-aik)bkj) - (A-éaikbkj)
- A-(éaikbkj) — A-(4B)
und analog A(\B) = A(AB).

2 Sei A = (ai) € K™ und B = (by;), C = (cj) € K™*P. Dann folgt

AB+C) = (ai)- ((bry) + (cxj)) = (a) - (brj + cxy)
= (kz: air,(brj + cxj)) = (é @ikbrj + @ircCr;)
= (é airbrj) + (é aircrj) = AB+ AC.
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Analog gilt (A+ B)C = AC + BC.
3 Sei A = (aix) € K™, B = (b;) € K™ und C = (¢;;) € KP*". Dann folgt

(AB)C' = (kijlaikbkj)(le) - (jZi:(ki airDi;)c51)
= (Apléa,»kbkjcﬂ) (é il irbr;Cjt)
= (iaik(ébkjcﬂ)) - (a,k)(é brjcji)

=1

o

— A(BO).

4 Sei A = (a;) € K™™ und B = (by;) € K™P. Dann ist A" = (ay;) € K™™ und B* =

(b]k) € KP*™ mit akl = q;, und bjk = bk]

Sei weiter AB = (¢;;) € K™ und B'A" = (d;;) € KP*™ — d.h. es ist (AB)" = B'A" genau
dann, wenn ¢;; = dj; fir alle 1 <7 <mund 1 < j < p gilt. Es folgt

n n n
Cij = E aikbkj = E akibjk = E bjkaki = dji-
k=1 k=1 k=1

6.5 Korollar

Sei K ein Kérper. Dann bilden die quadratischen Matrizen A € M = M,,«,(K) einen Ring,

der fiir n > 2 nicht kommutativ ist.

Beweis

Nach Lemma 6.2 ist (M,+) eine abelsche Gruppe. Das Matrixprodukt ist weiter fiir alle

quadratischen Matrizen wohldefiniert. Dabei ist die Einheitsmatrix wegen
1, -A= - (a;5) Z dinagj) = (a;;) = A

das neutrale Element. Die weiteren Ringeigenschaften folgen aus Satz 6.4.

Fir n > 2 existieren Matrizen A = (a;;), B = (bj;) € K™ mit a12 = by; = 1 und sonst

Q5 = 0 bzw. bij =0. Es fOlgt

AB = <1 1 |=BA
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6.6 Definition

Eine Matrix A € M, (K) heifit invertierbar, wenn eine Matrix B € M, «,(K) mit AB = 1,
existiert. Man schreibt dann B = A~ L.

7 Lineare Abbildungen und Matrizen

Bemerkung

Seien V und W Vektorrdume mit V' # {0} und sei ¢ : V.— W eine lineare Abbildung. Sei
weiter B eine Basis von V. Dann ist jeder Vektor v € V' eine eindeutige Linearkombination
v = > \;b; von Vektoren b; aus B, d.h. es gilt ¢(v) = > X\ip(b;). Daher gilt:

i=1 i=1

1. Eine lineare Abbildung ist durch die Bilder der Basisvektoren hinreichend definiert.

2. Jede Abbildung B — W einer linear unabhéngigen Menge B in einen Vektorraum W

ldsst sich zu einer linearen Abbildung (B) — W fortsetzen.

7.1 Lemma

Sei p : V — W eine lineare Abbildung und V bzw. W ein Unterraum von V bzw. W. Dann

ist (V) ={p) |veV}baw. o} (W) ={v eV | p() € W} ein Unterraum von W bzw.
V.

Beweis

Sei wy,wy € (V). Dann gibt es vy,vy € V mit ¢(v1) = w; und p(ve) = wy. Es folgt
)\1 s Wy + )\2 s Wo = )\1 : 90(1)1) +)\2 : 90(’02) = 90()\1 -V + )\2 . 1)2). Wegen )\1 -1+ )\2 - Vg € \% gllt
damit Ay - wy + Ay - wy € (V).

Sei nun vy, vy € 1 (W), d.h. es gilt p(v1), p(v2) € W. Es folgt (A1 v +Aa-vg) = Ay -o(v1) +
Ay p(v2) € W, also Ay -vp + Ao - v € @ H(W).

7.2 Definition / Bemerkung

Sei  : V' — W eine lineare Abbildung. Dann ist Bild () = ¢(V) und Kern (¢) = ¢~ 1({0}).
Nach Lemma 7.1 ist Kern (¢) bzw. Bild (¢) ein Unterraum von V' bzw. W.
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7.3 Lemma

Sei ¢ : V. — W linear. Dann gilt: ¢ injektiv <= Kern ¢ = {0}.

Beweis

Sei ¢ injektiv und v € Kern ¢. Es folgt ¢(v) = 0 = ¢(0) und daher v = 0. Also gilt Kern
¢ ={0}.

Sei nun Kern ¢ = {0} und ¢(v) = ¢(w). Dann gilt 0 = ¢(v) — p(w) = (v —w), also v —w €
Kern . Damit ist v —w =0, d.h v = w.
7.4 Lemma

Sei ¢ : V. — W linear und M C V eine Teilmenge. Dann gilt o((M)) = (@(M)).

Beweis

Offenbar gilt (M) C ¢((M)). Nach Satz 4.7 ist (p(M)) der kleinste Unterraum, der ¢(M)
enthélt. Da nach Lemma 7.1 ¢((M)) ein Unterraum ist, gilt also (p(M)) C p((M)).

Sei nun v € p((M)), d.h. v = (> \im;) = A D o(my;) fir m; € M. Wegen ¢(m;) € (M)
folgt v € (p(M)), also p((M)) C (p(M)).
7.5 Satz (Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen)

Sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung mit dim V' < oco. Dann gilt dim V' = dim Bild ¢+ dim
Kern ¢.

Beweis

Sei by,...,b. eine Basis von Kern . Nach Satz 4.16 kénnen wir by, ..., b, zu einer Basis
bi,...,byc1,...,¢cs von V erginzen. Sei dann U = (c¢q,...,¢5). Wegen v € V <= v =
SNbi + > i = u+ w fir u € Kernp und w € U <= v € U + Kerngp gilt dann
V=U + Kernep.
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Mit Satz 4.20 folgt nun

dim(Kernp N U) = dimKerng 4+ dimU — dim(Kernp + U)
= dimKermny +dimU —dimV
r+s—(r+s)
= 0

und da fiir jeden Vektorraum W # {0} stets dim W > 0 gilt, erhilt man Kerny N U = {0}.

Man betrachte dann die lineare Abbildung ¥ : v € U —— ¢(u) € W. Wegen ¢(v) = 0 <=
veEKermnp N U <= v=0gilt Kern v = {0}, d.h. v ist injektiv. Daher ist ¢ : U — ¢(U)
isomorph und es folgt dim ¢(U) = dim U = s.

SchlieBlich gilt v € Bild ¢ = ¢(V) = p(Kern ¢ + U) <= v = p(u+w) = p(u)+p(w) = ¢(u)
fir u € U und w € Kern ¢ <= v € p(U), also dim Bild ¢ = dimp(U) = s. Damit ist
dimV =r + s = dim Kern ¢ 4 dim Bild ¢.

7.6 Korollar

Seien V und W Vektorrdume mit dim V' = dim W < oo und sei ¢ : V' — W linear. Dann ist
dquivalent:

1. ¢ ist injektiv

2.  ist surjektiv

3.  ist bijektiv

Beweis

1—2 Sei ¢ injektiv. Dann gilt nach Lemma 7.3 Kern ¢ = {0} und mit Satz 7.5 folgt dim
Bild ¢ = dimV — dim Kern ¢ = dim W — dim{0} = dim W. Wegen Bild ¢ C W gilt Bild
@ =W, d.h. ¢ ist surjekiv.

2=—-1 Sei ¢ surjektiv. Dann ist Bild ¢ = (V) = W und es folgt dim Kern ¢ = dim V' — dim
Bild ¢ = dim W — dim W = 0. Also ist Kern ¢ = {0}, d.h. ¢ ist injektiv.

1<=3 Sei ¢ injektiv. Dann ist ¢ surjektiv und damit bijektiv. Falls ¢ bijektiv ist, ist ¢ nach

Definition injektiv.
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7.7 Definition

Seien V' und W endlich-dimensionale K-Vektorrdume und « : V' — W linear. Weiter sei

A={ay,...,a,} bzw. B = {by,..., by} eine Basis von V bzw. W mit a(a;) = ) ¢;;b;. Dann
i=1

ordnen wir die Koeffizienten ¢y;, ..., ¢n; € K der j-ten Spalte der Matrix M, (A, B) zu.

Ci1 - Cin

Cm1 **° Cmn

wird als Darstellungsmatrix der linearen Abbildung « bzgl. der Basen A und B bezeichnet.

Beispiel

Seien
; (x>€]R2|—><6x_2y>€R2
Yy Tty
1 1 2 0

von R? gegeben. Wegen

und die Basen

und
(1)-() == (0)
« = =2-
1 2 1
ist
Ma<A,B>=( ’ 2)
-2 0
Bemerkung

Seien V' und W endlich-dimensionale K-Vektorrdume und M, (A, B) die Darstellungsmatrix
einer linearen Abbildung « bzgl. der Basen A = {ay,...,a,} bzw. B = {by,...,b,} von V
bzw. W. Seien weiter ¢ : V — K" und ¢ : W — K™ die Kooardinatenabbildungen von V'
und W bzgl. der Basen A und B. Dann gilt

Ma(AJ B) ’ gp(”) = I/J(OK(U))
fir alle v € V. Man erhalt also das Schema
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)

Beweis

Sei v € V mit v = ) \ja; und sei M, (A, B) = (¢;j), d.h. a(aj) = > ¢;;b;. Dann gilt
i=1

=1
A1
plo) =1 :
An
und es folgt
C11 e Cin Al j; Clj ’ )\J
My(A,B)-p(0)=| + .+ |-| + |=
Cml ' Cmn An Z Cmj - )\j
j=1
Andererseits gllt Oé(U) = OZ(Z /\jaj) = Z )\jOé(CLj) = Z )‘](Z Cijbfi) = Z( /\jcij)bi’ d.h.
j=1 J=1 J=1 =1 =1 j=1
POICTRRY
j=1
Y (a(v) = : = Ma(A, B) - ¢(v).
Z Cmj * )‘j
7j=1

Bemerkung

Sei A eine (m X n)-Matrix. Dann ist o : v € K" —— Av € K™ linear und wird bzgl. der
Standardbasen von K™ und K™ durch A dargestellt.

Beweis

Mit Satz 6.4 folgt folgt unmittelbar die Linearitdt von c. Sei nun A = (a;;) und ey, ..., e,
bzw. fi,..., fm die Standardbasis von K™ bzw. K™. Dann folgt die Behauptung aus a(e;) =

Z aijfi~
i=1
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7.8 Satz

Seien A = {vy,...,v,}, B = {wy,...,wy} und C = {z,...,2,} Basen der K-Vektorraume
V, W und Z. Seien weiter lineare Abbildungen o« : V. — W und § : W — Z mit den
Darstellungsmatrizen M, (A, B) und Mz(B, C) gegeben. Dann ist

Mgoa(A, C) = My(B,C) - Ma(A, B)

die Darstellungsmatrix von o a.

Beweis

Sei M, (A, B) = (a;j) und Mg(B,C) = (by;) sowie Mgoo(A,C) = (¢i;) fiir 1 <i<m, 1< j <

m p p
nund 1 < k < p. Damit gilt a(v;) = > a;;w;, Blw;) = brize und G o a(v;) = > cpjzk.
i=1 - k=1

k=1

Weiter folgt

p

Boa(vy) = B(a(vy)) = B asws) = Zaijﬂ(wi) = aii(O biz) = > O aijbra) .

i=1 i=1 k=1 i=1

Aus der Eindeutigkeit der Basisdarstellung erhélt man somit cx; = ) byay; fiiralle 1 <k <p

i=1
und 1 < j < n. Also gilt Ma..(A,C) = Mg(B,C) - M, (A, B).

7.9 Satz

Fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum V' ist die lineare Abbildung o : V' — W genau
dann ein Isomorphismus, wenn eine (und damit jede) darstellende Matrix von « invertierbar

ist. Insbesondere gilt dann fiir Basen A und B von V und W stets

Mo (A, B)™" = M,-1(B, A).

Beweis

1 Sei zunéchst a : V. — W ein Isomorphismus. Dann ist auch W endlich-dimensional mit

1

dim V = dim W. Weiter existiert das Inverse ! : W — V mit o™ o o = id.

Die Identitdt id wird bzgl. einer festgewihlten Basis A von V durch die Einheitsmatrix
Miq(A, A) = 1,, dargestellt. Nach Satz 7.8 folgt damit 1, = M,-104(A, A) = M, (B, A) -
M, (A, B). Also ist M, (A, B) invertierbar mit M, (A, B)™' = M,-1(B, A).

2 Sei nun die Darstellungsmatrix M = M, (A, B) der linearen Abbildung « invertierbar.
Insbesondere ist dann M quadratisch, d.h. es gilt dim V' = dim W.
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Fiir die Koordinatenabbildung v : W — K" gilt a(v) = 0 <= ¢(a(v)) = 0. Mit der
Koordinatenabbildung ¢ : V' — K™ folgt dann wegen v (a(v)) = M - ¢(v) auch a(v) =
0<= M-p(v)=0.

Damit gilt fiir v € Kern « stets ¢(v) = 1, - o(v) = MM - p(v) = M1.0=0 < v =0,
d.h. Kern o = {0}. Daher ist « injektiv und nach Korollar 7.6 bijektiv.

7.10 Definition / Bemerkung

Seien A und B zwei Basen eines Vektorraumes V. Dann wird die Basistransformation A — B
durch die Matrix P = Mq(A, B) beschrieben. Nach Satz 7.9 ist P invertierbar und wegen
id™' = id gilt P~' = Mq(B, A). Andererseits beschreibt jede invertierbare Matrix einen

Isomorphismus V' — V| der sich als Basistransformation interpretieren lésst.

7.11 Satz

Seien V und W endlich-dimensionale Vektorriume und seien A und A bzw. B und B Basen
von V bzw. W. Die Basistranformation A — A bzw. B — B sei durch eine Matrix P bzw.
() beschrieben. Dann gilt

M, (A, B) = Q"'M,(A, B)P

fiir eine lineare Abbildung o : V. — W.

Beweis

Fiir Basistranformationen gilt P = Mq(A4, A) und Q = Miq(B, B). Mit o = o o id und Satz
7.8 folgt dann

My(A, B) = Myoia(A, B) = My (A, B) - Mig(A, A) = M,(A, B) - P.
Mit a = id o«x ergibt sich weiter

My(A, B) = Migoo(A, B) = Mig(B, B) - Mo (A, B) = Q"' M, (A, B).

Zusammen folgt die Behauptung.

7.12 Korollar

Seien A und B Basen des endlich-dimensionalen Vektorraums V und sei o : V. —— V linear.
Die Basistranfsormation A — B sei durch die Matrix T" beschrieben. Dann gilt M, (A, A) =
T-'M,(B,B)T.
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7.13 Lemma

Sei A € K™*" die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung « : V' — W. Dann gilt rang
A = dim Bild a.

Beweis

Sei « bzgl. der Basen vy,...,v, bzw. wy,...,w,, von V bzw. W durch A dargestellt. Seien
weiter p : V. — K" bzw. ¢ : W — K™ die Koordinatenabbildungen bzgl. dieser Basen.
Dann liefert ¢(v;) fiir 1 < ¢ < n die Standardbasis ey, ..., e, von K" und es gilt @D(a(v)) =
A-p(v).

Daher ist Qﬁ(a(vi)) = A-e; = a; die i-te Spalte der Matrix A. Mit Lemma 7.4 erhilt man
YoaV) =vYoal(vy,...,v) = (Y oav),...,oalv,)) = (a,...,a,). Da rang A die
Dimension des von den Spalten erzeugten Vektorraums ist, folgt dimi o (V') = rang A. Da
zuletzt ¢ ein Isomorphismus ist, folgt dim ¢ (a(V)) = dim (V) = dim Bild .

7.14 Satz

Seien V' und W endlich-dimensionale Vektorrdume und « : V' — W linear. Dann gibt es

Basen B von V und C' von W, so dass

mit r = dim Bild « gilt.

Beweis

Seien vy, ..., v, so gewéhlt, dass a(vy),...,a(v,) eine Basis von Bild « bilden. Man ergénze
diese Basis zu einer Basis C' = {a(v), ..., a(v,),wq, ..., w; von W.

Sei nun uq,...,us eine Basis von Kern «. Dann folgt dimV = dim Bild a + dim Kern

a =1 + s. Man betrachte weiter die Linearkombination

=1 =1
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Es folgt
0 = «0)

= (D] v + Y paug)
=1 =1

T

= > da(v) + ZS: pice(u;)

i=1 =1

= Z /\ZOé(UZ)
i=1
Da die «a(v;) linear unabhéngig sind, folgt damit A\; = 0 fiir 1 < ¢ < r. Es bleibt
Z ity = 0.
i=1

Da die u; ebenfalls linear unabhéngig sind, folgt p; = 0 fiir 1 < ¢ < s. Alsowvy, ..., v, Uy, ..., Us

linear unabhéngig und bilden insgesamt eine Basis B von V.

M, (B, C) hat dann wegen a(v;) =0 a(v1) +...+1-a(v;) + ...+ 0w, und a(u;) = 0 die

gesuchte Form.

7.15 Korollar

Sei A eine (m x n)-Matrix mit rang A = r. Dann gibt es invertierbare Matrizen S € K™*™

und 7" € K™*" mit
1,
STIAT = ( ) .

Beweis

Sei A die Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung o« : V' — W bzgl. der Basis B; bzw.
C7 von V bzw. W. Nach Satz 7.14 gibt es dann eine Basis By bzw. C5 von V' bzw. W mit

My (Bs, Cy) = < . ) -

Beschreibe nun S bzw T die Basistransformation By — By bzw. (', — ;. Dann sind S
und T invertierbar und es gilt S™AT = M, (B, C»).

7.16 Satz

Seien A € Mxn(K) und B € M,y,(K) gegeben. Weiter seien P € M, y,(K) und Q €
M5 (K) invertierbar. Dann gilt
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1. rang A = rang A’
2. rang A < min{m,n}
3. rang AB < min{rang A, rang B}

4. rang A = rang QAP

Beweis

1 Es sind Zeilen- und Spaltenrang einer Matrix identisch. Weiter stimmt der Spaltenrang von

A mit dem Zeilenrang von A’ iiberein. Daher folgt rang A = rang A’.

2 Da der Spaltenrang einer Matrix kleiner als die Anzahl der Spalten ist, gilt rang A < n. Da
der Zeilenrang einer Matrix kleiner als die Anzahl der Zeilen ist, gilt rang A < m. Zusammen

folgt die Behauptung.

3 Man betrachte a: v € K™ — Av € K™ und 3 : v € KP — Bv € K™. Dann wird a durch
A beschrieben und es gilt nach Lemma 7.13 rang A = dim a(K™). Analog wird 3 durch B mit
rang B = dim §(KP) dargestellt.

Nach Satz 7.8 wird o o 3 — bzgl. der Standardbasen — durch AB dargestellt und es gilt
rang AB = dima(3(K?)). Es folgt einerseits B(K?) C K" = a(B(K?)) C a(K") =
dim o (8(K?)) < dima(K™).

Andererseits gilt dim V' = dim Bild ¢ + dim Kern ¢ fiir eine lineare Abbildung ¢ : V — W
mit dim V' < oo. Wegen dim Kern ¢ > 0 folgt dim (V) = dim Bild ¢ < dim V. Speziell fiir
oo 3 gilt also dima(B(KP)) < dim B(KP).

Insgesamt folgt rang AB = dim«(3(K*)) < min{dima(K™), dim #(K?)} = min{rang A,
rang B}.

4 Nach 3 gilt rang A > rang AP > rang APP~! = rang A, also rang A = rang AP. Analog
erhilt man rang AP = rang QAP.

7.17 Satz

Sei A € M« (K). Dann ist A genau dann invertierbar, wenn rang A = n gilt.
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Beweis

Sei zunéchst rang A = n. Nach Korollar 7.15 existieren dann invertierbare Matrizen S, T €

My (K) mit
-1 1n
STVAT = .

Wegen S~YAT € M, (K) gilt sogar ST'AT = 1,,. Fiir B =TS folgt dann BA=TS'A =
TS™YATT ' =TT =1,, d.h. A ist invertierbar.

Sei nun A invertierbar. Dann ist nach Satz 7.9 die lineare Abbildung o : v € K" —— Av € K"
ein Isomorphismus. Mit Lemma 7.13 folgt rang A = dim Bild o = dim K™ = n.

Bemerkung

Nach Satz 7.17 ist eine quadratische Matrix genau dann invertierbar, wenn ihre Spalten linear

unabhéngig sind.

7.18 Definition

Zwei Matrizen A, B € K™*" heiflen dquivalent, wenn es invertierbare Matrizen P, () mit
B = QAP gibt. Zwei quadratische Matrizen A, B € K" " heiflen @hnlich, wenn es eine
invertierbare Matrix 7 mit B = T~ AT gibt.

7.19 Satz

Es gilt A, B dquivalent <= rang A = rang B. Daher ist Aquivalenz eine Aquivalenzrelation.

Jede Aquivalenzklasse besitzt dabei ein Element der Form

Beweis

Seien A und B dquivalent. Dann gibt es eine invertierbare Matrizen S und T" mit B = SAT.
Mit Satz 7.16 folgt rang B = rang SAT = rang A.

Sei nun rang A = rang B = r. Dann gibt es nach Korollar 7.15 invertierbare Matrizen @, R,
S und T mit

1
Q'AR = ( " ) = S'BT.
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Es folgt B = (SQ')A(RT™!), d.h. A und B sind &hnlich.

Da zwei Matrizen A und B genau dann &quivalent sind, wenn rang A = rang B gilt, sind

Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitét offensichtlich.

Zuletzt gilt fiir eine Matrix A wegen Korollar 7.15 stets

(b ) c [A].

8 Lineare Gleichungssysteme

8.1 Definition

Fir1<i<mund 1 <j <nseiaq; € K und b; € K. Ein System

ajy Ty + a2 T2 + 0+ Q1 Tp, = bl
sy 1 + Qo To + -+ + Qo T, = b2
Am1 1 + Qp2 T2 + 0+ Qpp Tp = bm
von Gleichungen in den Unbekannten xq, ..., z, heifit lineares Gleichungssystem. Das System

heit homogen, falls b; = 0 fiir alle 1 < i < m gilt. Anderenfalls heifit es inhomogen.

Sei
b1 T

A= : : € Mysn(K), b= : € K™ und 2 =
Amp1 - Qmn bm Ln

Dann wird das Gleichungssystem durch Az = b beschrieben.

Unter (A | b) verstehen wir die Matrix

a’ll .. a’l

Qm1 " Qmn bm

8.2 Satz

Ein lineares Gleichungssystem Az = b ist genau dann 16sbar, wenn rang A = rang (A | b) gilt.

Insbesondere ist Az = b fiir rang A = m mit A € K™*" stets losbar.
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Beweis

Sei a; die j-te Spalte der Matrix A. Dann lésst sich das Gleichungssystem durch Z a;x; = bbe-

schreiben. Es existiere nun eine Losung € K", d.h. z; € K firalle1 <j <n. In diesem Fall
ist also b eine Linearkombination der Spalten a;, d.h. dim{ay,...,a,} = dim{as,...,a,,b}.
Daher gilt rang A = rang (A | b).

Es sei nun rang A = rang (A | b). Wegen {a1,...,a,} C {ai,...,a,,b} gilt nach Satz 4.7
zundchst (ai,...,a,) C (ay,...,a,,by. Mit rang A = rang (A | b) folgt dim (ay,...,a,) =
dim (aq,...,an,b) und damit (ai,...,a,) = (ai,...,a,,b). Daher gilt b € (a4,...,a,), d.h.
b= iaj:z:j mit z; € K fiir 1 <j <n. Dann ist

i=1

Ty

ein Losung von Az = b.

Sei nun rang A = m fir A € K™ ™. Offenbar gilt rang A < rang (A | b) und nach Satz 7.16
ist rang (A | b) < m. Insgesamt folgt rang A = rang (A | b).

8.3 Satz

Sei A € M,,x,(K). Dann ist die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems
Az = 0 ein Unterraum L C K™ mit dim L = n—rang A.

Beweis

Man betrachte die lineare Abbildung o : x € K™ —— Axz. Dann ist L = Kern « ein Unterraum
von K™. Nach Lemma 7.13 gilt dim Bild a = rang A, d.h. n = dim K" = dim Bild a + dim
Kern a = rang A + dim L.

Bemerkung

Fir A € M5, (K) mit m < n betrachte man das System Ax = 0. Dann ist die Anzahl der
Gleichungen kleiner als die Anzahl der Unbekannten. Es folgt rang A < m < n und daher

dim L = n—rang A > 0. In diesem Fall gibt es also aufler x = 0 noch weitere Losungen.
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8.4 Satz

Sei A € Mpyun(K) und b € K™. Weiter sei L = {x € K" | Ax = 0} der Losungsraum von
Az = 0. Hat dann das System Az = b eine Losung zp € K", soist g+ L = {zg +v | v € L}

die Losungsmenge von Ax = b.

Beweis

Sei v € L. Dann gilt A(zq+v) = Azg+ Av =b+0 = b, d.h. xg+v ist eine Losung von Az = b.
Sei nun x; € K™ eine beliebige Losung. Dann folgt A(z; — x¢) = Az — Azg =b—b =0, d.h.
x1 — x9 € L. SchlieBlich gilt x1 = x¢ + (1 — xo) € w9 + L.

Bemerkung

1. Die Losungsmenge von Ax = b ist allgemein kein Unterraum von K™.

2. Auch fir A € M,,»,(K) mit m < n kann das System Az = b keine Losung haben.

8.5 Satz

Sei A € M,,»,(K) eine quadratische Matrix. Dann sind dquivalent:

1. Az = 0 hat nur die Losung x = 0
2. Az = b ist fiir alle b € K™ losbar
3. rang A=n

4. A ist invertierbar

Beweis

1 < 3 Nach Satz 8.3 gilt dim L. = n—rang A fiir den Losungsraum L von Ax = 0. Das
System hat offenbar genau dann nur die Losung = = 0, wenn dim L = 0 gilt. Es folgt rang
A=n.

3 <= 4 Nach Satz 7.17 gilt rang A = n <= A ist invertierbar.

4 — 2 Da A invertierbar ist, existiert eine Matrix B € M,y (K) mit AB = 1,,. Fiir x = Bb
gilt dann Az = ABb=1,b=10.
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2 = 1 Dafiir alle b € K™ ein x € K" mit Az = b existiert, ist die lineare Abbildung « : x €
K" —— Az € K" surjektiv. Es folgt dim K™ = dim Bild « + dim Kern a = dim K" + dim

Kern o = dim Kern a = 0. Kern « ist aber der Lésungsraum von Ax = 0.

Bemerkung

Zur praktischen Losung des linearen Gleichungssystems Az = b bringt man die Matrix (A | b)
mittels des Gauf-Algorithmus auf eine Zeilenstufenform (Z | N). Elementare Zeilenoperatio-
nen beeinflussen dabei die Losungsmenge nicht. Dem System Az = b liest man dann durch

schrittweises Auflésen und Einsetzen die Losungsmenge ab.

9 Determinanten

Bemerkung

Wir betrachten eine Matrix

A= (Z Z) € Mays(R).

Dann ist A genau dann invertierbar, wenn die Spaltenvektoren linear unabhéngig sind. Dies

ist genau dann der Fall, wenn nicht beide Vektoren

() (1)

auf einer Gerade liegen. Sei dann F' der Fldcheninhalt des von v und w aufgespannten Paral-
lelogramms. Dann gilt F' = 0 <= v und w liegen auf einer Gerade. Wegen F' = |ad — be| gilt
F =0<«= ad — bc = 0 und man erhilt: A invertierbar <= ad — bc # 0.

9.1 Definition

Sei V' ein K-Vektorraum und V" =V x ... x V = {(v1,...,v,) | v; € V fur 1 <i < n} die
Menge der n-Tupel fiir ein 0 < n € N. Man betrachte dann eine Abbildung ¢ : V" — K mit

1. (,0(?]1, ey Vi1, +Uiavi+17 PN ,Un) = (,0(?]17 ooy Uim1y V35 Ugg1y e v e ,Un)+
(V1 .« oy Vi1, Uiy Vi1 -+ 5 Up)
2. (U1, Vi1, A UL Uity e, Un) = A (U1, U1, Uy Uity - -+ Up)-

Dann ist ¢ in jeder Komponente linear und wird als Multilinearform (oder n-Linearform)

bezeichnet. Fiir n = 2 heifit ¢ bilinear.
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Bemerkung

Durch komponentenweise definierte Verkniipfungen wird V" zu einem K-Vektorraum. Eine

Multilinearform V" — K ist aber i.A. keine lineare Abbildung. Etwa gilt ¢(v + v,w) =
p(v,w) + ¢V, w) # @(v,w) + ¢(v,0) fir n = 2.
9.2 Definition

Eine Multilinearform ¢ : V" — K heifit alternierend, wenn ¢(vy, ..., v,) = 0 fiir alle linear
abhéngigen Tupel (vq,...,v,) € V" gilt. Die Abbildung ¢ heifit ausgeartet, wenn fiir alle
V1, ..., U, € Vostets o(vg, ..., v,) = 0 gilt.

Beispiel

Es sei V = K?2. Dann betrachte man die Abbildung ¢ : V2 — K definiert durch

@((Z),(Z)):ad—bc.

Wegen
a a b a+a b
()G () - () (0)
= (a+a)d—b(c+7?)
= ad—bc+ ad — bc
a b a b
)
und
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ist ¢ linear in der ersten Komponenten. Analog folgt die Linearitét in der zweiten Komponente,

(1) ()
()= (0)
w((i>A-<Z))ZA-¢(<Z>,<Z)):A-(ac—ac)=0,

d.h. ¢ ist alternierend. Zuletzt gilt 0 € K und 1 € K mit

() ()

d.h. ¢ ist bilinear. Sind nun

linear abhéngig, so gilt

Es folgt

also ist ¢ nicht ausgeartet.

9.3 Lemma

Sei p : V" — K eine Multilinearform. Dann ist dquivalent:
1. ¢ ist alternierend

2. p(vr,...,v,) =0fallses 1 < 4,7 <nmiti#jund v; = v; gibt

Beweis

1=—=-2 Sei ¢ alternierend und v; = v; fiir 1 <7 < j < n. Dann sind vy, ..., v, linear abhéngig,
d.h. es gilt o(vy,...,v,) =0.

n
2=>1 Seien vy, . .., v, linear abhéngig. Dann existiert ein A\; # 0mit 1 < j <nund > \v; =
i=1
0. Es folgt
Ai
v, = —U;
125
i#]
und damit
(o1, vn) = @(or, v, ) %Uu Vig1,- -+ Un)
i#j
= % c (U1, V1, V1, Vi, - e Un)
+
+ ﬁ—" V1, V1, Uy Vg, - oy 0,) = 0.
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9.4 Lemma

Sei p : V" — K eine alternierende Multilinearform und 7 € S, eine Permutation. Dann gilt

fiir alle v; € V mit 1 <14 < n stets @(Vr(1)s - - -5 Un(n)) = signm - @(v1,. .., vy).
Beweis
Zunichst betrachten wir eine Transposition 7 € S, mit sign7 = —1. Sei dabei 0.B.d.A.

7 = (12), also 7(i) =4 fiir 3 <i < n. Mit Lemma 9.3 gilt nun

0 = (v +v2,v1 +V2,03,...,0,)
= p(v1,v2,03,...,0,) + @(v2,v1,03,...,0,)

= SO('Uly...y'Un)+§0('U7-(1),...”U7_(n)>.
Es fOlgt ()0</UT(1)7 e 71}7(”)) = _(;0(/01, . ,'Un) = SignT . 90(7}1, o 7Un>-

Nach Satz 2.20 ist nun jede Permutation 7 € S,, ein Produkt von Transpositionen. Da sign

ein Homomorphismus ist, folgt fiir 7 = 7y - - - 7,,, sukzessive

P(Un(1)s -+, Vn(n)) = PVri(ma((rm(D)))s - s Vri(rae(rm(m)))
= sign T QO(UTQ(...(Tm(l))...), .. ,UT2...(Tm(n))A..))

= signm ---signTy, - (v, ..., U,)

= signTy T (U1, Un).

Bemerkung

Im Folgenden betrachten wir Multilinearformen V" — K mit dimV = n.

9.5 Lemma

Sei vq,...,v, eine Basis von V und ¢ : V® — K eine alternierende Multilinearform. Sei
w; =y a;;v; fir a;; € K und 1 < i <n. Dann gilt p(us,...,u,) = @(v1,...,0,) - Y, signm-

j=1 TESH
A1x(1) ** " Ann(n)-
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Beweis

Es gilt
n n
(p(ula"wun) = QO(Z A1k Vkyy - -+ Z a’nknvkn>
k1=1 kn=1
n n
= Z allﬂ("'(z ananO(Ukuu-»Ukn))'”)
ki1=1 kn=1
n n
- Z Z alkl"'ankngp<vk17"kan>‘
ki=1 kn=1

Nach Lemma 9.3 gilt ¢(vg,, . . ., Uk,) = 0 fiir diejenigen Summanden mit k; = k; fiir 1 <4,5 <
n und ¢ # j. Seien also ky, . .., k, paarweise verschieden, d.h. {k,... k,} = {1,...,n}. Dann
existiert genau eine Permutation 7 € S, mit k; = 7(i) fir 1 <1i < n.
Mit Lemma 9.4 erhalten wir also insgesamt

Pur, .. un) = D0 o D Qg Ak, P(Vkys - - -5 V)

k1=1 kn=1

= D A1) Cr(m)P(Vr(1)s - - -5 Un(m))
7r65n

= Z A1x(1) ** * Ang(n) Signﬂ- ’ SO(Ulu s 7Un>
TESR

= @(v1,..., ) D SIENT - Qir(1) - Cnr(n)-
7T€Sn

9.6 Lemma

Sei dimV = n und ¢ : V* — K eine nicht-ausgeartete, alternierende n-Linearform. Dann

sind dquivalent:

1. p(v1,...,v,) =0

2. vy,...,0, linear abhéngig

Beweis

2 = 1 Diese Implikation ist gerade die Definition einer alternierenden Multilinearform.

1 = 2 Sei M = {vy,...,v,} linear unabhéingig mit ¢(vy,...,v,) = 0. Wegen dimV' = n

bildet dann M eine Basis von V. Jeder Vektor u; € V hat daher eine Darstellung u; = > a;;v;
j=1

fiir a;; € K. Nach Lemma 9.5 folgt ¢(u1, ..., u) = @(v1,...,05) Y SIGNT-Q1r(1) - Qnr(n) =

TESh
0. Damit ist ¢ aber ausgeartet.
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9.7 Satz

Sei vq,...,v, eine Basis des K-Vektorraums V. Dann ist die Abbildung ¢ : (u,...,u,) €

TESH J=
alternierende Multilinearform.

n
VP — Y signm- Air(1) " " Anr(n) € K fiir u; = a;;v; mit a;; € K eine nicht ausgeartete,
=1

Beweis

Zunéchst sieht man, dass ¢ wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung wohldefiniert ist.

Sei nun u; = Y a;;v; und u; = Y a;;v;. Dann gilt w; + w; = Y (a;; + @;5)v; und damit
j=1 j=1 j=1
o(ur, ... U+ Uy, Uy) = Y SIgNT - arey e (Ging) + Qing)) ©  Cnr(n)
TES,

= g SIgNT - Qir(1) " " Qin(i) *** Anr(n)

+ Y SIgNT - Gira) c Gini)  Gnr(n)
TES

= U1y Uy Up) F QU Wy e Uy).

n

Mit A - w; = > (X - a5)v; folgt weiter

7=1
Ot .. A Uy Uy) = D SIENT - Grn(r) (A Gin()) Qi)
7T€Sn

= A Y SIgNT - Air1) Qin(i) ** Onr(n)
TESn

= AUy ey Uiy ey Upy).
Insgesamt ist ¢ also multilinear.

Ferner betrachten wir das Tupel (vy,...,v,). Wegen v; = 0-v3 + ... +1- v, 4+ ...+ 0 v,
gilt dann a; = 1 und a;; = 0 fiir alle 1 < 4,5 < n mit 7 # j. Daher gilt ai(1) - anrn) # 0
nur fiir den Summand 7 = 1 € S,, mit signm = 1. Es folgt ¢(v1,...,v,) = 1, d.h. ¢ ist nicht

ausgeartet.

Es bleibt zu zeigen, dass ¢ alternierend ist. Wir betrachten dazu die Transposition (kl) =
7 € S, d.h. 7(i) =i fiir alle i & {k,(}. Wegen A, = Kern sign — also A, N A,7 = — und
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|A, 7| = |A,] = 1S, ist S, = A,UA, 7 eine disjunkte Vereinigung. Es folgt

O(ur, ..., uy) = D SINT - Q1r(1) - Qkn(k) = Qin(l) " * Cnr(n)
TEAR

- ZA SIGN(T - T) + Qin(r(1)) * * Qhr(r(k)) " Qi (r()) * " Gnr(r(n))
TEAR

= D SIgNT - Qin(1) Qkn(k) " Un(l) *** Gnn(n)
TEA,

+ ) signm-signT - air) Qe Qirk)  Gnn(n)
TEAL

= D Qi) Qkn(k)  Gr(l) " O (n)
7'I'€An

- Z Aix(1) """ Akr(l) * " Ar(k) *° Anx(n)
TEA,

= Z Aix(1) " " Ang(n) * (akwr(k) *Qir(l) — Akr(l) * alﬂ(k))
TEA,

n n

Sei nun ) agjv; = u, = w = »_ a;;v5. Mit der Eindeutigkeit der Basisdarstellung folgt
j=1 j=1

ap; = ay; fir alle 1 < j < n, also insbesondere az, = ay sowie ay = ay. Daher gilt agrs,) -

Qn(l) = Ckr) - Qrey = 0, dh (g, .o ug, .o U, .. up,) = 0. Damit ist ¢ nach Lemma 9.3
alternierend.
9.8 Satz

Sei dim V' = n und seien 1 sowie ¢ nicht ausgeartete, alternierende n-Linearformen auf V.
Dann gibt es genau ein 0 # A € K mit o(u1,...,u,) = A= ¥(uq,...,u,) fir alle u; € V mit
1< <n.

Beweis

Sei vq,...,v, eine Basis von V. Fiir jeden Vektor u; € V gilt dann u; = ﬁ: a;;v; mit a;; € K.
Setze b= ) SIgNT-G1x(1) " Gpr(n)- Mit Lemma 9.5 folgt nun ¢(uy, . .. ,i;:) =b-(vy,...,0,)
und ¢(u1’7r657: Up) =b-P(vy,...,0,).

Nach Lemma 9.6 gilt weiter ¢(vy,...,v,) # 0 und ¥(vy,...,v,) # 0. Fiir A = ‘p(:’;i Z:) folgt
dann @(ug, ..., u,) =b-@(v1,...,0,) = A-b-(vg,...,0,) = A (ug, ... uy).

Es sei nun ein g mit ¢ = p -1 gegeben. Fiir ein beliebiges linear unabhéngigs Tupel uy, ..., u,

. UL yeeesUnp, b-o(v1,...,0n V1,eenyUn,
gilt ¥(uq,...,u,) # 0 und daher p = @Eui un; b.iﬁvi,._,,vni = iﬁvivni = A
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9.9 Lemma

Sei dimV =n <oound a: V — V ein Endomorphismus. Dann ist dquivalent:

1. « invertierbar und vy, ..., v, linear unabhéngig
2. a(vy),...,a(v,) linear unabhéngig
Beweis

1 = 2 Sei Y \a(v;) = 0 eine Linearkombination. Es folgt
i=1

a(z i) = Z Xia(v;) = 0 = a(0).

Da « bijektiv und damit injektiv ist, ergibt sich > A\;v; = 0. Aus der linearen Unabhéngigkeit
i=1
von vy, ..., v, folgt schlieBlich \; =0 fiir 1 <7 < n.

2 — 1 Sei )_ \jv; = 0 eine Linearkombination. Dann gilt
i=1

0=a(0) = a(z Aiv;) = Z Xiv(v;).

Da a(vy),...,a(v,) linear unabhéngig ist, folgt \; = 0 fir 1 <i <n.

Weiter bildet a(vy), ..., a(v,) wegen dim V' = n eine Basis, d.h. fiir alle Vektoren u € V' gilt

u = Zpioz(vi) = a(z iV;).

Damit ist a surjektiv und nach Korollar 7.6 sogar bijektiv.

9.10 Definition / Satz
Sei vy, ...,v, ein Basis von V und sei ¢ : V" — K eine nicht ausgeartete, alternierende

Multilinearform. Fiir einen Endomorphismus o € End(V') wird die Determinante durch

ga(oz(vl), .. ,a(vn))
o(v1, ..., 0p)

det o =

definiert. Dabei ist det a wohldefiniert und héngt weder von der Wahl der Basis noch von der
Wahl der Multilinearform ab.
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Beweis

Nach Lemma 9.6 gilt fiir Basisvektoren (v, ..., v,) # 0, d.h det «v ist wohldefiniert. Fiir eine
weitere nicht ausgeartete, alternierende Multilinearform ¢ : V" — K existiert nach Satz 9.8
ein 0 # A € K mit ¢ = X - 1. Es folgt
e(a(vr),. .., a(vy)) _ A Y(av), ..., afvy,)) _ Y(a(v),...,o(v,))
o(vr, ..., v,) A-(vg, ... 0) Yo, .. v,)
d.h. det « ist unabhéngig von der Wahl der Multilinearform.

Es bleibt die Unabhéngigkeit von der Wahl der Basis zu zeigen. Sei zunéchst « nicht inver-
tierbar. Dann ist a(vy),...,a(v,) nach Lemma 9.9 fiir jede Basis vy, ..., v, linear abhingig,

d.h. es gilt stets p(a(v1),...,a(v,)) =0 <= deta = 0.

Sei nun « invertierbar. Dann betrachte man die Abbildung
U (u,. .. u,) €V — p(a(w),. .., alu,)) € K.

Aus a(u; +1;) = alu;) + a(u;) sowie a(X-u;) = X a(u;) und da ¢ eine n-Linearform ist, folgt
die Multilinearitét von . Da ¢ alternierend ist, ist mit Lemma 9.9 auch v alternierend. Nach
Lemma 9.6 folgt fiir linear unabhéngige Vektoren vy, ..., v, stets ¢(vy,...,v,) # 0 und nach
Lemma 9.9 erhdlt man damit ¢ (vy,...,v,) # 0. Insgesamt ist also ¢ eine nicht ausgeartete,

alternierende Multilinearform.

Mit Satz 9.8 existiert ein 0 # A € K mit ¢ = A - 1. Dieses A € K ist eindeutig und daher von

einer Basis vy,...,v, unabhéngig. Es folgt also stets
gp(a(vl), . ,&(vn)) _
o(v1, ..., 0,)

9.11 Korollar
Sei dim V' < oo und «, f € End(V'). Dann gilt

1. det(ao ) = det o - det 3

2. det a # 0 <= « invertierbar

3. «a invertierbar = det a™! = (det a)™!
Beweis
2 Sei vy,...,v, ein Basis von V und sei ¢ : V" — K eine nicht ausgeartete, alternierende

Multilinearform. Dann gilt
o(a(v),. .. ,a(vn))

det v =
o(vy, ..., 0,)
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Nach Lemma 9.6 und Lemma 9.9 folgt dann det o # 0 <= a(v1), ..., a(v,) linear unabhéngig

<= (v invertierbar.

1 Sei zunéchst 3 nicht invertierbar, d.h. det # = 0. Nach Korollar 7.6 ist dann (3 nicht surjektiv.
Also ist auch « o § nicht surjektiv, d.h. nicht invertierbar. Es folgt det o - det § = det v - 0 =
0 = det(a o ).

Sei nun 3 invertierbar. Nach Lemma 9.9 ist dann (3(v;), . . ., 3(v,) linear unabhéngig und bildet

somit eine Basis von V. Daher ist

deta =

und es folgt

det(awo B) =

o (@B a(Bwn)))  (B01),.B(on))
(B B(on) o om)

= deta-detp.

3 Es gilt deta™! - det « = det(a™! o a) = det 1 mit

e(1(v1), ..., 1v))  plon,...,v,)

detl = =
@(Ula"‘vvn) ¢(U17"'7vn>

=1.

Daher folgt det ™t = (det o).

Bemerkung

Fiir o, 8 € End(V) gilt i.A. det(a + ) # det o + det 3.

9.12 Definition

Sei fiir 0 < n € N eine quadratische Matrix A = (a;;) € M, x,(K) gegeben. Dann ist det A =

> Sign T - a1r) - Anr(ny die Determinante von A.
TES,

Beispiel
Sei A € Msyo(K) definiert durch
A= annl  ai2 '
Qg1 G22
Wegen Sy = {1, (12)} gilt dann det A = sign 1-ay; - agse +sign(12) - agp - as; = agq - g — a1 - ao1.
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Bemerkung

Sei A € M3y3(K) definiert durch

ailz aig ais

A= Q21 Q22 0d23
Gzr as2 ass
Dann ldsst sich det A durch die Regel von Sarrus

Qu Qu Gae Q. Qg

y ) )
/ e /
/ ’ d

4

Qaa Qaa Qaz Qpq  Qan

Y
- /
Y

Qaq Qap A@n Qgq  Qag

ausdriicken.

Beweis

Wegen 53 = {1, (123), (321), (12), (13), (23)} gllt det A = sign 1-a11-a22-a33+sign(123)-alg-agg-
asy +Slgn(321> *13°A21°A39 +Slgn(12) 12091 -a33+sign(13) *13-A922-A31 +51gn(23) *11-A23°A32 =

Q11+ G2 - A33 + Q12 * G23 - A31 + A13 * G21 * G32 — Q12 * Q21 * (33 — (13 * Q22 * A31 — G11 * A23 * A32.

9.13 Satz

Sei A € M,»,,(K). Dann gilt det A = det A".

Beweis

Sei A = (aij) und At =B = (bij)a d.h. bij = aji- Dann gﬂt
det A' = det B = Z sign T - blﬂ(l) ce bmr(n) = Z sign - Qr(1)1** * Qr(n)n-
7T€Sn 7T€Sn
Da eine Permutation 7 € S, bijektiv ist, existiert fiir alle 1 < i < n genau ein 1 < 57 < n mit

W(j) =1, d.h. Ar(§)j = Qix=1(:)- Es folgt

det A" = Z SIgN T« Ayp-1(1) * ** Uy (n)-

TES
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Jedes Element des symmetrischen Gruppe m € S, besitzt nun genau ein Inverses 7! € S,,,
dh. {r|7me€S,} ={r"'|7e€S,} Man erhilt also

det A" = Z SIgNT - Air-1(1) * ** Apg1(n).-

m1les,

1

Weiter gilt 1 = sign1 = sign 7w~ ! = sign 7 - sign 7! = sign7 = sign7 !, d.h.

det A" = Z signm ! - Aip-1(1) " * Apr—1(n) = det A.

n—les,

9.14 Satz

Sei A € My»n(K) und o € K* definiert durch a(v) = Av. Dann gilt det o = det A.

Beweis

Sei ¢ : V — K eine nicht ausgeartete, alternierende Multilinearform mit V' = K™. Sei weiter

e1,...,e, die Standardbasis von K™, d.h.

ayq n
oz(ei) = ASZ‘ = = Zbijej
j=1

Ay

mit b;; = aj;. Nach Lemma 9.5 gilt dann

e(aler),...,ale,)) = pler, ... en) - Z sign - biraa) - - bpn(n)-

TI'GSTL

Mit A* = (b;;) und Satz 9.13 erhilt schliefllich

deta =

Z Sign 7 - bir(1) - bpr(n) = det Al = det A.

7T€Sn

el(aler),. .. ale,)) _
en)

oler,. ..,

9.15 Satz
Sei A € M,xn(K).

1. Die Matrix A erhalte man durch Anwendung einer Permutation 7 € S,, auf die Zeilen

oder auf die Spalten von A. Dann gilt det A= sign 7 - det A.

2. Durch Addition des Vielfachen einer Zeile bzw. einer Spalte von A zu einer anderen Zeile
bzw. Spalte erhalte man die Matrix A. Dann gilt det A = det A.
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3. Durch Multiplikation einer Zeile bzw. einer Spalte von A mit einem Skalar A € K erhélt
man eine Matrix A mit det A = X - det A. Insbesondere gilt det(\- A) = A" - det A.

4. Es gilt det A = 0 <= rang A < n.

5. Fir 1,, € My« (K) gilt det 1,, = 1.

6. Mit B € M,,«,(K) folgt det AB = det A - det B.
7. Sei A invertierbar. Dann ist det A~ = (det A)~'.

8. Fiir dhnliche Matrizen A und B gilt det A = det B.

Beweis

Wegen det A = det A sind die Aussagen entweder fiir die Zeilen oder die Spalten von A
zu beweisen. Sei dann o : v € K" —— Av und ¢ : V" — K eine nicht ausgeartete,
alternierende Multilinearform auf V' = K". Weiter sei ey, ...,e, die Standardbasis von K,
d.h. a(e;) = Ae; = a; € K™ liefert die i-te Spalte von A. Dann gilt

gp(a(el), . ,a(en)) _ olay, ... a,)

det A =deta = )
oler, ... en) oler, ... ep)

1 Durch eine Permutation 7 € S,, der Spalten erhélt man

detg _ Sp(aw(lﬁ cee ;aw(n)) .
oler, ... en)

Nach Lemma 9.4 gilt p(ar(1), ..., 0r@m)) = signm - p(as, ..., a,). Daher folgt

olay, ..., ap)

det A = sign T -
wler, ..., en

= sign - det A.

2 Sei die Spalte a; von A durch a; + X - a; ersetzt. Nach Lemma 9.3 ist nun

olar,...,a;+X-aj,....a;5...,0,) = @ai,...,¢p...,a¢5...,a¢,)
+ Xplar,...,a5,...,a5,...,a,)
= p(ar, ..,y ., 05, ...,a).
Es folgt
dot A — olay,...;a; +X-aj,...,a;,...,a,) _ olay, ..., ap) — det AL

oler, ... en) oler, ... en)
3 Man multipliziere die Spalte a; mit A € K. Wegen
olar, ..., N ag,...,a,) = A-@lay,...,a; ..., a,)
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gilt dann

dot 4 — olar, ..., AN a,y ... ap) \ olay,...,an) ) det A

oler, ... en) Coler,. .. en)

4 Mit Korollar 9.11 und Lemma 9.9 folgt det A = 0 <= det @ = 0 <= « nicht invertierbar
<~ afey) = ay,...,a(e,) = a, linear abhingig <= rang A < n.

5 Es ist 1, = (a;;) mit a; = 1 und a;; = 0 fiir ¢ # j. Damit folgt detl, = ) signn -
ﬂ'ESn
A1r(1) " Opr(n) = SIEN L - G171 -+~ Gy = 1.

6 Sei §: v € K" — Bwv. Dann ist die lineare Abbildung af : K" — K" durch af(v) =
a(B(v)) = a(Bv) = A(Bv) = (AB)v definiert. Mit Korollar 9.11 folgt det A - det B = det a -
det § = det a8 = det AB.

7 Die Aussage folgt aus 1 = det 1, = det AA™! = det A - det A7L.

8 Es existiert eine invertierbare Matrix T' € M, ., (K) mit B = T~ AT. Daher folgt det B =
det T7'AT =det T -det A-det T =det T~ -det T-det A = (det 7)™ -det T - det A = det A.

Bemerkung

Satz 9.15 gibt an, wie sich die Determinante einer Matrix durch Anwendung des Gauf-

Algorithmus &ndert.

9.16 Satz

Sei A = (a;;) € Mux,(K) eine obere Dreiecksmatrix, d.h. a;; = 0 fir ¢ > j. Dann gilt

det A =aj; - app.

Beweis

Man betrachte det A = 3 sign - @ix(1) - - - Gnr(n)- Dabei ist ein Summand hochstens dann
ﬂ'ESn
verschieden von 0, wenn ¢ < 7(7) fiir alle 1 < ¢ < n gilt. In diesem Fall folgt n < w(n) <n —=-

n = m(n). Sukzessive erhilt man 7 = id, d.h. det A = signid -ay; -+ app = @11+ A

Beispiel

Fiir a # 0 gilt

b b
det [ —det [ ° = a(d — ba"'c) = ad — be
c d d—ba"'c
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und mit a = 0 gilt

b c d
det = —det = —cb = ad — be.

Bemerkung

Sei Aij € My sn, (K) fiir 1 <i <mund 1 < j <n. Firl < j <pseiweiter Bjx € M, xp, (K).
j=1

Beweis

Man betrachte 0.B.d.A.

Bll
Az(AH A1n> und B =
B

mit Ay; € Myyp, (K) und Bji € My, (K) fiir 1 < j < n. Dann ist

air 0 Qipg | | Qs+l 0 Gl(sjdng) | 00 | Ql(spl) 0 Gl(sptng)
A= . .
am1 = Gmny | """ | Gm(s;+1) "7 Om(sj+ng) | 777 | Om(sp+1) "7 Am(sp+nn)
und
by, . b,
b1 . b
bisj41 - b+
B— . .
Disj+n)t = bisj4my)p
D(sutiyr =+ Dlsatip
b(5n+nn)1 T b(sn-l-nn)p
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-1
fir s; = > ny. Wegen
A=1

1(s;+1) A1(sj+4n;) b(sj+1)1 b(sj+1)p
m(s;+1) Am(sj+n;) b(Sﬁ”g‘)l b(Sﬁ”a‘)p
Sj+’nj Sj+nj
>, aiubu > by
p=s;j+1 p=s;+1
sj+mn; sjtn;
> Gmuba > Gmubyyp
p=s;+1 p=s;+1
folgt
8j+m; sj+n;
> aiubu > Qb
n n p=s;+1 p=s;j+1
E Ayj-Bj = E
j=1 7=1 Sj+n; Sj+n;
> Ampbp > Arnpbpup
p=s;j+1 p=s;+1
und daher
n n
> a1,bn > a1byp
n p=1 p=1
E:Alj'le: =A-B.
j=1 n n
> Ampbpa > Anpbyp
/,L=1 le
9.17 Satz

Es sei durch B € My, (K) und C' € M,y «n(K) sowie D € M,y (K) eine quadratische Matrix
B C
A=
D
gegeben. Dann gilt det A = det B - det D.

Beweis

Sei zunéchst B nicht invertierbar, d.h. det B = 0. Dann sind die Spalten b; von B fiir 1 <7 < m

linear abhéngig. Damit sind aber auch die entsprechenden Spalten

bi
0
von A linear abhéngig. Also folgt det B - det C' = 0 = det A.
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Sei nun B invertierbar. Dann folgt

Nach Satz 9.16 gilt

1,, B~'C
det ( ) =1,
1,
B 1 B
det ¢ = det " - det .
D D 1,

Die Anwendung des Gauf-Algorithmus auf B bzw. D ist dabei analog zu seiner Anwendung

()= ()

Mit Satz 9.15 und Satz 9.16 folgt dann

B 1
det B = det und det D = det .
1, D

d.h. man erhalt

auf

Bemerkung

Satz 9.17 lasst sich nicht verallgemeinern, denn fiir Matrizen A, B, C' und D gilt i.A.

A B
det #det A-det D — det B - det C.
C D

9.18 Definition
Fiir A = (aij) € Mpxn(K) sei A} ; € My _1x,-1(K) die Matrix die durch Streichen der i-ten

Zeile und j-ten Spalte aus A hervorgeht. Dann heifit A;; = (—1)""7 -det A} ; € K die Adjunkte
von a;;. Die Adjunkte der Matrix A ist adj A = (A4;;)" € Mxn(K).
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Beispiel
Sei A € K**? durch
- < a b )
c d
gegeben. Dann ist Ay; = (—1)%-det(d) = d, A1 = (—1)3-det(c) = —c, Ayy = (—1)3-det(b) = —b
und Ay = (—1)* - det(a) = a. Damit gilt

ade:<A” Aﬂ):( d —b)_
Arp Az —C a
9.19 Satz (Laplacesche Entwicklungssatz)

Es sei A = (aij) € Myuxn(K). Dann gilt det A = > a;n Ay fiir 1 < ¢ < n (Entwicklung nach
A=1

der i-ten Zeile) und det A = ) ay;A); fiir 1 < j <n (Entwicklung nach der j-ten Spalte).
A=1

Beweis

Sei zunédchst A* = B = (b;), d.h. b;; = aj. Dann gilt det A = det B und ) a;;A;; =
j=1

-

aij(—l)i“ - det A;,j = zjlbﬂ<—1)]+z - det B;,z = zjlbﬂBﬂ Daher ist ledlghch det A =
J= J=

<
Il
—

a;jA;; zu zeigen.

-

<
Il
—

Sei nun o € End(K™) definiert durch a(v) = Av. Sei weiter ey, ..., e, die Standardbasis von

K™ und ¢ eine nicht ausgeartete, alternierende n-Linearform auf K. Dann gilt

o(aler),. .., ale,)) '

det A =deta =
oler, ... en)

Dabei liefert a(e;) die j-te Spalte von A, d.h. a(e;) = ) a;je;. Es folgt
=1

detA =
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Sei nun (; : v € K" —— B;v durch

@y v Q151 0 arj+1 - Q1n
Qi—11 - Ai—15-1 0 Ai—1j+1 " Qi—1n

B; = N B S S 7
Qi+11 * 0 Ai415-1 0 Ai1j41 Qigln

Gn1 e Qpj—1 0 Apj+1 e Qpn

definiert. Dann gilt G;(ex) = Biex = Aie = afey) fiir 1 < k < n mit k # j und fi(e;) =

Bie; = e;. Man erhélt also

Qp(a(el% te ’O‘(ejfl)’ €i, a<€j+1)> a<€n)) _ 90(62'(61)’ cee 7ﬁl(€n))
oler, ... en) oler,...,en)

fir 1 <¢<n, d.h.

det A = Z Q45 det Bz
=1

Durch 5 — 1 Spaltenvertauschungen und ¢ — 1 Zeilenvertauschungen angewandt auf B; erhélt

man dann
1 Qij+1 - Qin
0 an -+ a1j5—1 a1j41 - Qi
Nig=1| 0 au - @11 Goyjy1 o Giin
0 a1 -+~ Ait+1j-1  Ait1j+1 - Qitin
0 an1 e CLnj—l anj-l—l e Ann

Nach Satz 9.15 gilt dabei det N;; = (=1)""1-(=1)7"1-det B; = (—1)"~2-det B;, also det B; =
(—1)"*7 - det N;;. Nach Satz 9.17 folgt wegen

L oain -+ -1 Gigyr o0 Qi
0
N’L]: Al
7:7j
0

schlieflich det N;; = det A] ;. Insgesamt ist also

det A = Z Qg5 - (—1)i+j - det A;J = Z aiin]’.
i=1 =1
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Beispiel

Es sei
1 2 3
A= 4 5
6 7

gegeben. Dann gilt det A =2+ Ajg + 0+ Aoy + 0+ Agp =2 (—=1)12 - det Al o mit
4 5
det A} , = det =4-7-5-6=-2.
’ 6 7

Also ist det A = 4.

9.20 Satz

Sei eine quadratische Matrix A = (a;;) € M« (K) gegeben. Dann gilt A-adjA =adjA-A =
(det A) - 1,,. Falls A invertierbar ist, gilt insbesondere A™! = (det A)~! - adj A.

Beweis

Man betrachte (sz) = adjA = (A;)", also bj; = A;;. Dann gilt A-adjA = (aw) - (bx) =

(Z aibr;) = (Z aiAjk)-

Sei nun C' = (¢;;) die Matrix, die aus A entsteht, indem man die j-te Zeile durch die i-te

Zeile ersetzt. Dann gilt cj, = ¢ = ag und A}, = Cf, — also Ay, = (—1)7%k . det Ay =

(—1)7+k . det C), = Cj, — fiir 1 <k < n. Mit Satz 9.19 folgt YoawAjp = > ¢iCip = det C.
k=1 =1

Fiir ¢ # j stimmen aber in C' zwei Zeilen iiberein, d.h. ) a;xAj; = detC = 0. Fiir ¢ = j
k=1

gilt Z a;xAir, = det A. Insgesamt gilt also A-adjA = (D axAjx) = det A - 1,. Analog folgt
k=1
adj A A (detA) -1

9.21 Korollar (Cramersche Regel)

Sei A € M,y invertierbar und b € K". Dann hat das lineare Gleichungssystem Ax = b die
eindeutige Losung 2 € K™ mit 2; = (det A)™' - > b; Aj;.
i=1
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Beweis

Da A invertierbar ist, hat Ar = b die Losung & = A~'b. Weiter hat Az = 0 nach Satz 8.5
die eindeutige Losung = = 0. Nach Satz 8.4 gilt fiir die Losungsmenge L von Ax = b also
L=z+{0} ={z}.

Nach Satz 9.20 gilt nun & = A~ = (det A)~' - (adj A) - b. Mit (¢;;) = C = (adj A) = (A;)" -

- (
also Cij = A]’i - gllt dann .i’j = (det A)_l : Z Cjibi = ;bzAl]

10 Eigenwerte und Eigenvektoren

10.1 Definition

Sei v ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V. Ein Vektor v € V'\ {0} heifit Eigenvektor,
wenn ein A € K mit a(v) = A existiert. Ein Eigenvektor v € K™\ {0} einer quadratischen
Matrix A € M, «,(K) ist ein Eigenvektor der linearen Abbildung v —— Aw. Ein Skalar A € K
mit 0 # v — Av heifit Eigenwert.

Beispiel

Sei « : R? — R? durch
definiert. Dann ist

ein Eigenvektor zu dem Eigenwert \ = 2.

Bemerkung

Die Eigenvektoren v € V' eines Endomorphismus a zu dem Eigenwert A = 0 sind genau die
Elemente v € Kerna \ {0}.

10.2 Satz
Seien vy, ..., v, Eigenvektoren eines Endomorphismus a : V' — V zu paarweise verschiede-
nen Eigenwerten. Dann sind vy, ..., v,, linear unabhéngig.
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Beweis

Wir zeigen die Aussage durch vollstdndige Induktion iiber m. Fiir m = 1 erhélt man einen

Eigenvektor v; € V. Wegen vy # 0 ist dann {v;} linear unabhéngig.

Nun betrachte man die Linearkombination

zm: piv; =0
i—1

fiir Eigenvektoren vy, ..., v,, mit paarweise verschiedenen Eigenwerten Aq,...,\,,. Dann gilt

auch . .
Z/\l,uivi = /MZMM =X-0=0
i=1 i=1
und . . .
0=a(0) = a(z iv;) = Z,uia(vi) = Zui)\ivi.
i=1 i=1 i=1
Es folgt
0= Z,ui)\ivi — Z A p0; = Z:ui()\i — \)v;
i=1 i=1 =2
Da nach Induktionsannahme vs, . . ., v,, linear unabhéngig sind, erhdlt man p;(A; — ;) = 0 fiir
2<i<m.Wegen \; # \; <= \; — \; # 0 gilt u; =0 fiir 2 <7 < m, d.h. es bleibt v, = 0.
Da aber v, ein Eigenvektor ist, folgt v; # 0 = pu; = 0. Insgesamt sind also vy, ..., v, linear
abhéngig.
Bemerkung

Die Umkehrung von Satz 10.2 gilt i.A. nicht. Etwa ist fiir id : V' — V jeder Vektor v € V —
also insbesondere jedes Element einer linear unabhéngigen Teilmenge M C V — ein Eigenvektor

mit Eigenwert A = 1.

10.3 Definition / Bemerkung

Sei v : V' — V ein Endomorphismus und A € K ein Eigenwert von o. Dann ist £y = {v € V|
a(v) = X-v} = Kern(aw— A-id) ein Unterraum und wird als Eigenraum von A € K bezeichnet.

Die Dimension des Eigenraums F) ist die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts .
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10.4 Definition

Fir A = (AZJ) S Man(K) ist
T —ay --- —Qip
xa(z) =det(z -1, — A) = det
—Qn1 cee T — Qpp

das charakteristische Polynom.

10.5 Satz

Sei A € Myxn(K). Dann ist xa(x) ein normiertes Polynom vom Grad n, d.h. xa(z) = 2" +
At + ...+ A, fir A, € K. Ferner ist A € K genau dann ein Eigenwert von A, wenn

XA(/\) =0 gﬂt.

Beweis

Es sei (bU) =" 1n — A, d.h. b“ =T — Q4 und bij = —Qjj fiir ¢ 7é ] Dann gllt

Xa(x) =det B = Z Sign 7 - bir(1) -+ bnm(n)-
TI'ESn
Jeder Summand sign 7 - biz1) - - - bpr(n) Mit ™ # 1 ist dabei ein Polynom vom Grad m, < n.
Also folgt
Xa(x) =signl by - by, + Zsignﬂ Dir)  bnr) = (@ —a11) - (@ — Qpn) + D
T#1

fiir ein Polynom p mit Grad m < n. Damit ist x4(x) ein normiertes Polynom vom Grad n.

Fir A € K betrachte man 5 : v € K" —— (A -1, — A)v. Nach Korollar 9.11 gilt det 5 # 0
genau dann, wenn [ invertierbar ist. Dies ist nach Korollar 7.6 genau dann der Fall, wenn
B injektiv ist. Nach Lemma 7.3 ist dies dquivalent zu Kern § = {0}. Da nach Satz 9.14 nun
det B =det(A- 1, — A) = xa(N) gilt, folgt also

X4(A) =0<=3F0#vmit (A-1, — A)v =0.

Wegen (-1, — A)v = 0 <= Iv = Awv ist also A genau dann ein Eigenwert, wenn x 4(\) = 0
gilt.

Bemerkung

Das konstante Glied des charakteristischen Polynoms x4(z) einer Matrix A € My, (K) ist
xa(0) = det(—A) = (—1)" - det A.

87



Beispiel

Es sei die Matrix
. a b
c d

) =(r—a)(r —d)—bc=2"— (a+d)x + ad — bc

gegeben. Dann gilt

r—a —b

—c x-—d

xa(x) = det (

mit ad — be = det A.

10.6 Lemma

Die charakteristischen Polynome &hnlicher Matrizen stimmen {iberein.

Beweis

Seien A, B € M,,»,(K) mit B = T~'AT fiir eine invertierbare Matrix T' € M,,,(K). Dann
gilt xp(z) =det(z-1, — B) =det(z - T'T —T'AT) = det(T'aT - —T'AT) = det T~ (x -
1, — A)T. Mit Satz 9.15 folgt xp(z) =det T (z -1, — A)T = det(z - 1,, — A) = xa(x).

10.7 Definition / Bemerkung

Sei a € End(V') bzgl. einer endlichen Basis B von V' durch A = M, (B, B) dargestellt. Dann

ist xo(2) = xa(z) das charakteristische Polynom von «. Dabei ist y,(z) wohldefiniert.

Beweis

Sei a bzgl. einer weiteren Basis B von V durch A = M, (B, B) dargestellt. Nach Korollar 7.12
sind dann A und A dhnlich. Mit Lemma 10.6 gilt also x4(z) = X ().

10.8 Definition

Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom f(z) = ag+a1z+. . .+a,2"
mit n > 1 und a, # 0 eine Nullstelle in K hat.
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Beispiel

Fiir alle z € R gilt 22 + 1 > 1, d.h. R ist nicht algbraisch abgeschlossen.

Bemerkung

Nach dem ,,Fundamentalsatz der Algebra“ ist C algebraisch abgeschlossen.

10.9 Satz

Matrizen iiber algebraisch abgeschlossenen Korpern besitzen stets Eigenwerte.

Beweis

Nach Satz 10.5 ist das charakteristische Polynom y4(x) einer Matrix A € M, ,(K) ein
Polynom vom Grad n > 1. Daher besitzt x 4(x) in einem algebraisch abgeschlossenen Korper

mindestens eine Nullstelle. Diese Nullstelle ist dann ein Eigenwert von A.
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