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Lösungshinweise

23.) Mit f sind auch die Funktionen

(x, y) ∈ [a, b]2 7→ g(x, y) =
f(x)

f(y)
und (x, y) ∈ [a, b]2 7→ h(x, y) =

f(y)

f(x)

stetig und positiv, insbesondere also Riemann-integrierbar auf [a, b]2. Nach dem Satz von Fubini
gilt

∫

[a,b]×[a,b]

g(x, y) d(x, y) =

∫ b

a

∫ b

a

f(x)

f(y)
dx dy =

(
∫ b

a

1

f(y)
dy

)

·

(
∫ b

a

f(x) dx

)

=

(
∫ b

a

1

f(x)
dx

)

·

(
∫ b

a

f(x) dx

)

sowie ebenfalls

∫

[a,b]×[a,b]

h(x, y) d(x, y) =

∫ b

a

∫ b

a

f(y)

f(x)
dx dy =

(
∫ b

a

1

f(x)
dx

)

·

(
∫ b

a

f(y) dy

)

=

(
∫ b

a

1

f(x)
dx

)

·

(
∫ b

a

f(x) dx

)

.

Zusammen gilt also
(
∫ b

a

1

f(x)
dx

)

·

(
∫ b

a

f(x) dx

)

=
1

2

∫

[a,b]×[a,b]

[g(x, y) + h(x, y)] d(x, y)

=
1

2

∫

[a,b]×[a,b]

[
f(x)

f(y)
+

f(y)

f(x)

]

d(x, y) =

∫

[a,b]×[a,b]

[
f(y)2 + f(x)2

2f(x)f(y)

]

d(x, y) .

Wegen a2 + b2 − 2ab = (a − b)2 ≥ 0 ⇔ 2ab ≤ a2 + b2 für a, b ∈
�

ist der Integrand nach unten
beschränkt durch 1 und wir erhalten

∫

[a,b]×[a,b]

[
f(y)2 + f(x)2

2f(x)f(y)

]

d(x, y) ≥

∫

[a,b]×[a,b]

1 d(x, y) = (b − a)2 .

24.) Die Linearität des Operators S sowie die Stetigkeit von f wurde in den Übungen gezeigt. Für
f ∈ C0(Q) mit ‖f‖∞ = 1 ist

|(Sf)(x)| =

∣
∣
∣
∣

∫

Qx

|f(ξ)| dξ

∣
∣
∣
∣
≤ |Qx| · 1 ≤ |Q| ∀x∈Q ,

also ‖S‖ ≤ |Q|. Für x ∈ Q 7→ f(x) ≡ 1 ∈ C0(Q) ist ‖f‖∞ = 1 und

|(Sf)(b1, . . . , bn)| =

∫

Q

1 dx = |Q| ,



d.h. es gilt sogar Gleichheit ‖S‖ = |Q|.

Es sei nun f ∈ C0(Q) mit ‖f‖α;∞ = 1. Für alle x ∈ Q gilt dann

∣
∣
∣e

−α(x1+...+xn)S(f)(x)
∣
∣
∣ ≤ e−α(x1+...+xn)

∫

Qx

|f(ξ)| dξ

= e−α(x1+...+xn)

∫

Qx

eα(ξ1+...+ξn) e−α(ξ1+...+ξn) |f(ξ)|
︸ ︷︷ ︸

≤1

dξ

≤ e−α(x1+...+xn) ·

∫

Qx

eα(ξ1+...+ξn) d(ξ1, . . . , dξn)

= e−α(x1+...+xn)

(∫ x1

a1

eαξ1 dξ1

)

· . . . ·

(∫ xn

an

eαξn dξn

)

= e−α(x1+...+xn)

(
1

α
[eαx1 − eαa1 ]

)

· . . . ·

(
1

α
[eαxn − eαan ]

)

=
1

α

(

1 − eα(a1−x1)
)

· . . . ·
1

α

(

1 − eα(an−xn)
) ai−xi<0,α>0

≤
1

αn
,

d.h. es ist ‖S‖α;∞ ≤ 1
αn .


