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Losungshinweise
Es sei Z = {xg,...,x,} eine Zerlegung von [a,b] und damit mit Iy, := [xr—1, 2]
n—1
Vas+9(2) = Y (wr — xkfl)(S}lp(ozf +Bg) — inf(af + Bg))
k=1 k *
n—1
< D (@ —ar-a)(sup(af) + sup(dg) — inf(af) — inf(Bg))
k=1 & & F F
Soh (@ — e 1)a(Squ inf f) + 3= 1 (g, — e 1)5(8111)9 infg) (a>0,5>0)
2;11(3% — 1) (s upf inff) + > 1(3% —x—1)B( nfg —supg) (a>0,8<0)
B P (@ — e 1)a(nff —sup f) + S0 (on — - 1)5(811139 mfg) (@ <0,8>0)
iy (o — 1)a(mff - Supf) + R (e — whe 1)B(mf9 - Supg) (a<0,8<0)

= xaVy(Z) £ BV4(Z) < €

zu gegebenem ¢ > 0 bei Wahl einer geeigneten Zerlegung Z, denn f und g sind integrierbar. Daher
ist af + Bg integrierbar auf I. Fiir jede Folge Z, von Zerlegungen mit || Z,| — 0 und jede Folge
von Zwischenpunktvektoren ¥, gilt nun nach Satz 4.5.3

b
[ lat(@) + B9t de = Jim Roisy(Zo,7)

= «a- lim Rf(Z,,T,) + ﬁ-nllrr;ORg(Zn,fn) = a/lf(x) dx + ﬁ/}g(m) dx

n—oo

Fiir jede Zerlegung Z = {yo,...,yn} von I gilt

n—1
R.(Z) = i —Y; inf =0 3
_f( ) ;(y oy )yG[yi,yiJrl]
denn in jedem Intervall [y;, y;+1] (i =0, ...,n—1) gibt es Stellen, die keinem Folgenglied entsprechen.

Damit ist auch
sup R,(Z) = 0.

Z Zerl.
Es sei nun € > 0 vorgegeben. Der Grenzwert der Folge (xj € I)ren sei mit g bezeichnet. Dann
liegen in
I\ [g — 649 + 6]
endlich viele, etwa m Folgenglieder. Wir ordnen diese nach zunehmender Groéfle und erkldren weiter
fir i = 1,...,m die Zahlen y; € [a,b] durch

[y2i-1, y2i] := [zi —d, zi +d]N]a, )] N I\[ge,g+¢]  mitd:= —



Indem wir d gegebenenfalls noch verkleinern, erreichen wir, dass sich die Intervalle [y2;—1, y2;] nicht
itberschneiden. Zusammen mit den Intervallgrenzen a und b sowie den Grenzen g+ ¢ ist dann durch
die y; eine Zerlegung von [a, b] definiert. Fiir die dazugehérige Riemannsche Obersumme gilt dann

R(f,Z) <m-— + (g+e—(g—¢€)) = 3e.

€
o m
Da € beliebig war, folgern wir zusammen mit unseren Anfangsiiberlegungen

Zlgefﬂ. Ri(Z) =0 = ZSLZISI.Ef(Z),

d.h. f ist integrierbar auf I mit [ f(z)dz = 0.
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