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Sommersemester 2006

Lösungshinweise

27.) Es sei vorausgeschickt, dass lim
y→∞

e−yyk = 0 für jedes k ∈
�

0, was beispielsweise mit dem Satz von

de l’Hospital leicht zu zeigen ist.

Für x > 0 und x < 0 ist f unendlich oft diff’bar. Für n ∈
�

0 zeigen wir induktiv die angegebene
Darstellung von f (n) für x > 0 sowie f ∈ Cn+1( � ) mit f (n+1)(0) = 0. Für n = 0 ist die angegebene
Formel mit P0 ≡ 1 richtig. Es ist ferner

f ′(0) = lim
x→0

f(x) − f(0)

x − 0
= lim

x→0

{

0 falls x < 0

e−
1
x · 1

x
falls x > 0

= 0 ,

denn lim
x→0+

e−
1
x

(

1
x

)

= lim
y→∞

e−yy = 0 nach dem obigen Kommentar. Also existiert f ′ auf ganz �
mit f ′(0) = 0.
Sei die behauptete Darstellung für ein n ∈

�
0 sowie die Existenz von f (n+1) auf ganz � mit

f (n+1)(0) = 0 verifiziert. Dann ist für x > 0:
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)
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1

x3
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= e−
1
x P2n+2

(
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mit Polynomen P̃2n−1 und P2n+2 vom Grad ≤ 2n − 1 bzw. ≤ 2n + 2. Ferner gilt

lim
x→0

f (n+1)(x) − f (n+1)(0)

x
= lim

x→0

{

0 für x < 0

P2n

(

1
x

)

· e−
1
x für x > 0

= 0 ,

denn lim
x→0+

P2n

(

1
x

)

· e−
1
x = lim

y→∞
P2n(y)e−y nach dem obigen Kommentar. Also existiert f (n+2) auf

ganz � mit f (n+2)(0) = 0. Damit ist die Taylorreihe von f um x0 = 0 gegeben durch

∀x∈ �
∞
∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk ≡ 0 ,

also T = 0, was in keiner Umgebung der Null der Funktion f entspricht. Daher ist f nicht reell
analytisch.

28.) Wir zeigen zunächst den Hinweis durch vollständige Induktion über n ∈
�

. Für n = 0 ist die
behauptete Form trivialerweise richtig. Sei die Behauptung für ein n ∈

�
gezeigt. Dann ist

g(n+1)(t) =
(1 + t2)n+1P̃n−1(t) + Pn(t)(n + 1)(1 + t2)n

(1 + t2)2n+2
=

(1 + t2)P̃n−1(t) + Pn(t) · (n + 1)

(1 + t2)n+2

=
Pn+1(t)

(1 + t2)n+1



mit einem Polynom P̃n−1 vom Grad ≤ n − 1 und einem Polynom Pn+1 vom Grad ≤ n + 1.

Insbesondere ist g(n) stetig auf � für alle n ∈
�

und es gilt lim
t→±∞

Pn(t)
(1+t2)n = 0, woraus insgesamt

für jedes n ∈
�

0 die Beschränktheit von g(n) folgt, etwa g(n) ≤ Mn. Ferner ist

g(t) =
1

1 − (−t2)
=

∞
∑

k=0

(−1)kt2k

und somit wegen dn

dtn

∑∞

k=0 aktk = n!an (für jede Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius)

gn(0) =

{

0 falls n ungerade
(−1)

n

2 n! falls n gerade .

Es sei n ∈
�

fest. Die Funktion f ist n Mal diff’bar, wenn die formal n Mal differenzierte Reihe
gleichmäßig konvergiert. Es gilt dabei für k ∈

�
0:

dn

dxn

[

1

k!(1 + 4kx2)

]

=
dn

dxn

[

g(2kx)

k!

]

=
1

k!
g(n)(2kx) · 2kn .

Für einen K.ten Reihenrest der formal n Mal differenzierten Reihe gilt für gegebenes ε > 0:

∞
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k=K
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k!

1

1 + 4kx2

]

=

∞
∑

k=K

2kn

k!
g(n)(2kx) ≤ Mn

∞
∑

k=K

(2n)k

k!
< ε ,

für großes K ∈
�

, was sich beispielsweise aus dem Quotientenkriterium ergibt. Damit ist f n Mal
diff’bar und, da n beliebig war, auch f ∈ C∞( � ). Wir berechnen f (n)(0) zu

f (n)(0) =

∞
∑

k=0

dk

dxk

[

1

k!

1

1 + 4kx2

]
∣

∣

∣

∣

x=0

=

∞
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k=0

1

k!
g(n)(0)2kn

=

{

0 falls n ungerade

(−1)
n

2 n!
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k=0
(2n)k

k! = (−1)
n

2 n!e2n

falls n gerade .

Die zugehörige Taylor-Reihe

∞
∑

n=0

1

(2n)!
f (2n)(0)x2n =

∞
∑

n=0

(−1)ne4n

x2n

divergiert für alle x 6= 0, denn

e4n+1

x2n+2

e4n

x2n
= x2 ·

e4n+1

e4n
= x2 e4n+1

−4n

= x2 · e3·4n

> 1 für fast alle n ∈
�

.


