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Lösungshinweise

36.) a.) Für a, b ∈ �
und p ∈ � ist

(a − b) ·
(

p−1
∑

k=0

ak · bp−1−k

)

=

p−1
∑

k=0

ak+1 bp−1−k −
p−1
∑

k=0

ak bp−k

= ap +

p−2
∑

k=0

ak+1 bp−1−k − bp −
p−1
∑

k=1

ak bp−k

= ap +

p−1
∑

k=1

ak bp−k − bp −
p−1
∑

k=1

ak bp−k = ap − bp .

Indem wir nach (a− b) auflösen und für x, xk ∈ � + dabei setzen: a := p
√

x, b := p

√
xk erhalten

wir
∣

∣

p
√

x − p
√

xk

∣

∣ =
|x − xk|

p−1
∑

k=0

( p
√

x)p−1−k ( p

√
xk)k

.

Es sei (xk ∈ �
)k∈ � eine beliebige Folge mit xk → x. Für großes k ∈ � gilt dann xk ≥ 1

2x, also

auch p
√

xk ≥ p

√

1
2 · p

√
x > 0, womit für obigen Nenner gilt:

p−1
∑

k=0

( p
√

x)p−1−k ( p

√
xk)k ≥

(

p

√

1

2

)p+1

·
p−1
∑

k=0

( p
√

x)p−1−k ( p
√

x)k ≥ m(x) > 0 .

Also ist für x ∈ � +:
∣

∣

p
√

x − p
√

xk

∣

∣ ≤ 1

m(x)
· |x − xk| ,

woraus mit xk → x auch p

√
xk → p

√
x folgt.

Es bleibt noch die Stetigkeit im Nullpunkt zu zeigen: Ausgehend von gegebenem ε > 0 wählen
wir δ := εp. Dann ist für alle x ∈ � +

0 mit |x − 0| < δ bzw. x < εp:
∣

∣

∣

p
√

x − p
√

0
∣

∣

∣
= p

√
x <

p
√

εp = ε .

b.) In allen Punkten (x0, y0) ∈ � 2 mit x 6= y ist f stetig. Begründung: Zu (x0, y0) ∈ � 2 mit
x0 6= y0 ist auch x 6= y in einer Umgebung Uε(x0, y0), so dass in Uε(x0, y0) die Funktion f

gegeben ist durch (x, y) 7→ x2

x−y
. Als rationale Funktion mit einem nullstellenfreien Nenner ist

f |Uε(x0,y0) in Uε(x0, y0) stetig, also ist f in (x0, y0) stetig.

Für einen Punkt (x0, y0) mit 0 6= x0 = y0 betrachten wir hingegen die Folge (an ∈ � 2)n∈ � :=
(x0 + 1

n
, y0 + 2

n
). Dann ist an → (x0, y0) aber

f(x0 +
1

n
, y0 +

2

n
) =

(x0 + 1
n
)2

(x0 + 1
n
) − (y0 + 2

n
)

=
x2

0 + 2
n
· x0 + ( 1

n2 )

x0 − y0 − 1
n

= −n · (x2
0 +

2

n
· x0 +

1

n2
) = −nx2

0 − 2x0 −
1

n
→ −∞ 6= 0 = f(x0, y0).



Für (x0, y0) = (0, 0) betrachten wir die Folge (bn ∈ � 2)n∈ � mit bn :=
(

1
n
, 1

n
− 1

n3

)

. Dann ist
bn → (0, 0), aber

f(bn) =
1

n2

1
n3

= n → ∞ 6= 0 = f(0, 0)

womit nach dem Folgenkriterium gezeigt ist, dass f in allen Punkten (x0, y0) ∈
� 2 mit x0 = y0

unstetig ist.


