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Lösungshinweise

17.) a.)
(2 + i)3 = (2 + i)(4 + 4i − 1) = 8 + 8i − 2 + 4i− 4 − i = 2 + i · 11 ,

und

(2 + i)(3 + 2i)

1 − i
=

(2 + i)(3 + 2i)(1 + i)

(1 − i)(1 + i)
=

1

2
(2 + i)(3 + 3i + 2i− 2)

=
1

2
(2 + i)(1 + 5i) =

1

2
(−3 + 11i) = −

3

2
+

11

2
i .

b.) Für z = a + ib und w = c + id folgt

|z · w|2 = |(ac − bd) + i · (bc + ad)|2 = (ac − bd)2 + (bc + ad)2

= a2c2 + b2d2 − 2abcd + b2c2 + a2d2 + 2abcd = a2c2 + b2d2 + b2c2 + a2d2

= (a2 + b2) · (c2 + d2) = |z|2 · |w|2 ,

woraus sich durch Wurzelziehen die erste Behauptung ergibt. Auch die anderen beiden Gesetze
zeigt man durch bloßes Vergleichen.

c.) Es ist
∣

∣

∣

∣

z − a

1 − az

∣

∣

∣

∣

< 1 ⇔ |z − a|2 < |1 − az|2

⇔ (z − a)(z − a) < (1 − az) (1 − az)

⇔ |z|2 − az − az + |a|2 < 1− az − az + |az|2

⇔ |z|2 + |a|2 < 1 + |a|2 |z|2

⇔ |z|2 (1 − |a|2) < (1 − |a|2)

|a|<1
⇔ |z|2 < 1 ⇔ |z| < 1 .

18.) Angenommen, es ist ≤ eine mit den Operationen verträgliche, totale Ordnung auf
�

. Wir benutzen
die Tatsache, dass für a ∈

�
und a < 0 die Ungleichung −a > 0 folgt (Andernfalls wäre wegen der

Totalordnung −a ≤ 0 und aus der Verträglichkeit mit + würde folgen, dass −a + a ≤ 0 + a, also
a ≥ 0 im Widerspruch zu a < 0.)

Damit können wir zeigen, dass a2 > 0 für alle a ∈
�
\{0}. Für a > 0 folgt dies aus der Verträglichkeit

mit der Multiplikation, denn 0 < a ⇒ 0 = 0 · a ≤ a2 und wegen a 6= 0 sogar a2 > 0. Für a < 0 ist,
wie eingangs gezeigt, −a > 0 und wir erhalten

a ≤ 0,−a ≥ 0 ⇒ −a2 = a · (−a) ≤ 0 · (−a) = 0

bzw., da a 6= 0, sogar −a2 < 0, woraus aus obiger Überlegung a2 = −(−a2) > 0 folgt.

Somit folgt zum einen −1 = i2 > 0 und nach Addition von 1 auf beiden Seiten: 1 ≤ 0. Zum
anderen gilt 1 = 12 > 0, insbesondere 1 ≥ 0. Zusammen folgt aus der Antisymmetrie der Ordnung
also 1 = 0. Widerspruch.



19.) a.) Für x, y ∈ X ist mit Hilfe der Dreiecksungleichung

|x| = |x − y + y| ≤ |x − y| + |y| ⇔ |x − y| ≥ |x| − |y|

und ebenso

|y| = |y − x + x| ≤ |y − x| + |x| = |(−1)(x − y)| + |x| = |x − y| + |x|

⇔ |x − y| ≥ |y| − |x| = −(|x| − |y|)

zusammen also |x − y| ≥
∣

∣ |x| − |y|
∣

∣.

b.) Für x, y ∈ � n sowie λ ∈ � sind die Normaxiome wegen

|x|1 = |x1| + . . . + |xn| ≥ 0 und |x|1 = 0 ⇔ ∀i=1,...,n xi = 0 ⇔ x = 0 ,

|λx|1 = |λx1| + . . . + |λxn| = |λ| |x1| + . . . + |λ| |xn| = |λ| · |x|1

sowie

|x + y|1 = |x1 + y1| + . . . + |xn + yn| ≤ |x1| + |y1| + . . . |xn| + |yn| = |x|1 + |y|1

erfüllt. Ferner ist

|x|1 ≤ 1 ⇔ |x1| ≤ 1 − |x2| ⇔















x1 ≤ 1 − x2 ⇔ x2 ≤ 1 − x1 falls x1 ≥ 0, x2 ≥ 0
x1 ≤ 1 + x2 ⇔ x2 ≥ x1 − 1 falls x1 ≥ 0, x2 < 0
−x1 ≤ 1 − x2 ⇔ x2 ≤ 1 + x1 falls x1 < 0, x2 ≥ 0
−x1 ≤ 1 + x2 ⇔ x2 ≥ −1− x1 falls x1 < 0, x2 < 0 .

20.) a.) Für d(x, y) := |y − x| für alle x, y ∈ X , X normierter Raum, gilt

d(x, y) = |y − x| ≥ 0 ∧ (d(x, y) = 0 ⇔ |y − x| = 0 ⇔ y − x = 0 ⇔ y = x) ,

d(x, y) = |y − x| = |(−1)(x − y)| = |x − y| = d(y, x)

sowie für x, y, z ∈ X

d(x, z) = |z − x| = |(z − y) + (y − x)| ≤ |z − y| + |y − x| = d(y, z) + d(x, y) .

b.) Für x, y, z ∈ � 2 gilt

d(x, y) = 0 ⇔

{

|x − y| = 0 wenn x = λy für ein λ ∈ � ,

|x| + |y| = 0 sonst .

⇔

{

x − y = 0 ⇔ x = y wenn x = λy für ein λ ∈ � ,

x = 0 = y sonst .

Die Symmetrie der Metrik ist im Falle x = 0 wegen d(0, y) = |y| = d(y, 0) erfüllt. Für x 6= 0
ist

d(y, x) =

{

|x − y| wenn x = λy für ein λ ∈ � \{0} ,

|x| + |y| sonst .

=

{

|y − x| wenn y = µx für ein µ ∈ � \{0} (µ = λ−1) ,

|y| + |x| sonst .

= d(x, y) .



Um die Dreiecksungleichung zu zeigen, betrachten wir zwei Fälle:

a.) Falls x = λz für ein λ ∈ � , so ist

d(x, z) = |x − z| = |x − y + y − z| ≤ |x − y| + |y − z| ≤ d(x, y) + d(y, z) ,

denn entweder ist |x−y| = d(x, y) oder |x−y| ≤ |x|+ |y| = d(x, y) und analog für |y−z|.

b.) Falls x 6= λz für alle λ ∈ � , so ist (Dreiecksungleichung)

d(x, z) = |x|+|z| ≤

{

|x − y| + |y| + |z| = d(x, y) + d(y, z) falls ∃λ1∈ � x = λ1y ∧ @λ2∈ � y = λ2z

|x| + |z − y| + |y| = d(x, y) + d(y, z) falls @λ1∈ � x = λ1y ∧ ∃λ2∈ � y = λ2z

|x| + |y| + |y| + |z| = d(x, y) + d(y, z) falls @λ1∈ � x = λ1y ∧ @λ2∈ � y = λ2z

Der Fall ∃λ1∈
� x = λ1y ∧ ∃λ2∈

� y = λ2z kann nicht auftreten, denn dann wäre
x = λ1λ2z, was unter a.) fallen würde.


