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Losungshinweise

17.) a.)
244 = 2+4)4+4i—1) =8+8 —2+4i—4—i=2+4i-11,
und
2+)B+2) _ QC+9)BE+2)0+0) _ 1, . o
o1—- (1—4)(1+1) =5 +i)B+3i+2i-2)
1 : L1 ) 3 11,
= 5@+ +50) = 5 (=3+110) = —5 + —i.

b.) Fiir z = a + b und w = ¢ + id folgt
lz-w|* = |(ac—bd)+i-(bc+ ad)|* = (ac —bd)* + (bc + ad)?
= a’? + bv?d* — 2abed + b*c? + a*d? + 2abed = a*c? + b d? + b2 + ad?
(a® +6%) - ( +d%) = [ - ],

woraus sich durch Wurzelziehen die erste Behauptung ergibt. Auch die anderen beiden Gesetze
zeigt man durch blofles Vergleichen.

c.) Esist

zZ—a

|z —al® < |1 —az|?

1—az
(z—a)z—7a) < (1—az)(1—az)

|22 =@z —aZ + |a]* < 1—aZ —a@z + |az]?
[2]* +af* < 1+ |af*[2]?

212 (1 la?) < (1~ laf?)

<~
B P <1 e 2 <1

ree ¢

18.) Angenommen, es ist < eine mit den Operationen vertriigliche, totale Ordnung auf C. Wir benutzen
die Tatsache, dass fiir a € C und a < 0 die Ungleichung —a > 0 folgt (Andernfalls wiire wegen der
Totalordnung —a < 0 und aus der Vertraglichkeit mit + wiirde folgen, dass —a +a < 0+ a, also
a > 0 im Widerspruch zu a < 0.)

Damit kénnen wir zeigen, dass a? > 0 fiir alle a € C\{0}. Fiir a > 0 folgt dies aus der Vertriglichkeit
mit der Multiplikation, denn 0 < a = 0 =0-a < a? und wegen a # 0 sogar a? > 0. Fiir a < 0 ist,
wie eingangs gezeigt, —a > 0 und wir erhalten

a<0,—a>0 = —a’>=a-(—a) <0-(—a)=0
bzw., da a # 0, sogar —a? < 0, woraus aus obiger Uberlegung a? = —(—a?) > 0 folgt.

Somit folgt zum einen —1 = 2 > 0 und nach Addition von 1 auf beiden Seiten: 1 < 0. Zum
anderen gilt 1 = 12 > 0, insbesondere 1 > 0. Zusammen folgt aus der Antisymmetrie der Ordnung
also 1 = 0. Widerspruch.



19.) a.) Fiir 2,y € X ist mit Hilfe der Dreiecksungleichung
2] = |z —y+yl < le—yl+ly < |e—yl = |z -yl

und ebenso

yl = l—a+al <ly—zf+ [z = [ —y)| + |z = [z —y| + |2
& e —yl =yl = [z| = =2 = [y])
zusammen also |z —y| > ||z — |y||.

b.) Fiir z,y € R™ sowie A € R sind die Normaxiome wegen

|z]1 = |z1] +... + |zn] 20 und |z[1 =0 & Vier . n2;, =0 & =0,

.....

Az[1 = [Az1] + ..o+ [Azp| = [Af21] + 4 A za] = A ]2
sowie
lz+yl = |zr+ui] + oo zn + Yl < o]+l + ozl + lyel = 2l + |yl

erfillt. Ferner ist

1 <1—129 S 1o < 1—x7 fallSl’lZO,l‘QZO
1 <14+ 29 S 19 > xp—1 falls 21 > 0,22 <0

< <1-—
2l 1 & oa] < 1—fan| & —x1<1l—29 & 29 <141 falls 21 < 0,22 >0
—r1<14+z93 & 129> —-1—21 fallsz; <0,29 <0.

20.) a.) Fiir d(z,y) := |y — | fiir alle z,y € X, X normierter Raum, gilt
d(a,y) = ly—2[Z0A (dz,y) =0 = [y-2|=0 o y-2 =0 y=1),

dz,y) = ly—z| = [(-D(x—y)| = |z —y| = d(y,v)

sowie fiir x,y,z € X
dz,z) = [z —z| = |[(z—y)+(y—2)] < |z -yl + [y — 2| = d(y,2) + d(z,y).

b.) Fiir x,y, 2 € R? gilt

dry) =0 o {|x_y|:o wenn & = Ay fiir cin A € R,

|z| + Jy] =0 sonst.
{:cy()@xy wenn x = Ay fiirein A € R,
=
r=0=y sonst .

Die Symmetrie der Metrik ist im Falle x = 0 wegen d(0,y) = |y| = d(y,0) erfiillt. Fiir x # 0
ist
d(y, 7) |z —y|  wenn z = Ay fiir ein A € R\{0},
¥ |z| + |y| sonst.
_ ly —x|  wenn y = px fiir ein p € R\{0} (n=A"1),
ly| + |x| sonst.

= dz,y).



Um die Dreiecksungleichung zu zeigen, betrachten wir zwei Félle:

a.) Falls x = Az fiir ein A € R, so ist
d(z,2) = o —z| =[x —y+y—2| < |z —y| + [y —2| < dz,y) + dy,2),

denn entweder ist |z —y| = d(z,y) oder |z —y| < |z|+]|y| = d(z,y) und analog fiir |y — z|.
b.) Falls z # Az fiir alle A € R, so ist (Dreiecksungleichung)
|z —yl + |yl + |2| = d(z,y) +d(y,2) falls Ix,erz =Xy A Fr,ery= A2z

d(z,z) = |z|+|2] < { [zl + 12—yl + ly| = d(z,y) +d(y,2)  falls Byjeme =2y A In,emy=lez
|| + [yl + |yl + |z| = d(z,y) +d(y,2) falls By erz =Xy A Fr,emry = A2z

Der Fall 3y,er ¢ = My A Ia,er ¥ = A2z kann nicht auftreten, denn dann wire
x = A1 A2z, was unter a.) fallen wiirde.



